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CORRIGE MATHEMATIQUES SUJET 1

EXERCICE 1 : (04 pts)
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0; U, v). Soit le nombre complexe a défini par

a=v2-V3-iV2++3.
1. Montrons que a? = —2v3 — 2i.
= (V2=VB-iV2+V8) =2-V3-2-v3-2i (2~ V3)(2 +V3)=-23 - 20V1

D’ou a? = —2v/3 — 2i. 0,5 pt
Déduisons-en le module de a.

la?| = 4 = |al* =4 = |a| = 2. 0,5 pt
2. Ecrivons a? sous forme trigonométrique.

ot =232 =4 5-0) e (2 50 (2
a? = 4(cos—+ isin—) 0o Pt

Vérifions qu ‘une des mesures de I’ argument de a est = ?

arg(a?) = [Zn] = 2arg(a) == [Zn] = arg(a) = —[ ]ouarg(a) == + km, k € Z.
Prenant k = 1 arg(a) = — + = 13—2” 0,5 pt

7
3. Déduisons-en les valeurs exactes de cos ( ) et sin ( 721)
+

a—2[cos—+151 —]—Z[COS( +71') Lsm( +n)]=—2cosi—§—2isini—§et

a=\/2—\/§—i\/2+\/§
8 et sin (22) = 207, (0,25+0,25) pt

2
Déduisons-en les valeurs exactes de cos ( ) et sin (—2)

Ce qui implique que cos (7—”> =—

T 7T 6T

/4 m m T 7m (Tm 2++/3
cos( )—cos( —)zcos(i—ﬁ)—sm( )=—

12 12 2 12 2
sin (%) = sin (Z—: — g) = —sin (g — Z—:) = —cos (Z—:) = 2:/3. (0,25+0,25) pt

4. Représentons sur le méme graphique les points images de a, —a et a?.

W) =

(<]
=

e N M@
\ﬂb(a“‘)

1pt
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EXERCICE 2 : (04 pts)

On jette trois fois de suite un dé non truqué a six faces portant les chiffres allant de 1 a 6. On lit les numéros
des faces supérieures et on les note dans cet ordre a, b, c. Puis on forme I'équation du second degré (E) :
ax?+bx+c=0.
1. Soit A I’événement : « —1 est solution de (E) avec b = 6 ».

Justifions que p(4) = E

Si —1 estsolution de (E) avec b = 6 alors a et ¢ vérifient la relation a + ¢ = 6. D’ou

A =1{(1,6,5); (2,6,4); (363) (561) (4,6,2)}.
5
Ce qui donne p(4) =5 X = 63 === E 0,5 pt
2. La probabilité de I’événement :
v B:" — 2 estsolutionde (E) etc =4"estp(B) = E
Justification : Si —2 est solution de (E) et ¢ = 4 alors a et b vérifient la relation
4a—2b+4=0.Ce qui implique que b = 2a + 2. D’ou B = {(1,4,4); (2,6,4)}.
1

Cequidonne p(B) = = = —. 0,5 pt

63 108

v' C:" lasomme des solutions est - 2 et leur produit est 1" est p(C) = %

Justification : Si la somme des solutions est - 2 et leur produit est 1 alors a , b et ¢ vérifient
b =2a
{ c=a '
D’ou C = {(1,2,1); (2 4,2); (3,6,3)}.
Cequidonne p(C) === =, 0,5 pt

63 72"

v' D:" Les deux solutions sont confondues avec b = 4 " est p(D) = 5

2 _
Justification : Si les deux solutions sont confondues avec b = 4 alors a, b et ¢ veérifient {b b—_4ac.
Ce qui impligue que a et ¢ veérifient la relation a X ¢ = 4.
D’ou D = {(1,4,4); (2 4,2); (44,1}
Ce qui donne p(D) = 63 = 7—12 0,5 pt
3. L’épreuve précédente est répétée 10 fois de suite et de facon indépendante.
a) Soit F I’événement : " I’événement A se réalise une seule fois au 3°™¢ essai".
_ 5x(211)°
Montrons que p(F) = 21610
Désignons par S « I’événement A se réalise » et par E « I’événement A ne se réalise pas».
D’ou F est le 10 — uplets défini comme suit: F = (E,E,S,E,E,E,E,E,E,E). Donc
211\°
p(F)_Cl XEX(E) . 0,5 pt

b) SoitY lavariable aléatoire égale au nombre de réalisations de 1I’événement A a I’issue des 10 épreuves.
b-1) La loi de probabilité de Y:
Y ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
5 \K 21110k
p(Y = k) = Ck x (216) X (—) . 0,5 pt

216
Ici Y suit une loi binomiale B(n, p) de probabilité p; n = 10.
25

b-2) Le nombre espéré de réalisations deA est : E(Y) =nX p(A) =10 X —=—. 0,5 pt

216 108
b-3) Lavariancede Yest: V(Y)=nXxp(A)(1—-p(4)) =10x— x 211 — 10550 0,5 pt

216 216 (216)2

PROBLEME : (12 pts)
A.

L. f(x)EXiste@{0<x< 10u{x > 1

= 0<x<1 oux 21 & x € ]0,40
x>0 x>0

Df = ]0,+oo. 0,5 pt
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2. f) =1+ ==1+1=2, lim f(x) = lim1+x—xlnx=1+1-1n1=2,
x-1" x-1"

Vi
1 1, . o _
XIerL f(x)_xlm+l+\/; =1+ E_Z ’lemr f(x)_XIer}+ f(x)=2.
Donc Iim1 fx)=2 ; Iim1 f(x)="f(@) ; douf estcontinueen 1. 0,5 pt
3. supposonsque 0 <x <1
f)-f(1) _ 1+x—xInx-2  x—-1-xlnx _ x-1 (lnx)
= = =1 (2
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
wzl—x(ln—x) or lim x=1 et lim In—_l d’ou
x—1 -1 X —>1" x—>1 X -1
lim M:l—l(l) =1-1=0.
X—>1" X —1
Donc f est dérivable a gauche en 1 et f; (1) = 0. 0,25 pt
Supposons que x > 1
Fo-f@ _ ME?_F_ a-vE _ 1-Vx
x-1  x=1  x-1  Vx@x-1)  vx ([ x-1)([{Vx+1)
fOO-f@ _ _ Vx-1 — _ 1 D’ou lim f(x)-f@ ot 1
x-1 \/E(\/z_l) (\/;'1'1) \/;(\/;'1'1) x—1" Xx-=1 \/I(\/i _|_1) 2
donc f est dérivable a droiteen 1 et f; (1) = — % 0,25 pt
fa (1) # f; (1);donc f n’est pas dérivable en 1. 0,25 pt
fg (1) = 0; donc (C¢) admet au point d’abscisse 1 une demi-tangente horizontale a gauche. 0,25 pt
;1) =— %; donc (Cr) admet au point d’abscisse 1 une demi-tangente oblique de coefficient directeur
— % a droite. 0,25 pt
4, Iirrg)+1+x:1+0:1 ; Iirr(lrxln x=0 ; |IrT(])+ f(x)=1. 0,25 pt
im VX =+o0 @ m ——=0 : [m f(x)=1. 0,25 pt
X = +0 X— 400 \/_ X —> 400
lim f(x) =1, donc la droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontale a (Cy) en +oo. 0,25 pt
5. 0¢&Dset 11r51+f(x) =1 € R; donc f admet un prolongement par continuité a droite en 0.
x—
h(x) =f(x)si x>0
{ h(0) = 1 0.5pt
6. Supposons que 0 < x < 1.
h(x)— h(O) 1+x—xInx—1 _ x—);lnx _ x(1 xlnx) 1 — Inx.
h(x) - h(O)
lim ——— = lim 1 —Inx; limlnx = —c0 = 11m1—lnx—+00
x—07t x—0 x—-07* x—-0%t x—07t
n, w =+ oo ; donc h n’est pas dérivable a droite en O. 0,25 pt
xX—> -
La courbe de h admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente verticale a droite. 0,25 pt
7. Vx € 10,1[, f'(x) =1—- (lnx+ X X ) 1-Inx—1= —Inx. 0,5 pt
1
1
Vx € ]1,+of, f'(x) = m = e 0,5 pt

Vx € 10,1[, Inx<0 = —Ilnx >0 = f'(x) > 0.
Vx € ]1,4[, xvV/x>0 = f'(x) <O. 1 pt
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%(3.):' 1,%4 5 409 = Ase

b. A= ['[f(x) — 1] dx x U.a,avec U.a = unité daire.

Ona:ff[f(x)—1]dx=f1“'(1+ ix—1)dx= f% dx= [2Vx] =2VE-2VI=2

=
Or1U.a=2cmXxX2cm = 4cm?.

DoncA = 2 X 4 cm? = 8 cm?.
B.1. g = f sur[1,+ool.

: J()UD = 4,5

a. gx)=x=gkx)—x=0< k(x) =0,avec k(x) = g(x) — x.

k est dérivable sur |1, 4+oo.

Vx€e]Jl,+ook'(x)=g'(x)—-1=f'(x)—1= —
V x € ]1,4+0oo[, k' (x) < 0, donc k est strictement décroissante sur |1, +oo.

Donc k est une bijection de [1, +oo[ sur k( [1, +oo[) = ] hErn k(x), k(1)] = ]—oo, 1].
X—+ 00

1
2x\/§_1

3 %(0)5)-: 4,85

1pt

1pt

0,25 pt
0,25 pt
0,25 pt

Or 0 € |-, 1], donc I’équation k(x) = 0 admet une unique solution a dans [1, +oo[. En conséquence

’équation g(x) = x admet une unique solution a dans [1, +oo]. 0,25 pt
k(D=1 ; k@) =g2)—-2=f(2)—2 ~1,71-2 =~ —0,29.
k(D)X k(2)<0 = 1< a<?2.
X 1 1,1 1,2 1,3 14 15 1,6 1,7 1,8 1,9 2
k(x) 1 0,32 0,19 0,06 -0,05 |-0.37 |-0,29
k(1,5 =f(15) —-15 =0,32; k(1,6) = f(1,6) —1,6 = 0,19 ;
k(1,7) = f(1,7) — 1,7 = 0,06; k(1,8) = f(1,8) — 1,8 =~ —0,05.
k(1,7) X k(1,8) <0 = 1,7<a < 1,8. 0,25 pt
’ — 1 /; — | 1 _
b. Vx €L+ () =—57% = lgWI= | 2x&| =
xE[L+o] > x21 = Va2Vl =>Vx=>1 =>xVx>x
1 1
=xVx>1 :1>2x\/§22 = S5
= g’ = 3 0,5 pt

c. g est dérivable sur [1, +oo[

Vit €[1,+oo[, |g'(t)] < Ora € [1,+oo[; doncV x € [1,+0[, [g(x) — g(@)| <> lx —al
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= lg(0) —al <:lx—al. 0,25 pt
2.a.wy=2.0r2 >1;doncw, = 1.

Supposons que w, = 1,n = 0 et montrons que w1 = 1.

Jvlv_n>0 = 1+J%_n>1 = W > 1= wy,, > 1.

DoaVneN, w,> 1. 0,75 pt
b. Vx €[1,+0[, |g(x) - al <:lx—al.

Or d’aprés la question précédente, w,, = 1. Ce qui implique que w,, € [1, +oo|.

W € [1,+00[ = |gWwa) = al < 5 IWo = al = Wnss —al <3 Wy —al. 0,25 pt

w,=21=

0 0
c. (%) lwe — a| = |wy — al. OF [wy — a| < |wy — |, donc [wy — a| < (—) lwo — al.

n n+1

Supposons que |w,, — a| < (%) lwo — a|,n = 0 et montrons que |w,y1; — a| < %) lwy — a.
n n

Wast = al <3 lwn —al. OF lwy — al < (3) Iwo — al, donc [ways — al < 3% (5) Iwo — al

\nt+1
= Wi —al < () Iwo— al
17\

D'ouvneN,|lw,— a| < (5) lwy — . 0,75 pt

lim (l)n =0= lim (l)n| — a|=0= Ilim |w, — a|=0= lim = 0.25 pt
x—1>+oo 2 B x—1>+oo 2 Wo a1= x—1>+oo Wn al= x—1>+oo Wn= Q. J p



