SESSION 2011

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE PC

Partie I. Une inégalité de Prékopa et Leindler

1) Soient a et b deux réels. Si a =0 ou b = 0, 'inégalité de 'énoncé est immédiate.

1

Supposons que a > 0 et b > 0. La fonction In est deux fois dérivable sur ]0, +o0o[ et pour tout réel x > 0, In"(x) = —— <0.
X
Donc la fonction In est concave sur ]0, +oo[. On en déduit que pour tout A € [0, 1],

InAa+ (T—=A)b) > Alna+(1—A)lnb,
puis par croissance de la fonction exponentielle sur R,

Aa + (] —)\)b — eln()\a+(1—?\)b) > e)\ln a+(1-A)Inb _ a?\bl—?\_

Y(a,b) € (R*)2, YA € 0,1, Aa+ (1 —A)b > a*b' 2.

Soit u > 1. La fonction f : x — x" est deux fois dérivable sur ]0, +oo[ et pour tout x > 0, f”(x) = u(u — 1)x*2 > 0.
Donc la fonction f est convexe sur ]0, +oo[. On en déduit que pour tout (a,b) €]0, +oo[? et tout A € [0, 1],

Aa+ (1 =A™ = f(Aa+ (1 —A)b) < Af(a) + (1 — A)f(b) = Aa + (1 —A)bY,

Cette inégalité étant vraie si a =0 ou b =0, on a montré que

Y(a,b) € (RT)2, YA € [0,1], (Aa+ (1 —=A)D)* = Aa™ + (1 —A)bY,

2) Soient A €]0,1[ et (a,b) € [0, +oo[?. L’inégalité de I’énoncé est vraie si a = 0 ou b = 0. Supposons a > 0 et b > 0 et

posons f(x) = (a +x)» —a? —x» pour x > 0. f est dérivable sur ]0, +oco[ et pour tout x > 0,
f'(x)=A ((a—i—x))‘*1 —XA*]).

Puisque A — 1 < 0, la fonction t — t*~! est strictement décroissante sur ]0, +oo[ et donc, pour tout x > 0, f’(x) < 0. Par
suite, la fonction f est strictement décroissante sur ]0, +ool puis sur [0, +oo[ par continuité de f en 0. On en déduit que

(a+b)» —a* —b* =f(b) < f(0) =0.

On a montré que

Y(a,b) € (RT)2, VA € [0,1], (a +b)* < a* + b .

3) Puisque f est une fonction continue et intégrable sur R, F existe dans R. Puisque f est une fonction continue, positive
et non nulle sur R, F est un réel strictement positif.

U
Puisque la fonction f est continue et intégrable sur R, la fonction @ : uw— T J f(x) dx est définie et de classe C! sur R.
—00
De plus, pour tout réel u, ®’(u) = f(u) > 0. Donc la fonction @ est strictement croissante sur R. Ainsi, la fonction @ est
u——o0 u—-+o0

continue et strictement croissante sur R et donc @ réalise une bijection de R sur } lim ®(u), lim @(u)| =]0,1[ (on

note encore @ cette bijection). Par suite, pour tout réel t €]0, 1[, il existe un et un seul réel noté u(t) tel que @ (u(t)) =t.

u(t)
On a montré que pour tout réel t €]0, 1[, il existe un et un seul réel noté u(t) tel que FJ' f(x) dx = t. De méme, pour
o0

] v(t)
tout réel t €]0, 1[, il existe un et un seul réel noté v(t) tel que G J g(x) dx =t.
4) La fonction wu est la fonction @ 1. @ est de classe C' sur R et pour tout réel u, ®’(u) = =f(u). Par hypothése, la

F
1
fonction @’ = —f ne s’annule pas sur R et on sait alors que la fonction u = @~ est de classe C' sur ]0,1[ et pour tout
t €]0, 11,
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O/(d-1(t 1 flu(t
@@ T )
N . 1 2 ! G
De méme, la fonction v est de classe C' sur ]0, 1[ et pour tout réel t €]0,1[, v/(t) = o)
5) Puisque lim ®@(u) =0, lim u(t) = —oo et puisque lim ®(u) =1, lim u(t) = +oco. De méme, lim v(t) = —co
u——0o0 t—0+ u——+oo t—1— t—0+
et lir{l v(t) = +o00. Mais alors, puisque A >0 et T —A > 0,
t—1-
lim w(t) = —oco et lim x(t) = +oo.
t—0+ t—1—
u et v sont de classe C! sur 10,1, il en est de méme de w. Puisque u’ = et v/ = sont des fonctions strictement

fou
positives sur 10, 1[, il en est de méme de w’ = Au’ + (1 —A)v’. Ainsi, la fonction w est de classe C' sur ]0, 1] et sa dérivée

est strictement positive sur ]0, 1[. On sait alors que w est un C'-diffeomorphisme de ]0, 1[ sur } liI(I)1+W(t), 111? w(t)| =R
t— t—1—

ou encore w est un chagement de variable de ]0, 1[ sur R. En effectuant ce changement de variables, on obtient

‘ F
A 1-A _ . SN
> L f(u(t))* (g(v(t)) (Af(u(t)) +(1=27) St )) dt (par hypothése et d’aprés 4))
1 A 1-A F * G A R
> |, e g (f(u(tn) (g(v(tn) dt (d'apres 1))
1
= FAGHJ dt
0

= +oOf(x) dx ' +Oog(x) dx ]_)\.
(Lma) ([ swe)

6) La fonction t — t? est convexe sur R. Par suite, (Ax 4+ (1 —A)y)? < Ax? + (1 — A)y? puis par croissance de la fonction
exponentielle sur R,

A 1—A
WX + (1= Aly) = e~ MHT=MY)? 5 o=A=(1-A)y* = (e*xz) (e*‘f) =V Y (y)' N

7) Silzl <M, Ym(z) =12 e =¥(x).
Soit z €] — 0o, —M[U]M, +o0o[. On a

2l = P+ (1= Ayl < Al + (T = Ayl <A+ (1= MM <A+ M

et donc 0 < 2~ M Al

lz| —M

Ym(z) = e_( ® )2 > e P = y(x).

Dans tous les cas, si [yl < M, on a Wpm (z) > W(x). En échangeant les roles de x et y et en remplagant A par 1 —A de sorte
que © et M sont inchangés, on a aussi : si [x| < M, Ym(z) > Y(y).
8) Soit (x,y) € R2.

fe(x)*ge () = (F(x) + e¥(x)* (g(y) + e¥(y)'

< (f(x)A + e)“P(x)A) (g(y)]#‘ + €177“P(y)]*)‘) (d’apres la question 2)

=f(x)*g(y)" " + (M) g(y) N + M (Y) MY + V()M (y) P
z) + (e}“P(x)Ag(y)l_)‘ + e1_>“1f(y)1_)‘f(x))‘) + eW¥(z) (par hypothése et d’aprés 6))
z)+ e (Wx)gy) M +¥(y) T M(x)Y) + e¥(z) (car € €]0, 1]).

Si maintenant, |x| < M, alors ¥Y(y) < Ym(z) d’aprés la question précédente puis W(y)'» < Wm(z)'™ < Ym(2)? car
Wi (z) €0,1] et done W(y)'M(x)* < Wm(z)Mf]-
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Si x| > M, ‘P(y)P)‘f(x))‘ =0« ‘PM(z)A||fH7‘ .

(2 l1%- (2)gllie?

En résumé, pour tout réel x, W(y)' M (x)* < Wm(z De méme, pour tout réel y, ¥(x)*g(y)' > < ¥m(z

et finalement

fe(x)ge(y)' <hiz) + e (15 + lgllls ™) Ym(2)" + e¥(2).

9) La fonction ¥ est strictement positive sur R. Donc, pour tout € €]0, 1[, les fonctions f. et g. sont strictement positives
sur R. Soit he la fonction définie par

Vt € R, he(t) =h(t) + e (|flIX + 1gllis™) Ym (N + e¥(1).
D’aprés la question 8), pour tout e €]0, 1[, pour tout (x,y) € R? et tout A €]0,1[, he(Ax + (1 —A)y) > fc(x) ge(y)' 2.
D’autre part, les fonctions fe, ge et he sont continues sur R.

1
Enfin, les fonctions ¥ et Waq sont intégrables sur R car continues sur R et négligeables en +00 ou —oco devant — P . Par

suite, les onctions f¢, ge et he sont intégrables sur R.

D’aprés la question 5),

+o00 +o00 A 4o 1-A
Ve €]0, 1], J he(x) dx > (J fe(x) dx) (J ge(x) dx) )

—00

Maintenant, Ve €]0, 1[, fe > f et g > g. Par suite, pour tout € €]0, 1],

+oof(x) dx ' +Oog(x) dx 1_)\< +Oof€(x) dx ' +Oog€(x) dx 1
(oroes) ([ stre) = ([ ewa) ([ o)

+o0 —+o00 +oo
<J h(x)dx+eA(||f|\Z,‘o+|\g||;;>‘)J ‘PM(X)Adx—&-eJ Y(x) dx.

—A

400 A +o0 1A +oo
Quand € tend vers 0, on obtient de nouveau <J f(x) dx) <J g(x) dx) < J' h(x) dx.

10) On note tout d’abord que pour tout n € N* et tout x € R, 0 < xn(x) < 1. La fonction x,, est affine sur [n,n + 1]
et en particulier est monotone sur [n,n + 1] monotone. Comme Xn(n) = 1 et xn(n+ 1) = 0, pour tout x € [n,n + 1],
0 < Xn(x) < 1. D’autre part, cet encadrement est immédiat si 0 < x < n ou si x > n+ 1. Donc, pour tout x > 0,
0 < Xn(x) £ 1 et finalement, la fonction x,, étant paire, pour tout x € R, 0 < /chiy(x) < 1.
Soient n € N* et (x,y) € R?.

e Silx|>n+Toulyl >n+1, xn(x)Xn(y)' ™ =0 < xnt1 (A + (1 =A)y).

o Si x| < n+Tet [yl < n+1, alors Ax+(1-A)y| < Ax|+(1-A)ly| < n+1 et done xn () xn (Y)' ™ <1 =xnr1 (Ax+(1-A)y).
M) <xnp1 W+ (T=Ay).

11) Pour n € N* et (x,y,z) € R3, posons fn,(x) = f(x)Xn(X), gn(y) = g(y)xn (y) et hn(x) = h(2)xni1(2).

e Pour tout n € N*| la x;,, est continue et positive sur R et donc les fonctions fy,, gn et h, sont continues et positives sur
R.

e Puisque 0 < fj; < f et que la fonction f est intégrable sur R, chaque fonction f,,, n € N*, est intégrable sur R. De méme,
chaque fonction gn et chaque fonction h,, n € N*, est intégrable sur R.

e Pour tout n € N* et tout (x,y) € R?, d’aprés la question précédente,

fn () gn(y)' = = F)2g(y)" Mxn ()X (Y) 7 <R (AX + (1 = A)y)xn+1 (Ax + (T —=A)y) = hn(Ax + (1 = A)y).

Comme chaque fonction f,, et chaque fonction g, est nulle en dehors d’un intervalle borné, la question 9) permet d’affirmer
que

Dans tous les cas, xn(x)

+o00 400 A +oo 1-A
vn € N, J hn(x) dx > <J fr(x) dx> (J gn(x) dx) (%)

—0o0 —0o0 —00

Vérifions alors que la suite de fonctions (fn )nen+ converge simplement vers la fonction f sur R. Soit x € R, pour n > x|,
on a Xn(x) =1 et donc f(x) = f(x). On en déduit que IIT fn(x) = f(x).
n—-+oo

Ainsi,
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- Chaque fonction f,,, n € N*, est continue et intégrable sur R.
- La suite de fonctions (f;,)nen+ converge simplement vers la fonction f sur R et la fonction limite f est continue sur R.
- Enfin, pour tout n € N*, |f,,| = f;, < f ou f est intégrable sur R.

+oo +oo

D’aprés le théoréme de convergence dominée, la suite (J converge et a pour limite J f(x) dx. De

frn(x) dx)

—0o0 —0o0

neN*
“+oo

+oo +oo
méme, les suites (J' gn(x) dx) et <J hn(x) dx) convergent et ont pour limites respectives J' g(x) dx
—c0 neN* —00 neN*

—0o0

et J+Oo h(x) dx.

—00

On fait alors tendre n vers +oo dans () et on obtient I'inégalité " P-L " dans le cas général :

Jj: h(x) dx > (J':L: f(x) dx))\ <J':L: g(x) dx) 177\.

Partie II. Fonctions log-concaves

12) On munit R™ de la norme N. On sait que la fonction N est continue sur R™ (car 1-Lipschitzienne) a valeurs dans R
et qua la fonction W est continue sur R. Par suite, la fonction f =W o N est continue sur R™.

Soient (x,y) € R™ et A €]0,1[.
N(Ax + (1T =A)y) < N(Ax) + N((1 = A)y) = AN(x] + (T —A)N(y),
puis
(N(Ax + (1 =ANy))? < (AN(x) + (T =A)N(y))* < AN(x)* + (1 = AN(y)?,
car la fonction t — t? est convexe sur R. Par croissance de la fonction exponentielle sur R, on en déduit que

fAx+ (1= A)y) = e— (NOx+(1-A)y))? > e ANG)Z—(1-A)N(y)? _ (e_N(x)Z)A(e—N(y)2)1—>\ = f(x)M(y)' .

Par suite, la fonction f est log-concave.

Partie I1I. Quelques applications géométriques

13) Pour x € R, posons F(x) = J f(x,y) dy, G(x) = J g(x,y) dy et H(x) = J' h(x,y) dy. Il s’agit de vérifier que
R R R

[0 (] oo as) ([ o)

Pour cela, il suffit de vérifier que les fonctions F, G et H sont continues par morceaux et intégrables sur R et que de plus,
pour tout (x,y)R? et tout A €]0, 1[, H(Ax + (1 — A)y) > F(x)*G(y)'~* puis d’appliquer l'inégalité " P-L ".

Soit M un réel positif tel que le carré [-M, M]? contienne les supports des fonctions f, g et h. Puisque f est continue sur
le compact [~M, M]? et nulle en dehors de [-M, M]?, f admet sur R? une borne supérieure réelle notée ||f||oo. De méme,
les fonctions g et h admettent sur R? une borne supérieure réelle.

e Pour chaque x € R, la fonction y — f(x,y) est continue par morceaux sur R.

e Pour chaque y € R, la fonction x — f(x,y) est continue sur R.

e Pour chaque (x,y) € R?, [f(x,y)| = f(x,y) < [1fllcoXi=m,Mm] = @(Yy) (X{—m,m) désignant la fonction caractéristique de
[—M, M]) ou ¢ est une fonction continue par morceaux et intégrable sur R.

D’aprés le théoréme de continuité des intégrales a paramétres, la fonction F est continue sur R. De méme, les fonctions G
et H sont continues sur R.

La fonction F est intégrable sur R puisque la fonction f est intégrable sur R? et d’aprés le résultat admis dans le préliminaire
de la question 13.

Soit (x0,Y0) € R? et A €]0, 1[. Par hypothése, pour tout z € R,
h((AXO + (] _A)XO)Z)) = h(}\(XO)Z) + (1 - 7\)(90,2)) Z f(XO)Z)Ag(UO)ZﬂiA-

On peut appliquer l'inégalité " P-L " aux trois fonctions z — f(xo,z), z — g(yo,2) et z — h(Axo + (1 —A)yo,z) et on
obtient
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+o0 +o00 A +o00 1—A
H(Axo + (T —A)yo) :J h(Axo + (1 —A)yo,z) dz > (J f(xo,2) dZ) (J 9(yo,z) dZ) A =F(x0)*Glyo)' .

—0o0 —0o0 —00

Finalement, on peut appliquer 'inégalité " P-L " aux trois fonctions F, G et H et on obtient

”RZ h(x,y) dxdy = J+Oo H(x) dx

—00

> (Jj: F(x) dx)A (Jj: G(x) dx) o = (”}RZ f(x,y) dxdy)A (”RZ g(x,y) dxdy) ]_)\.

14) Puisque A est une partie bornée, il existe un réel positif M tel que A C [-M, M]2. Soit f € C(A). f est donc nulle en
dehors de [—M, M] et

H f(x,y) dxdy = ” f(x,y) dxdy < ” 1 dxdy = 4M?.
R? [—M,M]? [—M,M]2

Par suite, {” f(x,y) dxdy, f € C(A)} est une partie non vide (car contient 0) et majorée (par 4M?) de R. On en
R2

déduit que {” f(x,y) dxdy, f e C (.A)} admet une borne supérieure réelle.
R2

15) Soit A =]a, b[x]c, d[. Pour tout f € C(A),

” f(x,y) dxdy = ” f(x,y) dxdy < ” 1 dxdy = (b—a)(c—4d).
R? [a,b]x[c,d] [a,b]x[c,d]

On en déduit que V(]a,b[x]c,d[) < (b—a)(d —c).

Soient ¢ €]0, Min{(b — a)/2,(c — d)/2}{ puis ¢ (resp. @) la fonction continue sur R, nulle sur ] — oo, a] U [b, +o0o[ resp.
] —o0,clUld, +ool, égale & 1 sur [a+ ¢, b—¢] (resp. [c+¢,d —¢]) et affine sur [a, a+ €] et sur [b—¢,b] (resp. [c,c+ €] et
sur [d — ¢, d]).

La fonction f telle que V(x,y) € R?, f(x,y) = d(x)@(y) est un élément de C(A) et donc

V(la,b[x JJ' f(x,y) dxdy
R2

JJ' f(x,y) dxdy:” 1dxdy =(b—a—2¢)(d—c—2¢).
l[at+e,b—elx[c+e,d—e] [a+e,b—e]lx[c+e,d—e]

En résumé, Ve €]0,Min{(b —a)/2,(c —d)/2}, (b —a—2¢)(d —c —2¢) < V(la,b[x]c,d]) < (b—a)(d —c). Quand ¢ tend
vers 0, on obtient

V(la,blxlc,d)) = (b —a)(d —c).

V(la, b[x]c, d[) est laire du rectangle ouvert ]a, b[x]c, dl.
16) On munit R? d’une norme quelconque N.

Vérifions que AA+ (1 —A)B est une partie bornée de R?. Il existe un réel positif M 4 (resp. Mg) tel que pour tout X € A,
(resp. Y € B), on a N(X) < M4 (resp. N(Y) < Mp). Pour tout (X,Y) € A x B, on a alors

NAX 4 (T =A)Y) < AN(X) + (1T = A)N(Y) < AM 4 + (1 —A)Mg.

Donc AA + (1 —A)B est une partie bornée de R2.

Vérifions que A + (1 — A)B est un ouvert de R?. Soit Zg € AA + (1 — A)B. 1l existe Xo € A et Yo € B tel que
Zo =AXo + (1 —=A)Yy

Puisque A et B sont des ouverts, il existe un réel strictement positif r tel que la boule ouverte de centre Xp et de rayon r
soit contenue dans A et la boule ouverte de centre Yy et de rayon r soit contenue dans B.

Vérifions que la boule ouverte B de centre Zg et de rayon r est contenue dans AA + (1 — A)B. Soit Z un élément de B.
1
Soient X = Xo + (Z — Zp) puis Y = m(Z —AX).
Déja, on a Z = AX + (1 —A)Y. Ensuite, ||X — Xo|| = ||Z — Zo|| < 7 et donc X est dans la boule ouverte de centre Xy et de

rayon 1 et en particulier X € A.
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1—A
1—A T—A
En résumé, pour tout élément Z de la boule B, il existe X € A et Y € B tel que Z = AX + (1 —A)Y. On en déduit que

B c AA+ (1 —A)B. On a ainsi monré que AA + (1 — A)B est voisinage de chacun de ses points et donc que AA+ (1 —A)B
est un ouvert de R?.

Soient f € C(A) et g € C(B). Pour Z € R?, on pose h(Z) = sup{f(X)*g(Y)'*, X,Y € R?, Z=AX+ (1 —=A)YL
g g

D’aprés le résultat admis par 1’énoncé, la fonction h est continue sur R%. Soit Z € R2. Pour tout (X,Y) € R? tel que
Z =N+ (1-=A),

Enfin, Y —Y, = ((Z Zo) —A(X=Xp)) = (Z Zo) =Z—Zo puis |[Y =Yool =[|Z— Zo|| < T et donc Y € B.

0< f(X))‘g(Yﬂ*)‘ < M2 = 17

et donc 0 < h(Z) = sup{f(X)*g(Y)'*, X,Y € R?, Z—AX+ (1 —A)Y} < 1. Ainsi, h est a valeurs dans [0, 1].

Soit Z ¢ A + (1 —A)B. 'l existe (Xo, Yo) € R? tel que Z = AXo + (1 —A)Yo et £(Xo)*g(Yo)'™ > 0, alors f(Xo) # 0 et
g(Yo) # 0 puis Xo € A et Yo € B puis Z € A+ (1 —A)B ce qui est une contradiction. Donc, pour tout couple (X,Y) € R?
tel que Z = AX+ (1—A)Y, on a f(X)*g(Y)'~* = 0 puis h(Z) = 0. Ainsi, la fonction h est nulle en dehors de AA+ (1—2A)B.

En résumé, la fonction h est continue sur R?, a valeurs dans [0, 1] et nulle en dehors de AA + (1 —A)B et donc la fonction
h est un élément de C(AA + (1 —A)B). On en déduit que

” h(x,y) dxdy < V(AA+ (1 —A)B).
R2

D’autre part, pour tout (Xo,Yo) € R?, on a
h(AXo + (1 —A)Yo) = sup{f(X)*g(Y)"™2, X,Y € R?, AXo + (1 —A)Yo = AX + (1 =AY} = £(Xo) g(Yo)' A

On peut donc appliquer I'inégalité " P-L " aux fonctions f, g et h. On obtient

(”}Rz f(x,y) dx)A (”}Rz g(x,y) dx) o < ”Rz h(x,y) dxdy < V(AA+ (1 —A)B).

A T-A
Ainsi, pour tout (f,g) € C(A) x C(B), (” ) (J g(x ) < V(AA+ (1 =A)B).
R2

A
Soit f € C(A). V(B) est le plus petit des majorants de J g(x,y) dx, g € C(B’)} et donc <JJ' f(x,y) dx) v(B)'—*
R2

{ R2
T-A
est le plus petit des majorants de {(” ) ( J ) , g€ C(B)}.
R2

Par suite, pour tout f € C(A), (”
R2

VAN (B)=* < VIAA + (1 = A)B).

17) On pratique exactement de la méme fagon en remplagant les fonctions f, g et h de la question précédente par fu, gu
et hu respectivement ce qui est licite puisque entre autres, pour tout (X,Y) € R?

f(x,y) dx) V(B)'— V(AA+ (1 —A)B). En pratiquant de méme sur f, on obtient

RAX 4 (1 =A)Y)uAX + (1 =A)Y) = (FX)u(X)M g(Yu(Y))' 7.
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