SESSION 2011

Concours commun Mines-Ponts

DEUXIEME EPREUVE. FILIERE MP

A. Préliminaire

61 11
1)i*+52+1=" — —0.
)i 43+ pay e

"+t +1=0. I

2) Le polyndme caractéristique de A est

X 1 0

0
X 10 10 o0
xa=| 0 L S =xl o x 1 4] x 1o
0 -1 -X 0 —X 1

-1 0 -1 =X
=X2X2 4+ 1) +1=X X241,

j est racine de xa et donc, puisque Xa est pair et a coefficients réels, —j, j2 et —j® sont aussi racines de xa. Ainsi, A
admet quatre valeurs propres simples a savoir j, j2, —j et —j% et donc A est diagonalisable dans C.

X
e Soit X = 2 € Ms7(C).
t
—ix+y=20 .
. Yy =jx
. —jy+z=0 )
XeKer(A—jly) & iztt=0 & i:;x
—x—z—jt=0 -
1 1
. .2
Donc Ker(A—jls) = Vect(e1) ole; = sz . Un calcul conjugué fournit aussi Ker(A—j?14) = Vect(e) ol e, = ]).
1
1
En remplagant j par —j dans les calculs précédents, on obtient Ker(A 4 jI;) = Vect(es3) ou e3 = 1_2 puis
-1
1
_j2
Ker(A +3214) = Vect(es) ol e4 = ].
-1
1T 1 1 1
i3t = 2
Ainsi, si D = diag(j,j?, —j, —j%) et U= A ,ona U TAU=D.

3) Posons X = (xi)1<i<a puis Y = U7X = (yi)1<i<a de sorte que X = UY.
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X' =AX & X' =UDU'X & UX’ = DUX & (UX)’ = D(UX) & Y’ = DY

Y7 =jyi e
_ 2 j2t
Y2 =7"Y2 4 xze
& h &S oy, x2,03,004) €eCT/ VLT Y(t) = s
i = —jys (o1, 02, 3, 0tq) / (t) aze it
_ 232 2y
Y4 = —)7Ysg oge)
T 1 1 1 oqejz
. .2 o 7.2 ] t
3 vte,xw) =1 L . ) ) K€
@ (“1»“2,0(3,“4) GC /v € ) ( ) JZ j JZ j 0(367]t
1 -1 =1 Me*izt

o1t + ol t o age It +oge it
jon et +j20pe t —jaze It — jRage )t
o et +jxael t +j2aze It +joge It

et + ool t — age it — oge it

& a1, 2,03, 004) € CH/ V€ T, X(t) =

Yy
!/
4) Soit y une fonction quatre fois dérivables sur I. Posons Y = 3,,
y(3)
y' =y’
4) " y'=y” ’
y( +y'+tuyu=0& MEPSAE) SY =AY
Yy =—y—y”

et +onel’t + age It + oge it
joelt +j2anel’t —jage It —j2aue It
2o et +joge) t +2aze Tt +joge It

et +apel’t — aze it — pge it

& (o, a2, x3,004) €CH/ V€T, Y(t) =

& I, 00, 03,04) €ECH/ Ve T, y(t) = et + el t+ aze It + et

Les solutions de (2) sur I sont les fonctions de la forme t — o1et + azel”t + aze 7t + oue Y, (o1, 02, a3, ota) € C4.

. . . :2 . 2
Soient (o1, &2, o3, 04) € CH puisy : t— arelt + el P+ aze It + age I,
) ) ) p

y est a valeurs dans R & Vt € I, o€/t + 00t aze It Fage Tt = et - ogei’t + aze It - oqe ot
evtel, aet +one ttage It Foge  t =wre t+aget +age ) b+ age 0t
S o =0 et g =3
car il est connu que la famille de fonctions (t — €®')4cc est libre.
Ainsi, les solutions de (2) & valeurs dans R sont les fonctions de la forme t — 2Re (a7€7* + xze ™), (o1, «3) € C2.
a+ib i c+1id

;¢ o3 = > (a,b,c,d) € R*, de sorte que (x7, «3) décrit C? si et seulement si

Maintenant, en posant o1 =

(a,b,c,d) décrit R*, on obtient

2Re (oq et 4+ oge_jt) =Re <(a +ib)e /2 <cos <?t> + isin <?t)> + (c +1id)et/? <cos (?t) —isin (?t)))
= (acos <§t> — bsin (?t)) e Y2 4 (ccos <§t> + dsin <§t>> et/?

Les solutions de (2) sur I a valeurs dans R sont les fonctions de la forme
t— (acos <§t> — bsin (?t)) e 2 4 (ccos <§t> + dsin <§t>> et/?2 (a,b,c,d) € R*.

http ://www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2011. Tous droits réservés.



B. Un lemme de du Bois-Reymond

5) La fonction h est de classe C2 sur ] — oo, —1[, sur [=1,1] et sur |1, +o0[ en vertu de théorémes généraux. De plus, h est
paire.

e h(1 —1) =0 ="h(1) et donc h est continue en 1 puis en —1 par parité.

e h est de classe C® sur | — 0o, —1] et sur [1,4o0o[ et les dérivées successives de h sur ces intervalles sont nulles. En
particulier, h; (1) =hJ(1) = h3)(1) =0.

e Le polynome (1 — X?)3 admet 1 pour racine triple et donc ((1—X?)3)’ et ((1 —X?)3)” admettent 1 pour racine double
et simple respectivement. On en déduit que h{(1) =0 =hg(1) et hj(1) =0 =h[(1). Donc h est deux fois dérivable en 1
puis en —1 par parité. Enfin, h”(17) = 0 = h”(1) et donc h” est continue en 1 puis en —1 par parité.

h e C2(R,R).

Puisque 1 est racine triple de (1 — X2)3, 1 n’est pas racine de ((1 —X?)3)(3) et donc h(g3)(1) #0= h(d3)(1). Donc h n’est
pas de classe C3 sur R.

> 1
N
,\QI

Y

X —X
O aest de classe C* sur R. La fonction g=hoa
X1 —Xo
est de classe sur R, strictement positive sur ]xp,x1[ car h est strictement positive sur ]0, 1[ et nulle sur X0, X1 car
t de cl C? R, strict t positi ] [ car h est strict t positi 10, 1[ et null R\] [

h est nulle sur R\]0, 1.

6) La fonction affine qui envoie [xo,x1] sur [0,1] est a : x —

Vx € R, g(x) :h<m>.
X1 —Xo

7) Supposons que F # 0. Il existe un réel a € [0, 1] tel que F(a) # 0. Quite a remplacer F par —F, on peut supposer que
F(a) > 0. Par continuité de F en a, il existe un intervalle [xp,x1] contenant a avec 0 < xo < x1 < 1 tel que Vx € [xg,x1],

Fla)

F(x) > — La fonction g étant la fonction définie a la question précédente, on a g/[0,1] € E(z)yo et

g(x) dx > 0 (intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle).

1 B X1 F(a) X1
JO Fix)g(x) dx = J Flx)glx) dx > 1o J

1

1
Donc, si F #£ 0, il existe u € Eé,o tel que J' F(x)u(x) dx # 0. Par contraposition, si pour tout u € Eé,o on aJ' F(x)u(x) dx =
0

0
0, alors F=0.
C. Une condition nécessaire d’Euler-Lagrange
+o00 +o00
8) Posons P = Z b X" et Q = Z cnX™ ol les by, et les ¢ sont stirement nuls & partir d’un certain rang r + 1.
n=0 n=0

1

T(fo + tu) = JO [P(fox) + tu(x)) + Q(f(x) + tu’(x))] dx

r 1 r 1
=) an (fo(x) + tu(x))™ dx+ ) an (F5(x) + tu’(x))™ dx
n=o0 70 k=0 0

T 1 n T 1 n
=3 b <; () (fo(xn“-k(u(xnktk> kY e (Z <L‘>(fs(xnn-k(u'(xnktk> dx

n=0 k=0 n=0 k=0
T T n ] T T n ]
-y (Z b <k) || oot dx) ey (Z cn <k) RGNt dx) &,
k=0 \n=k 0 k=0 \n=k 0

ce qui montre déja que q(t) est un polynome en t. De plus, le coefficient a; de t dans ce polyndéme est
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T 1 T 1
@=3 b <§‘) J (folx))™ Mulx) dx + 1; e (T) JO (£ 00)™ " () dx

0

1
@ = JO (P/(folx))ul(x) + Q'(F ()1’ (x)) dx.

9) Puisque Vt € R, on a fo +tu € E (car (fp + tu)(0) = fo(0) = a et (fo + tu)(1) = fp(1) = b), la fonction q admet un
minimum en 0 et étant dérivable sur R, on a nécessairement a; = q’(0) = 0.

1
Ainsi, Yu € Eé‘o, J' (P’ (fo(x))u(x) + Q'(fo(x))u'(x)) dx =0 (x). Soit u € E%,o- Une intégration par parties fournit
0

1 1
J Q' (5 (x))u'(x) dx:[Q’(fé(XJ)u(XJ]éfJ L QU ulx) dx

0 o dx

1
N *J di [Q"(f5(x))]u(x) dx (car u(0) = u(1) =0.
o ax

1
d
Par suite, les égalités (+) s’écrivent encore : Yu € E§ ,, J <P'(fo(x)) - [Q'(fé(x))]) u(x) dx = 0. Puisque la fonction

0 dx
x — P/(fo(x)) — % [Q/(f4(x))] est continue sur [0, 1], la question 7) permet d’affirmer que
/ d / /
vx € 10,11, P(fo(x)) — - [Q"(fa(x))] = 0.

Ainsi, si la fonction ] admet un minimum en un certain fo de E alors ¥x € [0, 1], P/(fo(x)) = % [Q'(f5(x))].

Exemples

Premier exemple. Ici, on prend P =0 et Q = X2.

10) L’équation (A) s’écrit ¥Vx € [0,1], 0 = dix
affine. De plus, la condition fq € E%‘] impose : Vx € [0, 1], fo(x) = x.

[2f5(x)] = 2f{(x) ou encore ¥x € [0, 1], fg(x) = 0. fo est donc une fonction

11) En résumé, si la fonction J; admet un minimum en un certain fo de E, alors nécessairement : Vx € [0, 1], fo(x) = x et

1
le minimum de J; est J 12 dx =1.
0

Réciproquement, soit f € E%J.

1 1 1
J1(f) = L (f'(x))? dx = <JO 12 dx> (L (f'(x))? dx>

1
J 1 x f/(x) dx
0

> (d’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)

=If(1) —f(0) =1.

De plus, l'égalité est effectivement obtenue quand f = fo € E et fo est 'unique élément de E réalisant ce minimum (d’apreés
le début de la question).

1) NIEin]] =1.
2) VieE J1(f)=1& f=fyouVvxel[0,1], fo(x) =x.

Deuzieme exemple. Ici, on prend P =0 et Q = X2 + X3.
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d
dx
¥x € 0,11, f/(x)(1+3f,(x)) =0 (%).

12) L’équation (A) s’écrit Vx € [0,1], 0 = [Zf(’)(x) +3(f6(x))2] = 2§ (x) + 6f5(x)f{(x) ou encore

Supposons qu’il existe un réel x de [0, 1] tel que f{/(x) # 0. Par continuité de f” sur [0, 1], il existe un intervalle [xo,x1]
de longueur non nulle et contenu dans [0, 1] tel que Vx € [xp,x1], T”(x) # 0. L’égalité () impose alors Vx € [xo,X1],

1
fi(x) = —=.
o(x) 3
Donc Vx € [0,1], f§(x) = 0 et encore une fois, fo est affine. Les conditions fo(0) = f1(0) = 0 impose alors ¥x € [0, 1],
fo(x) =0

13) Ainsi, si J, admet un minimum sur E alors ce minimum est atteint en fo = 0 et est égal a J(0) = 0.

Mais alors, Vx € [xo,x1], f§(x) = 0 ce qui est une contradiction.

Pour x € [0, 1], posons f(x) = x?(1 —x). f est effectivement dans E(z),o- De plus,

! ! 4 27 27
]z(f):J ((2x —3x%)% + (2x — 3x%)?) dx:J (4x? —ax> —27x* +54x° —27x%) dx == —1—- =49 - =

0 o 3 5 7
g 35567405 840937 97
105 105 205
< 0=172(0).

Donc J,(0) n’est pas le minimum de J, sur E et finalement

]2 n’admet pas de minimum sur E. I

D. Un exemple avec dérivée seconde

14) Les fonction f et f” sont continues sur R* et de carrés intégrables sur R*. D’aprés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,
ff' est intégrable sur R* et de plus,

+00 Foo +oo
J If(x)f"”(x)| dx < \/J (f(x))? dx x \/J (f"(x))? dx.
0 0 0

En particulier, J f(t)f”(t) dt a une limite réelle quand x tend vers +oo.
0

Supposons que f(x)f’(x) tende vers +oco quand x tend vers +oo. Il existe a > 0 tel que Vx > a, f(x)f’(x) > 1. Par
intégration on obtient pour x > a,

X X
1
X—a= J dt < J f/(0)f(t) dt = = (f*(x) — f2(a)),
a a 2
ou encore ¥x > a, f2(x) > 2(x — a) + f%(a). En particulier 11111 f2(x) = 400 ce qui contredit I'intégrabilité de f2 sur R .
X— +00

Donc, f(x)f’(x) ne tend pas vers +oo quand x tend vers +oo.

15) Soit x > 0. Une intégration par parties fournit

JX f(H)f"(t) dt = [f(t)f'(t)]; —J' (f'(t))? dt = f(x)f'(x) — f(0)'(0) —J' (f'(t))? dt.
0 0

Supposons que f’2 ne soit pas intégrable sur [0, +oo[. Alors hm J' 2 dt = 400 et puisque lir_‘l_l J f(O)f"(t) dt =
X— 400 o0 0
+o0
J f(t)f”(t) dt € R, on en déduit que lim f(x)f'(x) = lim ( 2 dt +J f(H)f”(t) dt + f(O)f’(O)) = +o0 ce
0 X— +00 X— 400 0

qui n’est pas. Donc f'2 est intégrable sur R*.

X

X
Donc, f'2 est intégrable sur R* puis f(x)f’(x) = | (f'(t))? dt —i—J f(t)f”(t) dt + f(0)f'(0) a une limite réelle { quand x
0 0
tend vers +o00. Supposons par I’absurde que { # 0.

] X X
D’aprés un théoréme de sommation des relations de comparaison, z(fz(x) —f2(0)) = J' f(1)f'(t) ~ J' { dt = {x puis
0 X— +00 0

f2(x) ~ 20x. Ceci montre que { > 0 puis que lim f?(x) = +oo contredisant I'intégrabilité de 2 sur R*. Donc £ = 0

Xx— +00 x— +o00
ou encore lim f(x)f'(x) = 0.
X— 400
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16) D’apreés la question 4), les solutions de (2) sur I a valeurs dans R sont les fonctions de la forme

fite— (acos <§t> — bsin <£t>> e t2 4 (Ccos <§t> + dsin <§t>> et/2 (a,b,c,d) € R
2 2 2 2
Pour tout réel t > 0,
2
2(t) = <acos <§t> — bsin <§t>> et 42 (acos <§t> — bsin (?t)) (c cos (?t) + dsin (?t))
2
+ (ccos <§t> + dsin <§t>> et.

2
e Si (c,d) = (0,0), la fonction t — f2(t) = <a cos (?t) — bsin <?t>> e~ ! est intégrable sur R™ car continue sur

R* et négligeable en +oo devant o Dans ce cas, f € L.

3
e Si (c,d) # (0,0), pour tout réel positif t, f2(t) > —2va? + b2v/c2 + d? + (c? + d?) cos? (%t — oc) et ol « est le réel

c
de [0, 271] tel que cos x = ———= et sin x = ————. Par suite,
d c2 +d? Ve +d?
e e 2 2 2 (V3 t
2(t) dt > —2va2 + b2/ 4+ d? + (¢ + d?) cos St-aet) dt
0 0
Too 2 (Z4onmta)
>Zjﬁ ! —2v a2 +b2v/c2 + d2 + (c? + d?) cos? ét—(x et ] dt
Sl i riamniw 2
+00 - \/ \/ Cz+d2 2 onmta)
> ) —=(—-2Va?+b2V/c?+d? + evs * )=+oo.
Lol 2

Dans ce cas, f ¢ L2.

3 3
En résumé, f € [2 & ¢ = d = 0. Il reste Vt > 0, f(t) = <acos (%t) — bsin <§t>> e /2. f ainsi définie est

bien de classe C* sur R*. Ensuite, d’aprés la formule de LEIBNIZ, il existe deux réels « et B tels que Yt > 0, f”(t) =

<o¢cos <§t> + B sin <§t>> e %2 de sorte que f” € 12.

Les solutions de (2) éléments de E sont les fonctions de la forme

t— <acos (?t) — bsin <?t>> e Y2 (a,b) € R2.

1 3
17) L’équation caractéristique de I'équation y” +y’+y = 0, a savoir z+z+1 = 0, admet pour solutions z; =j = fz—i-i%
1 V3
tz) =2 = —= —i—.
et zp =j )
tv3 tv3
Les solutions de 1’équation y” +y’ +y = 0 sont donc les fonctions de la forme t — e~ /2 <oc cos (T\/—> + B sin <T\/_>>

ou encore ’ensemble des solutions de y” +y’ +y = 0 sur R™ est Vect(eq, ez).
D’aprés la question 16), si ] présente un minimum en un élément f de E, nécessairement f € Vect(ej, e2) ou encore f est
solution sur R* de 1’équation y” +y’ +y = 0.

Pour (o, B) € R?,

(oc+ [3\/3;)2
R —

1

J(xer + Bez) = Z(OCZ +2V3ap +3p2) =
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Cette expression est supérieure ou égale a 0 avec égalité si et seulement si & + Bv/3 = 0 ou encore o = —v/3B. En résumé,
si ] admet un minimum en un certain f de E, nécessairement il existe un réel (3 tel que pour tout t > 0,

f(t) = Be /2 <\/§cos (?) +sin (?)) = _2Be /2 <? cos (?) B %sin <¥>>
=Ae Y2gin (t? — g)

ou A = —2f. Finalement, si f admet un minimum en un certain f de E, nécessairement il existe A € R tel que f = A et
ce minimum est égal & 0 car VA € R, J(AMb) = 0.

18) Soit A > 0.

A A
J [(F(x))* — (f'(x))* + (f"(x))?] dx = J (F) + /(%) + £7(x))? = 2(f'(x))? — 2f (%) (x) — 2f(x)f" (x) — 2f"(x)f"(x)) dx
° OA A A
= | (f(x)+f'(x) +f"(x))?dx — zj (f'(x))? + f(x)f"(x)) dx — zj f(x)f'(x) dx
0 0 0
A
=2 f(x)f"(x) dx
AO ] ] A
= [ 800+ #0172 = 2[00 )+ 3150002+ (07
JO 0
rA
= (f(x) +f'(x) +f"(x))2dx — [(f(x) + f’(X))Z]?
\JO
A
= | (f(x) + /(%) + f"(x))2dx + (f(0) + £'(0))2 — (f(A) + f'(A))2.
JO

D’aprés la question 15), f’ € L? (de méme que f et f”') Donc la fonction f2 — —f'2 4 /2 est intégrable sur R* en tant que
combinaison linéaire de fonctions intégrables sur R™. D’autre part, la fonction f + f/ +f” est dans L2 car il est connu que
L2 est un espace vectoriel.

A
Mais alors J' [(f(x))z —(f'(x))* + (f"(x))z] dx et J (f(x) + f'(x) + f”(x))?*dx ont une limite réelle quand A tend vers
0 0

+00. Il en est de méme de (f(A) + f’(A))%. Mais comme la fonction (f + f/)? est intégrable sur RT. Cette limite ne peut

étre que 0. Donc Ahrf (f(A) +f'(A))? = 0. Quand A tend vers 4+o0, on obtient
— +00

A

+o0 +o0
J [(F(x))* = (f(x))* + (f"(x))?] dx:J (F(x) +'(x) + £ (x))?dx + (£(0) + '(0))%.
0 0

Mais alors, pour tout f € E, J(f) > 0 = J(AMp), A € R, et donc ] admet effectivement un minimum égal a 0 atteint en
chaque A, A € R.

19) D’aprés la question précédente, pour tout f de E,

+o00
J(f) = JO (£00) + /() + £ (x))2dx + (F(0) + £'(0))? > O,

et de plus

+o00 +o00

Jf)=0& L (f(x) + f'(x) +f7(x))*dx + (f(0) +f'(0))> =0 & Jo (f(x) + '(x) + f7(x))%dx = (f(0) +f'(0))* =0

& x>0, f(x)+f'(x) +1"(x) =0et f(0) + f'(0) = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)
&3, B) € R?/ f = aeq + Pea et £/(0) = —£(0)
& 3, B) € R?/ f = aey + Pe et 7%+BT\/§:
&8 J(o, B) € R?/ f=aer + Pes et o = —\/gﬁ
S IR/ f=\).

o5

—a (car e1(0) =1, e](0) = —=, e2(0) =0 et e5(0) =

E. Application : une inégalité de Hardy et Littlewood

20) Soit f € E. Soit u > 0. Tout d’abord, f,, est de classe C* sur R* puis

+0o0 400 1 +00
| 2 ax l (flwe))? dx = | (F(1)? dt < oo,
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+o0 +oo
T(f) = J ((F(u)? — 12 (F (o)) + 1 (77 ()2 dx = 1J ((F10)2 — R2(F(1)% + p (F7(1))?) dt

(12 = w212 + w11

1
1
Pour tout > 0, on a J(f,) > 0 et donc pour tout u > 0, on a p*|[f”||> — u?||f’||> + ||[|f||* = 0 ou encore pour tout x > 0,

X212 = x[If]12 + [[I]]* > 0.
Comme d’autre part, cette inégalité est claire quand x < 0, on a finalement

vx € R, 2712 —x||[f/]]2 + [|[[£]|1* > 0.

Si [|f”]|?> = 0 alors f” = 0 puis f est affine. Mais la fonction nulle est la seule fonction affine de carré intégrable sur R* et
donc f = 0. Dans ce cas, 'inégalité a établir est immédiate.

Sinon, le trinome du second degré x — x2||f”||> — x||f’||? + ||||f]|*> est de signe constant sur R et donc son discriminant est
négatif ou nul. Ceci fournit ||f’||* — 4|f||?||f"||?> < 0 puis ||f’||* < ||f|| |[f”||. On a montré que

e € E, 12 < £ I1€7]]- I

21) D’aprés la question précédente, on a I'égalité si et seulement si f = 0 ou bien f # 0 et dans ce cas, il existe x € R
(nécessairement strictement positif) tel que x?||f”||% — x||f’[|* + ||[|f||* = 0.
Donc, on a I'égalité si et seulement si f =0 ou bien Iu > 0/ J(fu) =0.

Ceci équivaut & ou bien f = 0, ou bien IA € R/ Vt > 0, f(put) = Ae™ 2 sin <t§ — g) et finalement

VEEE, |[f]2 = Il If”] & FA € R, Ip> 0/ ¥x >0, f(x) = Ae™ 2¥ sin <
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