SESSION 2011

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE MP

A. Décomposition de Dunford

T T T
1) Le polynoéme P = (—1)™ H(X — A = H(?\i —X)*t = H P; est annulateur de f d’aprés le théoréme de CAYLEY-
i=1 i=1 i=1
HAMILTON et les polynomes P;, T < 1 < 1, sont deux & deux premiers entre eux. D’aprés le théoréme de décomposition
des noyaux,

C" = Ker(P(f)) = é’éKer(Pi(f)) _ @1 Fi.

1

2) Soit i € [1,r]. On sait que F; = Ker(P;(f)) est stable par f et donc f; est un endomorphisme de f;. D’autre part,
puisque A; est valeur propre de f, (f —A{Id){ n’est pas inversible et donc F; # {0}.

Par définition de Fi, (f; — AiIdFi)“‘ = 0 ou encore le polyndme P; = (A; — X)*¢ est annulateur de f;. Ceci montre que A;
est I'unique valeur propre de f; et donc que le polynome caractéristique de f; est de la forme (A; — X)Pr.

T T
Soit alors ' = |J %; une base adaptée a la décomposition C* = @ F;. Puisque chaque F; est stable par f, la matrice A’
i=1 i=1
de f dans la base %’ est diagonale par blocs, chaque bloc diagonal A; étant la matrice de f; dans la base %;.
T T

Un calcul de déterminant par blocs montre alors que P = Hdet(fi — Xldg,) = H(?\i — X)Pe,
i=1 i=1
T T
En résumé, P = H(?\i —X)* = H()\i — X)Pt. L’unicité de la décomposition en produit de facteurs irréductibles d’un
i=1 i=1
polynome non constant impose Vi € [[1,1], a; = 1 et donc le polyndme caractéristique de fi est (A — X)*t = P;.

Vi € [1,7], le polynome caractéristique de f; est P;. I

3) Ceci montre aussi que Vi € [1, 1], dim(Fi) = i puisque le degré de P; est la dimension de F;.

Avec les notations de la question précédente, la matrice Ay — Aily, est la matrice de fi — AjIdf, dans %; et donc
(Ai — Aily, )*t = 0. Par suite, la matrice N;y = Aj — AiI, est nilpotente (puisque oy # 0) d’indice inférieur ou égal & ;.
Soit P la matrice de passage de la base canonique de C™ & la base #’. La matrice A’ = P~1AP est la matrice de f dans
P’ et est de la forme désirée.

Mle, 0 ... 0 Ni 0 ... 0
4) Soient D’ = (_) R puis D = PD/P-1, N’ — 9 puis N = PN/P-1.
0 ... 0 Al 0 ... 0 N,

La matrice D’ est diagonale et donc la matrice D est diagonalisable. D’autre part, un calcul par blocs montre que la matrice
N’ est nilpotente d’indice inférieur ou égal & o = Max{et1, ..., %} et il en est de méme de N (car N* = PN/*P~1 =,

Ensuite, A’ = D’ + N’ et donc A = PA’P~! = PD/P~! 4+ PN’P~! = D + N. Enfin, un calcul par blocs montre que les
matrices N’ et D’ commutent car chaque Nj commute avec la matrice scalaire A{Ny, correspondante et donc N et D
commutent (car ND = PN/P~'PD’P~! = PN'D'P~! = PD'N’/P~' = DN).

5) e Le polyndome caractéristique de A est

3—-X -1 1
P= 2 —X 1 =B-X)(X*=2X+1)=2X=1)+(X=1)=3-X)(1 =X)* + (1 =X)
1 -1 2-X

=(1-X)(X*=4X+3+1)=(1-X)(2-X)~

http ://www.maths-france.fr 1 © Jean-Louis Rouget, 2011. Tous droits réservés.



f admet donc 1 pour valeur propre simple et 2 pour valeur propre double. On a donc déja D’ = diag(1, 2,2).

e Soit u = (x,y,z) € R3.

ueKer(f—Id) & x—y+z=0 S 1

2x—y+z=0 {ny—l (:){X_O.
x—y+z=0 B

Donc F; = Ker(f — Id) est la droite vectorielle engendrée par e; = (0,1,1).

1T =1 1 1T =1 1 0 00
De méme, puisque (A — 2I3)? = 2 =21 2 =21 = -1 1 0 |, F, = Ker(f — 2Id)? est le plan
1T -1 0 1T -1 0 -1 10
vectoriel d’équation —x +y = 0. Une base de F, est (e2,e3) ou ex = (1,1,0) et e3 = (0,0, 1).
o ' = (e, ez, e3) est une base de C> adaptée a la décomposition C3 = F; @F,. La matrice de passage de la base canonique
01 0 -1 1 0
a la base #B' est P = 1 1 0 |.Son inverse est P~! = 1 0 O | car
1 0 1 1T =11
€3 = k k= €3
e2=1+j) & j=er—e;3
e1=j+k i=—e;+ex+es
Donc
010 1 0 0 -1 1 0 0 2 0 -1 1 0
D=PD'P'=|1 10 020 T 0 0o]=|120 T 0 0
1 0 1 0 0 2 T -1 1 1 0 2 -1 1
2 0 0
=1 1 0
1T =1 2
3 =1 1 2 0 0 1T =1 1
Enfin, N=A-D={(2 0 1 |- 1T 1T 0 |=(T1 =11
1T -1 2 1T -1 2 0 0 O

B. Commutation et conjugaison

6) Soit X € My, (C).

conjp_1 o comma o conjp(X) = P71 (APXP~! —PXP~TA)P = (P~TAP)X — X(P~'AP) = commp_1 op(X).

VP € GL,(C), conjp-1 o comma o conjp = commp-—1ap = COMMlconj, 1 (A)-

7) On note tout d’abord que pour tout B € My, (C), commg est un endomorphisme de M, (C).
Posons A = diag(Ak)1<k<n- Soit (1,j) € [1,n]?.

n n
commA(Ei,j) = AEi,j — Ei‘jA = <Z AkEk,k> Ei,j — Ei,j <Z AkEk,k>
k=1

k=1

n mn
= Z MOk iEkj — Z AdiiEix = (A — Aj)Eq 5.
k=1 k=1

Puisque E;j # 0, Ei ; est un vecteur propre de commpa associé a la valeur propre A; — Aj.
Ainsi (Eij)1<i,jgn est une base de My (C) formée de vecteurs propres de comma et 'endomorphisme comma est diago-

nalisable. Au passage, on a trouvé toutes les valeurs propres de comma : ce sont les n? nombres A; — Ay, T<ij<n

8) Si A est diagonale, comma est diagonalisable d’apreés la question précédente.
Supposons maintenant que A soit diagonalisable. Il existe une matrice inversible P telle que la matrice P~TAP soit
diagonale. D’aprés ci-dessus, commp-1p est diagonalisable.
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. . . . . =1 .
D’aprés la question 6), commp-14p = conjp—1 0 comma © conjp = (conjp) o comma o conjp et donc
commpa = conjp © commp—1ap © (conjp)

Puisque commp-1 2p est diagonalisable, on sait qu’il en est de méme de comma (si (Fi j)1<i,j<n est une base de vecteurs
propres de P~TAP, alors (conjp(Fij))1<ij<n = (PFijP7")1<ij<n est une base de vecteurs propres de comma .

Si A est diagonalisable, commpa est diagonalisable. I

9) Soit @A (resp. Pa) Pendomorphisme de My, (C) qui & X € M, (C) associe AX (resp. XA). On a comma = @ —Pa et
puisque @A et Pa commutent (car VX € My (C), @a(Pa (X)) = AXA =Pa(@a(X))), la formule du bindbme de NEWTON
permet d’écrire

P
Vp € N*, (comma )P Z ( ) Rﬁk)(ﬂ)A)ka

k=0

ou encore
u p
Vp € N*, VX € M (C), (comma)P(X) = Z(nk<k) APTRXAK,
k=0

Supposons maintenant A nilpotente. On note p € N* 'indice de nilpotence de A. Alors, pour tout X € My, (C),

k=p

—1 2p—1
2 —
(comma )P~ ( Z ( ])A2p—1—kXAk+ > (—1)k< pk ]>A2p“_kXAk (peN"=2p—1>p)
=0+0(sik>p, Ak=0etsik<p—1,2p—T—-k=2p—T—(p—1)=p)

=0.

Par suite, (comma )?P~! =0 et donc commpa est nilpotent d’indice inférieur ou égal a 2p — 1.

Si A est nilpotente, commpa est nilpotent. I

10) Supposons que commp = 0. Alors, ¥(i,j) € [1,n]?, comma (E; ;) = 0. Or, pour (i,j) € [1,n]?,

n n
comma (Eij) = AEi; —EijA = E ark B | By — By E ak b | = E ak,iBk,j — E aj,1Ei

1<k, 1< 1<k, 1<n
0 0 ari 0 0
0 . 0 Ai—1,4 0 e 0

= o1 o a1 QiG55 —G41 -0 —Ojn
0 . 0 Qi1 0 e 0
0 0 an,i 0 0
Par suite, Vi # j, a;j = 0 et ay; = a;,; ce qui montre que A est nécessairement une matrice scalaire. Si de plus, A est

nilpotente alors nécessairement A = 0.
En résumé, si A est nilpotente et si comma = 0 alors A =0.

11) Posons A =D + N ou D est diagonalisable et N est nilpotente. Alors comma = commp + commy. De plus, commp
est diagonalisable d’aprés la question 8) et commy est nilpotent d’aprés la question 9). Par unicité de la décomposition
de DUNFORD, on a d = commp et n = commy.

On sait déja que si A est diagonalisable, alors commpa est diagonalisable. Réciproquement, supposons que commpa soit
diagonalisable. On a donc

d+n =commp + 0.

Comme 0 est nilpotent et comma est diagonalisable, on a commy =mn = 0 par unicité de la décomposition de DUNFORD.
Mais alors N = 0 d’aprés la question 10) puis A = D est diagonalisable. On a montré que

VA € M,,(C), A diagonalisable & comma diagonalisable.
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C. Formes bilinéaires sur un espace vectoriel complexe
12) (i) = (ii) On a toujours Ker(u) C Ker(u?) car pour x € E,
x € Ker(u) = u(x) =0 = u?(x) =0 = x € Ker(u?).

Supposons de plus que u soit diagonalisable. Soit (Aq,...,A) la famille des valeurs propres de u et (eq,...,e,) une base
de vecteurs propres associée. On sait alors que la famille des valeurs propres de u? est (7\%, ...,A2) et de plus,

Vie [[1,n]], uz(ei) = 7\%61,

de sorte que (e, ..., en) est aussi une base de vecteurs propres de u?. Par suite, u? est diagonalisable. On en déduit que
dim(Ker(u)) (resp. dim(Ker(u?))) est égal a 'ordre de multiplicité de 0 en tant que valeur propre de u (resp. u?).
Comme Vi € [1,n], 7\12 =0 & Ay =0, 0 a méme ordre de multiplicité en tant que valeur propre de u et valeur propre
de u?. Par suite, dim(Ker(u)) = dim(Ker(u?)) < 4oo puis en tenant compte de Ker(u) C Ker(u?), on a finalement
Ker(u) = Ker(u?).

Vu € L(E), u diagonalisable = Ker(u) = Ker(u?).

(ii) = (iii) Supposons que Ker(u) = Ker(u?). Soit x € Ker(u) N Im(u).
Alors u(x) = 0 et 3y € E/ x = u(y). On en déduit que u?(y) = u(x) = 0 et donc que y € Ker(u?) = Ker(u) puis que
x =u(y) = 0. Finalement, Ker(u) N Im(u) = {0}.

Yu € L(E), Ker(u) = Ker(u?) = Ker(u) N Im(u) = {0}.

13) Soit (A1,...,Aq) € CI.

q q
> A@i=0=Wx€E Y Ab(eg,x)=0

i=1 i=1

q q
=b <Z Aigq, x) =0= Z Aiei = 0 (car b est non dégénérée)
i=1 i=1

=>Vie [[],qﬂ, Ai =0 (car (5i)lgi<q est libre.)

Donc

(@1,...,@q) est une famille libre de E*.

p
14) Soit x € E. Posons x = Z xiei. On a donc Vi € [1,p], xi = @i(x).

i=1

q
x€FP VY eF blx,y) =0 & V(A1,...,Aq) €CY, > Aib(x,e¢) =0
i=1

q
@V(}\la---,)\q) E(an Z}\i(Pi(X) =0
i=1

& Vie[1,4q], ¢i(x) =0 (pour =, on applique a chaque g-uplet (Aq,...,Aq) =(0,...,0,1,0...,0))
& Vie[l,q], xi =0& x € Vect(eqs1,...,ep).

Donc F+° = Vect(eq+1, ..., €p). En particulier, dim(F) + dim(F-°) = q+p —q = p.

dim(F) + dim(F+?) = p.

D. Critére de Klarés

15) @ est bilinéaire par bilinéarité du produit matriciel et linéarité de la trace.
@ est symétrique car on sait que V(X,Y) € (Mn(C))?, tr(XY) = Tr(YX). En effet, en posant X = (xi;j)i<i,j<n et
Y= (yijhi<ij<n,

tI‘(XY) = Z in‘jym = Z <Z yi‘ij‘i> = tI‘(YX).

i=1 \j=1 j=1 \i=1
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On note au passage que @(XY) = tr(XY) Z X1,jYj i-
1<i,jsn

Soit alors X € M, (C).

X € M (C)F? = VY € My (C) tr(XY) =0 = V(i,j) € [1,n]?%, tr(XEi;) =0

=V(i,j) € [1,n]?, Z Xi,181,185k =0 = V(1,j) € [1,n]?, 5,1 =0
1<k, 1<n

= X=0.

@ est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée. I

16) Soit Y € Im(commp ). Il existe Z € M (C) tel que Y = AZ — ZA.
Soit alors X € Ker(comma . Par définition, AX = XA. Mais alors,

Donc

@e(X,Y) =tr(XY) = tr(X(AZ — ZA)) = tr(XAZ) — tr(XZA)
=tr(ZXA) — tr(ZAX) (propriété de la trace)
= tr(ZAX) — tr(ZAX) (car AX = XA)
=0.

Ainsi, Im(commp ) C (Ker(commA))l“’. Maintenant, d’aprés la question 14) et le théoréme du rang,
dim ((Ker(commA))L“)) =n? — dim (Ker(commpa )) = dim (Im(commpa )) < 400

et donc

(Ker(comma ))-® = Im(commpn ).

17) Notons p € N* I'indice de nilpotence de A.

Soit X € Ker(commpa ). Alors AX = XA puis comme A et X commutent, (AX)P = APXP = 0. Par suite, la matrice AX est
aussi nilpotente. Mais alors, la matrice AX admet 0 pour unique valeur propre et don en déduit que sa trace, qui est la
somme de ses valeurs propres, est nulle. Ainsi, pour tout X € Ker(commpa ),

©(A,X) = tr(AX) = 0,

))L(p =Im(commpa ). On en déduit qu’il existe X € M, (C) telle que comma (X) = A.

et donc A € (Ker(comma
Pour tout A € C, comma a1, (X) = (A + Aly)X — X(A + AL,) = AX — XA = comma (X) = A.

18) On reprend les notations des questions 3) et 4). Pour i € [1, ], la matrice N; est nilpotente de format o;. D’aprés la
question 17), il existe une matrice X{ € Mg, (C) tel que COIMIN A, I, (X{) = Nj.

X, 0 ... 0 Ny, 0 ... 0
! ‘. .
On définit alors les matrices X’ et N’, diagonales par blocs, par X’ = 0 X2 o et N/ = 0 N2
L0 : . o0
0 0o X! 0 0 N,

Un calcul par blocs montre que comma /(X’) = N”.

Puis avec la matrice P des questions 3) et 4),

N =PN’P~! = Pcomma (X')P7! = P(A'X' = X'A)P~' = PA'PTTPX'P~! —PX'P'PA'P~! = AX— XA

= comma (X)
ot X = PX’P~". Donc, il existe X € M (C) telle que comma (X) = N.

19) Supposons A diagonalisable. Alors, comma est diagonalisable d’aprés la question 8) puis Ker(comma ) = Ker((comma )?)
d’aprés la question 12).

Supposons réciproquement que Ker(comma ) = Ker((comma )?). Alors Ker(comma ) NIm(comma) = {0}, toujours d’aprés

la question 12).

D’aprés la question 18), N € Im(commpa). D’autre part, N commute avec D et donc N commute avec A car AN =

DN + N2 = ND + N? = NA. Par suite, N € Ker(commpa ). Finalement, N € Ker(comma) N Im(commpa) = {0}. Puisque
=0, il reste A = D ce qui signifie que A est diagonalisable.

VA € M, (C), A diagonalisable & Ker(comma ) = Ker((comma )?).
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