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I. Préliminaires

1 - • N est une application de Mn(R) dans R.
• Pour tout A ∈ Mn(R), N(A) > 0.
• Pour tout A ∈ Mn(R),

N(A) = 0 ⇒ sup
i,j∈{1,...,n}

|Ai,j| = 0 ⇒ ∀(i, j) ∈ J1, nK2, |Ai,j| 6 0 ⇒ ∀(i, j) ∈ J1, nK2, Ai,j = 0 ⇒ A = 0.

• Pour tout A ∈ Mn(R) et tout λ ∈ R,

N(λA) = sup
i,j∈{1,...,n}

|λAi,j| = |λ| sup
i,j∈{1,...,n}

|Ai,j| = |λ|N(A).

• Soit (A, B) ∈ (Mn(R))
2. Pour tout (i, j) ∈ J1, nK2,

|(A + B)i,j| 6 |Ai,j| + |Bi,j| 6 sup
k,l∈{1,...,n}

|λAk,l| + sup
k,l∈{1,...,n}

|λBk,l| = N(A) + N(B),

et donc N(A + B) 6 N(A) + N(B).

On a montré que

N est une norme sur Mn(R).

2 - On sait que r est le rang de M.

3 - Pour k ∈ N, on pose Jk = diag



1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

1/(k + 1) . . . 1/(k + 1)
︸ ︷︷ ︸

n−r



. Chaque Jk, k ∈ N, est inversible car 0 /∈ Sp(Jk)

et de plus, lim
k→+∞

Jk = diag



1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−r



 = J. Ensuite l’application A 7→ PAQ est continue sur Mn(R) en tant

qu’endomorphisme d’un espace de dimension finie. On en déduit que

M = PJQ = P

(

lim
k→+∞

Jk

)

Q = lim
k→+∞

(PJkQ).

On a montré qu’il existe une suite (Jk)k∈N de matrices inversibles telles que M = lim
k→+∞

PJkQ.

4 - Pour tout M ∈ Mn(R), det(M) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)Mσ(1),1 . . . Mσ(n),n.

Maintenant, chaque application M 7→ Mi,j, 1 6 i, j 6 n, est continue sur Mn(R) en tant que forme linéaire sur un espace
de dimension finie. On en déduit que chaque application M 7→ Mσ(1),1 . . .Mσ(n),n est continue sur Mn(R) en tant que
produit de fonctions continues sur Mn(R) puis que det est continue sur Mn(R) en tant que combinaison linéaire de
fonctions continues sur Mn(R).

II. Formule de condensation

5 - Soit i ∈ J1, nK. En développant detM suivant sa i-ème ligne on obtient

detM =

n∑

j=1

(−1)i,jMi,jdet [M]
j

i = (−1)i+1
(

Mi,1det [M]
1

i − Mi,2det [M]
2

i + . . . + (−1)n−1Mi,ndet [M]
n

i

)

,

et donc Mi,1det [M]
1

i − Mi,2det [M]
2

i + . . . + (−1)n−1Mi,ndet [M]
n

i = (−1)i+1detM.
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6 - Soit (i, j) ∈ J1, nK2 tel que i 6= j. Soit M ′ la matrice dont les lignes sont les lignes de M à l’exception de la i-ème ligne
qui est la j-ème ligne de M. Puisque M ′ a deux lignes identiques son déterminant est nul. En développant detM ′ suivant
sa i-ème ligne, on obtient

0 = detM ′ =

n∑

k=1

(−1)i+kM ′

i,kdet [M ′]
k

i = (−1)i+1

n∑

k=1

(−1)k−1Mj,kdet [M]
k

i ,

et donc

n∑

k=1

(−1)k−1Mj,kdet [M]
k

i = 0.

7 - Soit (i, j) ∈ J1, nK2.

• Si i 6= j, le coefficient ligne j, colonne i de M × t(com M) est

n∑

k=1

Mj,k

(

tcom M
)

k,i
= (−1)i+1

n∑

k=1

(−1)k−1Mj,kdet [M]
k

i = 0 d’après 6 -

• Si i = j, le coefficient ligne j = i, colonne i de M × t(com M) est

n∑

k=1

Mi,k

(

tcom M
)

k,i
= (−1)i+1

n∑

k=1

(−1)k−1Mi,kdet [M]
k

i = detM d’après 5 -

Finalement,

∀M ∈ Mn(R), M × t(com M) = (detM)In.

8 - En développant detM∗ suivant sa première ligne, on obtient

detM∗ = det[M]11(1n−2det[M]nn) + (−1)n+1((−1)n+1det[M]1n)(−1)n−1+1(−1)n+1det[M]n1

= det[M]11det[M]nn − det[M]1ndet[M]n1 .

9 - D’après les formules des questions 5 et 6

MM∗ =



















M1,1 M1,2 . . . . . . M1,n−1 M1,n

M2,1 M2,2 . . . . . . M2,n−1 M2,n

M3,1 M3,2 . . . . . . M3,n−1 M3,n

...
...

...
...

Mn−1,1 Mn−1,2 . . . . . . Mn−1,n−1 Mn−1,n

Mn,1 Mn,2 . . . . . . Mn,n−1 Mn,n





































det[M]11 0 0 . . . 0 (−1)n+1det|M]1n
−det[M]21 1 0 . . . 0 (−1)n+2det[M]2n
det[M]31 0 1 . . . 0 (−1)n+3det[M]3n

...
...

...
. . .

...
...

(−1)ndet[M]n−1
1 0 0 . . . 1 −det[M]n−1

n

(−1)n+1det[M]n1 0 0 . . . 0 det[M]nn



















=



















detM M1,2 . . . . . . M1,n−1 0

0 M2,2 . . . . . . M2,n−1 0

0 M3,2 . . . . . . M3,n−1 0
...

...
...

...
0 Mn−1,2 . . . . . . Mn−1,n−1 0

0 Mn,2 . . . . . . Mn,n−1 detM



















10 - En développant suivant la première colonne puis la dernière, on obtient detMM∗ = (detM)2det[M]1,n
1,n. D’après la

question 8, on en déduit que

(detM)2det[M]1,n
1,n = detMdetM∗ = detM(det[M]11det[M]nn − det[M]1ndet[M]n1 )

et puisque detM 6= 0, on obtient après simplification

detMdet[M]1,n
1,n = det[M]11det[M]nn − det[M]1ndet[M]n1 ) (1).

11 - Si M n’est pas inversible, il existe une suite (Mk)k∈N de matrices inversibles convergeant vers M. La formule
précédente est valable pour chaque matrice Mk, k ∈ N. Cette formule reste valable en passant à la limite quand k tend
vers +∞ par continuité du déterminant.
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III. Algorithme de Lewis Carroll

12 - A(0) =









1 −2 −1 3

2 1 −1 2

−1 −2 1 −3

0 −1 −1 2









et B(0) =





1 1 1

1 1 1

1 1 1



.

Ensuite A(1) =





5 3 1

−3 −1 1

1 3 −1



, B(1) =

(

1 −1

−2 1

)

puis A(2) =

(

4 −4

4 −2

)

et B(2) = (−1) et enfin A(3) = (−8).

detM = −8.

13 - Au cours de la procédure, on calcule (n− 1)2 +(n− 2)2 + . . .+ 12 =
n(n − 1)(2n − 1)

6
déterminants de format 2× 2.

∀n > 2, un =
n(n − 1)(2n − 1)

6
.

14 - On développe detM une première fois suivant la première ligne. On obtient une combinaison linéaire de n déterminants
de format (n − 1) × (n − 1). On redéveloppe chacun de ses déterminants suivant sa première ligne et chaque déterminant
de format (n − 1)× (n − 1) est combinaison linéaire de (n − 1) déterminants de format (n − 2)× (n − 2). Ainsi, detM est
combinaison linéaire de n(n − 1) déterminants de format (n − 2)× (n − 2). En continuant à développer systématiquement

suivant la première ligne, detM est combinaison linéaire de n(n − 1) . . . 3 =
n!

2
déterminants de format 2 × 2.

∀n > 2, vn =
n!

2
et en particulier, un = o

n→+∞
(vn).

15 - Soit (r, s) ∈ J1, n − 2K2. A
(2)
r,s =

1

B
(1)
r,s

×

∣

∣

∣

∣

∣

A
(1)
r,s A

(1)

r,s+1

A
(1)

r+1,s A
(1)

r+1,s+1

∣

∣

∣

∣

∣

=
A

(1)
r,sA

(1)

r+1,s+1 − A
(1)

r+1,sA
(1)

r,s+1

A
(0)

r+1,s+1

avec A
(0)

r+1,s+1 =

Mr+1,s+1, A
(1)
r,s =

∣

∣

∣

∣

Mr,s Mr,s+1

Mr+1,s Mr+1,s+1

∣

∣

∣

∣

, A
(1)

r,s+1 =

∣

∣

∣

∣

Mr,s+1 Mr,s+2

Mr+1,s+1 Mr+1,s+2

∣

∣

∣

∣

, A
(1)

r+1,s =

∣

∣

∣

∣

Mr+1,s Mr+1,s+1

Mr+2,s Mr+2,s+1

∣

∣

∣

∣

et

A
(1)
r,s =

∣

∣

∣

∣

Mr+1,s+1 Mr+1,s+2

Mr+2,s+1 Mr+2,s+2

∣

∣

∣

∣

.

Maintenant, la formule de condensation appliquée à la matrice





Mr,s Mr,s+1 Mr,s+2

Mr+1,s Mr+1,s+1 Mr+1,s+2

Mr+2,s Mr+2,s Mr+2,s+2



 donne

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Mr,s Mr,s+1 Mr,s+2

Mr+1,s Mr+1,s+1 Mr+1,s+2

Mr+2,s Mr+2,s Mr+2,s+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

× Mr+1,s+1 =

∣

∣

∣

∣

Mr+1,s+1 Mr+1,s+2

Mr+2,s Mr+2,s+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Mr,s Mr,s+1

Mr+1,s Mr+1,s+1

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

Mr+1,s Mr+1,s+1

Mr+2,s Mr+2,s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Mr,s+1 Mr,s+2

Mr+1,s+1 Mr+1,s+2

∣

∣

∣

∣

= A(1)
r,sA

(1)

r+1,s+1 − A
(1)

r,s+1A
(1)

r+1,s,

et donc A
(2)
r,s =

A
(1)
r,sA

(1)

r+1,s+1 − A
(1)

r+1,sA
(1)

r,s+1

Mr+1,s+1

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Mr,s Mr,s+1 Mr,s+2

Mr+1,s Mr+1,s+1 Mr+1,s+2

Mr+2,s Mr+2,s Mr+2,s+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

A
(2)
r,s =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Mr,s Mr,s+1 Mr,s+2

Mr+1,s Mr+1,s+1 Mr+1,s+2

Mr+2,s Mr+2,s Mr+2,s+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= det[M]1,...,s−1,s+3,...,n
1,...,r−1,r+3,...,n ,

(avec une interprétation conventionnelle claire si r = 1 ou s = 1).

16 - Pour alléger on pose δ
(k)
r,s = det[M]1,...,s−1,s+k+1,...,n

1,...,r−1,r+k+1,...,n pour les r, s et k tels que δ
(k)
r,s ait un sens.

Si k = 1, A
(1)
r,s =

∣

∣

∣

∣

∣

A
(0)
r,s A

(0)

r,s+1

A
(0)

r+1,s A
(0)

r+1,s+1

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

Mr,s Mr,s+1

Mr+1,s Mr+1,s+1

∣

∣

∣

∣

= det[M]1,...,s−1,s+2,...,n
1,...,r−1,s+2,...,n = δ

(1)
r,s . La formule est donc

vérifiée quand k = 1.
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Montrons par récurrence que pour tout k ∈ J2, n − 1K, A
(k)
r,s = δ

(k)
r,s pour les r et s autorisés.

• Pour k = 2, c’est la question précédente.

• Soit k ∈ J2, n − 2K. Supposons que pour tous les r et s autorisés et tous les i ∈ J2, kK, A
(i)
r,s = δ

(i)
r,s. Alors

A(k+1)
r,s =

1

A
(k−1)

r+1,s+1

∣

∣

∣

∣

∣

A
(k)
r,s A

(k)

r,s+1

A
(k)

r+1,s A
(k)

r+1,s+1

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

det[M]1,...,s−1,s+k,...,n
1,...,r−1,r+k,...,n

(

det[M]1,...,s−1,s+k+1,...,n
1,...,r−1,r+k+1,...,ndet[M]1,...,s,s+k+2,...,n

1,...,r,r+k+2,...,n

− det[M]1,...,s−1,s+k+1,...,n
1,...,r,r+k+2,...,n det[M]1,...,s,s+k+2,...,n

1,...,r−1,r+k+1,...,n

)

(par hypothèse de récurrence)

= det[M]1,...,s−1,s+k+2,...,n
1,...,r−1,r+k+2,...,n (d’après la formule de condensation)

= δ(k+1)
r,s .

La formule est démontrée par récurrence.

En particulier, si k = n − 1 et r = s = 1, on obtient A
(n−1)

1,1 = detM (quand k = n − 1, on ne retire plus rien à la matrice
M).

A
(n−1)

1,1 = detM.

IV. Le λ-déterminant

17 - Montrons par récurrence sur n > 1 que detλMt,j est défini et que detλMt,j = tdetλM.

• C’est clair pour n = 1.

• Soit n > 1. Supposons que pour toute matrice M de format au plus n × n telle que detλM soit bien défini, on ait :
∀t ∈ R \ {0}, ∀j ∈ J1, nK, detλMt,j est bien défini et est égal à t detλM.
Soient M une matrice format n+ 1 tel que detλM soit bien défini (c’est-à-dire detλ[M]1,n+1

1,n+1 6= 0), t ∈ R
∗ et j ∈ J1, n+ 1K.

La formule de condensation fournit

detλMt,j detλ[Mt,j]
1,n+1
1,n+1 = detλ[Mt,j]

1
1detλ[Mt,j]

n+1
n+1 + λdetλ[Mt,j]

1
n+1detλ[Mt,j]

n+1
1 (*)

1er cas. Supposons que j ∈ {1, n + 1}. Dans ce cas, detλ[Mt,j]
1,n+1
1,n+1 = detλ[M]1,n+1

1,n+1 6= 0.

Ensuite, on a detλ[Mt,j]
1
1detλ[Mt,j]

n+1
n+1 = t detλ[M]11detλ[M]n+1

n+1 par hypothèse de récurrence car soit la colonne 1, soit la

colonne n + 1 a été multipliée par t. De même, λdetλ[Mt,j]
1
n+1detλ[Mt,j]

n+1
1 = t λdetλ[M]1n+1detλ[M]n+1

1 . Finalement,
l’égalité (∗) s’écrit

detλMt,j detλ[M]1,n+1
1,n+1 = t

(

detλ[M]11detλ[M]n+1
n+1 + λdetλ[M]1n+1detλ[M]n+1

1

)

= t detλM detλ[M]1,n+1
1,n+1,

et puisque detλ[M]1,n+1
1,n+1 6= 0, detλMt,j est bien défini et detλMt,j = tdetλM.

2ème cas. Supposons que j ∈ J2, nK. Dans ce cas, par hypothèse de récurrence, detλ

(

[Mt,j]
1,n+1
1,n+1

)

= detλ

(

[M]1,n+1
1,n+1

)

t,j−1
=

t detλ[M]1,n+1
1,n+1 6= 0. Ensuite, toujours par hypothèse de récurrence,

detλ[Mt,j]
1
1detλ[Mt,j]

n+1
n+1 + λdetλ[Mt,j]

1
n+1detλ[Mt,j]

n+1
1 = t2

(

detλ[M]11detλ[M]n+1
n+1 + λdetλ[M]1n+1detλ[M]n+1

1

)

.

Finalement, l’égalité (∗) s’écrit

detλMt,j t detλ[M]1,n+1
1,n+1 = t2

(

detλ[M]11detλ[M]n+1
n+1 + λdetλ[M]1n+1detλ[M]n+1

1

)

= t2 detλM detλ[M]1,n+1
1,n+1,

et puisque t detλ[M]1,n+1
1,n+1 6= 0, detλMt,j est bien défini et detλMt,j = tdetλM.

Le résultat est démontré par récurrence.
On a le même résultat en multipliant la ligne i par t car par récurrence detλ

tM = detλM.

18 - On a déjà detλV(x1) = 1 et detλV(x1, x2) = detλ

(

1 x1

1 x2

)

= x2 + λx1.

Ensuite, detλV(x1, x2, x3)detλ(x2) = detλ

(

x2 x2
2

x3 x2
3

)

detλ

(

1 x1

1 x2

)

+λdetλ

(

1 x2

1 x3

)

detλ

(

x1 x2
1

x2 x2
2

)

et donc puis

que x2 6= 0,

detλV(x1, x2, x3) =
1

x2

(

(x2x2
3 + λx2

2x3)(x2 + λx1) + λ(x3 + λx2)(x1x2
2 + λx2x2

1)
)

= (x2
3 + λx2x3)(x2 + λx1) + λ(x3 + λx2)(x1x2 + λx2

1)

= (x3 + λx2)(x2 + λx1)(x3 + λx1).
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Montrons alors par récurrence que ∀n > 3, detλV(x1, . . . , xn) =
∏

16i<j6n

(xj + λxi).

• L’égalité a déjà été vérifiée quand n = 3.

• Soit n > 3. Supposons la formule acquise pour un format au plus n × n. Alors,

detλ[V(x1, . . . , xn+1)]1,n+1
1,n+1 = detλ















x2 x2
2 . . . xn−1

2 xn
2

x3 x2
3 . . . xn−1

3 xn
3

...
...

...
...

xn−1 x2
n−1 . . . xn−1

n−1 xn
n−1

xn x2
n . . . xn−1

n xn
n















= x2x3 . . . xndetVλ(x2, . . . , xn) = x2x3 . . . xn

∏

26i<j6n

(xj + λxi) 6= 0.

(ce qui montre déjà que detλV(x1, . . . , xn+1) est bien défini). Ensuite,

- detλ[V(x1, . . . , xn+1)]11 = x2 . . . xn+1detλV(x2, . . . , xn+1) = x2 . . . xn+1

∏

26i<j6n+1

(xj + λxi)

- detλ[V(x1, . . . , xn+1)]n+1
n+1 = detλV(x1, . . . , xn) =

∏

16i<j6n

(xj + λxi)

- detλ[V(x1, . . . , xn+1)]1n+1 = x1 . . . xndetλV(x1, . . . , xn) = x1 . . . xn

∏

16i<j6n

(xj + λxi)

- detλ[V(x1, . . . , xn+1)]n+1
1 = detλV(x2, . . . , xn+1) =

∏

26i<j6n+1

(xj + λxi)

Par suite,

detλV(x1, . . . , xn+1)

=

x2 . . . xn+1

∏

26i<j6n+1

(xj + λxi)
∏

16i<j6n

(xj + λxi) + λx1 . . . xn

∏

16i<j6n

(xj + λxi)
∏

26i<j6n+1

(xj + λxi)

x2x3 . . . xn

∏

26i<j6n

(xj + λxi)

= xn+1

n∏

i=2

(xn+1 + λxi)
∏

16i<j6n

(xj + λxi) + λx1

∏

16i<j6n

(xj + λxi)

n∏

i=2

(xn+1 + λxi)

=
∏

16i<j6n

(xj + λxi)

n∏

i=1

(xn+1 + λxi) =
∏

16i<j6n+1

(xj + λxi).

Le résultat est démontré par récurrence.

detλV(x1, . . . , xn) =
∏

16i<j6n

(xj + λxi).
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