SESSION 2010

Concours commun Mines-Ponts

DEUXIEME EPREUVE. FILIERE PSI

I. Préliminaires

1 - e N est une application de M, (R) dans R.
e Pour tout A € M, (R), N(A) > 0.
e Pour tout A € M, (R),

NA)=0= sup [Ay;l=0=V(i,j) € [1,n]?, |A; <0=V(i,j) €[1,n]? Aij=0=A=0.
i,je{1,...,n}

e Pour tout A € M,,(R) et tout A € R,

N(AA) = sup [AAg;l=IAl sup  |Aq;l = [AIN(A).

i,j€{1,..., n} i,je{1,...,n}
e Soit (A,B) € (J\/ln(R))z. Pour tout (i,j) € [1,n]?,

(A +B)il <IAy;l+1Bijl < sup  [AAxal+  sup  [ABy1l = N(A) + N(B),
k,le{1,..., n} k,le{l,..., n}

et donc N(A + B) < N(A) + N(B).

On a montré que

N est une norme sur M, (R).

2 - On sait que 1 est le rang de M.

3 -Pour k € N, on pose Jy =diag [1 ... 11/(k+1) ... 1/(k+1) |. Chaque Jx, k € N, est inversible car 0 € Sp(Ji)

T

n—r
et de plus, kEToo Ji =diag |1 ...10 ... 0| = J. Ensuite 'application A — PAQ est continue sur M, (R) en tant

T n—r
qu’endomorphisme d’un espace de dimension finie. On en déduit que

M =PJQ =P ( lim Ik) Q= lim (PJxQ).
k— 400 k— 400
On a montré qu’il existe une suite (Jx)xeny de matrices inversibles telles que M = klim PJx Q.
— +00

4 - Pour tout M € M, (R), det(M) = Z €(0')MG(1),1 c.. Mo‘(n),n-

oeSn
Maintenant, chaque application M — M, j, 1 <1,j < n, est continue sur M, (R) en tant que forme linéaire sur un espace
de dimension finie. On en déduit que chaque application M = Mg(1).1...Mg(n) n est continue sur My (R) en tant que
produit de fonctions continues sur M, (R) puis que det est continue sur M, (R) en tant que combinaison linéaire de
fonctions continues sur M, (R).

II. Formule de condensation

5 - Soit 1 € [1,n]. En développant detM suivant sa i-éme ligne on obtient

n
detM = ¥ (=1)"IMyjdet [MJ] = (=1)H" (Mmdet [M]] — My odet [MI2 + ...+ (=)™ "M ndet [M]{‘),
=1
et donc M;,1det [M]! — M, 2det [M]f + .o (=) M ndet [M]{1 = (=11 detM.
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6 - Soit (1,j) € [1,n]? tel que i # j. Soit M’ la matrice dont les lignes sont les lignes de M & l’exception de la i-éme ligne
qui est la j-éme ligne de M. Puisque M’ a deux lignes identiques son déterminant est nul. En développant detM’ suivant
sa i-éme ligne, on obtient

n n
0=detM’' =Y (=1)""*M{ det M/IF = (1) > (1% My edet [MIF,
k=1 k=1

n
et donc Y (—1)*""M; rdet [M]f = 0.
k=1

7 - Soit (i,7) € [1,n]?.
e Sii+#j, le coefficient ligne j, colonne i de M x *(com M) est
n . n
Z M; x (tcom M)k = (—=1)H1 Z(—])k_1 M; xdet [l\/l]l< =0 d’aprés 6 -
k=1 ' k=1
e Sii=1j, le coefficient ligne j = 1, colonne i de M x *(com M) est
n ) n
> Mix (fcom M), = (=D Y (=1)* "M wdet [MI{ = detM d’apres 5 -
k=1 k=1

Finalement,

YM € M, (R), M x t*(com M) = (detM)1,,.
8 - En développant detM* suivant sa premiére ligne, on obtient

detM* = det[M]} (1™ 2det[MIT) + (=)™ T (=)™ T det[M]]L ) (=)™ T+ (—=1)™F T det[M]T
= det[M]]det[M]T — det[M]! det[M]T.

9 - D’apreés les formules des questions 5 et 6

My 1 Miza ... ... Min Mi n det[M]] 0 0 ... 0 (=1)"Tdet/M]}
Mg 1 Mz2  ooo ... Mo Mz —det[M]? 10 0 (=)™ 2det[M]%
M3 1 M2  .o. ... Mina M3 n det[M]3 0 1 0 (—1)"+3det[M]3
MM* = ) . . . ) . .

Mn 11 Mn12 ... ... Muimna Maan (—D"detMIT" 0 0 ... 1 —det(Mn!
M 1 Mn2 ... ... Mana Mu.n (=)™ HdetM]F 0 0 ... 0 det[M]™
detM M]yz M1,n71 0

0 Maz .. ... Mang 0

0 M3z .. oo Mz 0

0 Mni12 .. ... Muy1n1 O

0 Mn 2 e e M n-1 detM

10 - En développant suivant la premiére colonne puis la derniére, on obtient detMM* = (detM)zdet[MH:E. D’aprés la
question 8, on en déduit que

(detM)zdet[MH = detMdetM* = detM(det[MH det[M]7y — det[M]Jldet[M]?)

et puisque detM # 0, on obtient aprés simplification

dethet[MH = det[MH det[M]7y — det[M]lldet[M]?) (1).

11 - Si M n’est pas inversible, il existe une suite (My)ren de matrices inversibles convergeant vers M. La formule
précédente est valable pour chaque matrice My, k € N. Cette formule reste valable en passant a la limite quand k tend
vers +o0o par continuité du déterminant.
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ITI. Algorithme de Lewis Carroll

1T -2 -1 3
2 1 -1 2 [
12- A0 = et BO =1 1 1
1 -2 1 =3 11
0 -1 -1 2
>3 ] 1 4 —4
Ensuite Al = | =3 -1 1 ,B‘”—(_z : >puisA(2)—<4 _2>etB(2)—(1)etenﬁnA(3)—(8).
1 3 -1
m—1)2n—-1)

13 - Au cours de la procédure, on calcule (n—1)2 + (M —2)2+...+1%2 = n déterminants de format 2 x 2.

> 2, un:n(n—1)6(2n—1)'

14 - On développe detM une premiére fois suivant la premiére ligne. On obtient une combinaison linéaire de n déterminants
de format (n—1) x (n—1). On redéveloppe chacun de ses déterminants suivant sa premiére ligne et chaque déterminant
de format (n—1) x (n—1) est combinaison linéaire de (n — 1) déterminants de format (n —2) x (n —2). Ainsi, detM est
combinaison linéaire de n(n — 1) déterminants de format (n—2) x (n—2). En continuant & développer systématiquement

n!
suivant la premiére ligne, detM est combinaison linéaire de n(n—1)...3 = > déterminants de format 2 x 2.

(m (m (1) A (1) _am (M
15 - Soit (T,S) c ﬂ],n_zﬂz A£%3 _ % % “T),S '?]r),er] _ AT,sAr+1,s+(10) Ar+],sAT,s+1 avec Aii)] o1 =
Br,s Ar+1,s Ar+1,s+1 AT+1,5+1 Y
M 1541 A(]) — Mr‘s MT,S+1 (1) _ Mr‘5+] MT,5+2 (1) _ MT+1,S MT+1,S+1 ot
TrhsTh TS Mitis Megrgpr |0 08t Mitis+1 Migas42 T+ Mii2s Mii2 541

Mr+1,s+] Mr+1,s+2

T,s =
Mr+2,s+l Mr+2,s+2

Mr,s Mr,s+1 Mr,s+2
Maintenant, la formule de condensation appliquée a la matrice Miyis Migis+1 Migis42 donne
MT‘+2,S MT+2,S MT+2,S+2

Mr,s Mr,s+] Mr,s+2 M M
M M M M _ T+1,s+1 T+1,5+2
T+1,s T+1,5+1 r+1,s+2 | X Vg1 541 = M, Mris ero
T+2,s T+2,5+
Mr+2,s Mr+2,s Mr+2,s+2

Mr,s Mr,s+1
Mr+1 )8 M‘r+1 ,s+1

Mr,s+1 Mr,s+2

_ Mr+1,s M‘r+1,s+1
M Mis1s41 Mega se2

T+2,s M‘r+2,s

_ A1) (1) (1) (1)
- AT,SAT+1,S+1 - AT,S+IAT+1,5‘
(1) 5 (1) (1) (1) M M M
AL LA —A A T,s T,s+1 T,s+2
2 ,
et donc AL‘S) == r+1']$\11 rels retl o Mitis Mipisi1r Megisi2
T4 Mr+2,s M‘r+2,s M‘r+2,s+2

( Mr,s Mr‘s—}—] Mr‘s+2 ]
yeens—1s4+3,...m
Ar,s = Mr-H,s MT—H,S—H Mr+1,s+2 :det[M]1‘___‘T_1‘r+3‘__qn7
Mr+2,s M‘r+2,s M‘r+2,s+2

(avec une interprétation conventionnelle claire si =1 ou s = 1).

16 - Pour alléger on pose 69{5) = det[l\/l]}'“"s*]'”k“’“";1 pour les 1, s et k tels que 69{5) ait un sens.

yeey, 7= r+k+1,..
1) A(O) A(O) M M ] 1)
Sik=1, A = A(()T)'S A(OT)‘S+] =M T8 M TSt = det[MH:::::i:}:ii%:::::ﬁ = 0r,5. La formule est donc
r+ls Tl st T+l,s T+ s+

vérifiée quand k = 1.
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Montrons par récurrence que pour tout k € [2,n — 1], A(Tks) = é(rks) pour les r et s autorisés.
e Pour k = 2, c’est la question précédente.

e Soit k € [2,n — 2]. Supposons que pour tous les T et s autorisés et tous les 1 € [2, k], Aill = 6&% Alors

(k) (k)
(k+1) 1 '?lzjs '}l‘l;r),er]
T, (k—1)
AT+]§+] AT+1§ AT+1§+1

1,..., s—1,s+k+1,....n 1,..., s,s+k+2,..., n
n (det[M]] ..... r—Tr+k+1,..., ndet[M]; ;

— det[M]L oS lhstkad,. o, “det[?\/lﬂ""‘S‘f“‘+2 """ n n) (par hypothése de récurrence)

1,..., rr+k+2 .......... r—1,v+k+1,...,
1,..,5—1,s+k+2,. yo s .
= det [M]L R N, n (d’aprés la formule de condensation)

_ s(k+1)
- 61‘,5 :

La formule est démontrée par récurrence.

En particulier, sik =n—1et r=s =1, on obtient Agnf]) = detM (quand k =n — 1, on ne retire plus rien a la matrice

ALY = detM.

IV. Le A-déterminant

17 - Montrons par récurrence sur n > 1 que detaM; ; est défini et que detxaMy ; = tdetxM.
e C’est clair pour n =1.

e Soit n > 1. Supposons que pour toute matrice M de format au plus n x n telle que detaM soit bien défini, on ait :
vt € R\{O}, Vj € [1,n], detaMy ; est bien défini et est égal a t detyM.
Soient M une matrice format n+1 tel que detyM soit bien défini (c’est-a-dire dety[M]}’ Eﬂ #0),teR*etj e [1,n+1].
La formule de condensation fournit

detaMy,; deta[My 51101 = deta[My 511 deta[M 171 + Adeta [My 511y deta M 5171 (%)

1,n+ n+1

ler cas. Supposons que j € {1, + 1}. Dans ce cas, det)[My ]}’ Ri} = deta[M]] zﬂ £ 0.

Ensuite, on a detA[Mt,deetA[Mt,j]:ﬂ =t det)\[MH dety\[M]::ﬂ par hypothése de récurrence car soit la colonne 1, soit la
colonne n + 1 a été multipliée par t. De méme, )\detA[Mt‘j]LH detA[Mt‘j]’f“ =t )\detA[M] 1det>\[M]"+1 Finalement,
I’égalité (x) s’écrit

detaMyj detaAMI] ] = t (deta[M]]detA[MITT] + Adeta M), deta[MIFHT) = t detaM deta [M]{ 71,

et puisque dety[M] } Eﬂ # 0, detAM¢ ; est bien défini et detaMy; = tdetxM.

2éme cas. Supposons que j € [2,n]. Dans ce cas, par hypothése de récurrence, det ([Mt‘j]} Eﬂ) = dety ([MH zﬂ )t =

t dety\[M]} :j} # 0. Ensuite, toujours par hypothése de récurrence,

deta[My 5] deta[My I T] + Adeta My 511y deta M 17T = 2 (deta [M]]deta [MIN ] + Adeta[M]], jdeta[M]THT).

Finalement, 1’égalité (x) s’écrit

detaMy;j t detaA[MI]t] = t2 (deta[M]]deta [MITT] 4 Adeta M) deta[MIT"") = t2 detaM deta[MI} 1],

et puisque t det)[M] } Eﬂ # 0, detaM¢ ; est bien défini et detaMy ; = tdetaM.

Le résultat est démontré par récurrence.
On a le méme résultat en multipliant la ligne i par t car par récurrence dety M = det M.

18 - On a déja detaV(x1) =1 et detaV(x1,x2) = dety ( } il ) = X2 + Ax7.
2

> et donc puis

x
NN=N

2
Ensuite, detyV(x1, x2,x3)detx(x2) = detx < Z :% )detx ( } z; )—H\det;\ ( } Z )det;\ < :; x
3

que x2 # 0,
1
detaV(x1,x2,x3) = - ((xzxé + )\X%Xg)(Xz +Ax1) +A(x3 + sz)(mx% + szxf))
2

= (x5 + Max3)(x2 + A1) + Alxz + M) (x1x2 + AxF)
= (x3 + Ax2)(x2 + Ax1)(x3 + Ax1).
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Montrons alors par récurrence que Vn > 3, detaV(x1,...,xn) = H (x5 + Axy).
I<i<j<n

o [égalité a déja été vérifiee quand n = 3.

e Soit n > 3. Supposons la formule acquise pour un format au plus n x n. Alors,

X2 X% . X;_I XE
X3 X2 ooxrt xE
Tn+1 _ . : :
deta[V(x1,...,xn+1)ly 0T = deta : : :
2 n—1 n
Xno1 XA 7 ... X010 oxD
Xn X2 XhoxR

=x2X3...xndetVa(x2,...,Xn) = X2X3...Xn H (x5 +Axq) # 0.

(ce qui montre déja que detaV(x1,...,Xn+1) est bien défini). Ensuite,

- detalV(x1, .oy xnp 1)) =x2 . oxnprdeta VX2, ooy Xng1) = X240 Xng 1 H (x5 + Axi)
2<i<jsn+1

- detalVixa, ... xR =detaVixa, ... ox) = [ (5 + M)

1<i<j<n
- det;\[V(m,...,an)]LH =x%x7...xndetaAV(x1,...,Xn) = X7 ...Xn H (x5 + Ax4)
1<i<ign
- deta Vi, xne )P =detaVixa, o) = [T (g +2x0)

2<i<i<n+1

Par suite,

det?\v(x1 yor oy Xnl )

X2 or . Xng1 H (x5 + Axi) H (X5 FAxq) +AX1 ... X H (x5 +Ax4) H (x5 +Axy)

_ 2<i<j<n+1 1<i<j<n 1<i<i<n 2<i<j<n+1
X2X3...Xn H (Xj + Axy)
2<i<j<n
n n
= Xn41 H(xn+1 + Axi) H (x5 + Axq) + Axg H (x5 +Ax4) H Xn41 + AXi)
i=2 1<i<i<n 1<i<j<n i=2

n
= H X] +7\X1 H Xn+1 +7\X1 - H (Xj + ?\Xi)'
i=1

1<i<j<n 1<i<i<n+1

Le résultat est démontré par récurrence.

detaV(x1,...,%x
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