SESSION 2010

Concours commun Mines-Ponts

DEUXIEME EPREUVE. FILIERE PC

A. Définition de A,P(X)

1) Soit z € C.

Soit P € C,[X]. Alors, les polynéomes (z— X)P’(X) et nP(X) sont dans C [X] et il en est de méme de A,P(X). De plus, si a,
est le coefficient de X™ dans P(X) alors le coefficient de X;, dans A,P(X) est —na, + na, = 0. Donc A,P(X) € C,,_1[X].
Ainsi, A, est une application de C,,[X] dans C,,_1[X], clairement linéaire. Donc

VzeC, A, € Z (CnlX],Cr1[X]).
2) Soit (z1,z2) € C?. Pour P € C,[X],

Az (AL, (P) = (z1 — X) ((z2 — X)P'(X) + nP(X))" + 1 ((z2 — X)P'(X) + nP(X))
= (z1 — X)(z2 — X)P"(X) + n(z1 4+ z2 — 2X)P'(X) + n?P(X),

puis en échangeant les roles de z; et z;,

Az Az (P) = (21 = X)(z2 = X)P"(X) +n(z1 + 22 — 2X)P(X) + n?P(X) = A, (A, (P)).

Y(z1,2z2) € C?, VP € Co[X], AL, (A, (P)) = AL, (A, (P)).

3) Soit z € C. La famille ((X—Z)k)0<k<n est une base de C,[X] car les polynémes (X —z)%, 0 < k < n, sont n + 1

éléments de C [X] de degrés deux & deux distincts.
Pour k € [1,n], AL((X —2)%) = (n — k)(X — z)¥ ce qui reste vrai pour k = 0.

n n
Soit alors P € C,[X]. Posons P = Z ax (X — z)*. Puisque A, est linéaire, A, (P) = Z(n —k)ax(X —2)* puis
k=0 k=0

AP=0&Vke[on], m—Kax=0&VYke[0o,n—1], ax=0& P e Vect (X —2)M).

Ker (A,) = Vect ((X — z)™).

Le théoréme du rang fournit alors rg (A,) =n+ 1 —dim(Ker(A.)) = n = dim(C,_1[X]). Par suite,

Im (AZ) =Cn [X]

4) D’aprés la question précédente, la famille ((X — Z)k)o <xen €St une base de Cn[X] constituée de vecteurs propres de

I’endomorphisme K; Donc ’endomorphisme //\\Z est diagonalisable.
La famille de valeurs propres associée a cette base est (n — k)ogikgn. On en déduit que A, admet n + 1 valeurs propres
simples et que les sous-espaces propres de A, sont des droites.

L’endomorphisme //\\Z est diagonalisable.

L’endomorphisme 7‘\\7_ admet n + 1 valeurs propres simples, les nombres Ay =n—k, 0 <k < n.
Pour 0 < k < n, E), = Vect ((X - Z)k).

5) Soit E un endomorphisme de C;,[X] commutant avec K;_ On sait que E laisse stable chaque droite propre de K;_ Donc,
pour chaque k € [0,n], il existe u € C tel que E ((X — Z)k) = (X —2)%.

http ://www.maths-france.fr 1 © Jean-Louis Rouget, 2010. Tous droits réservés.



n

X =M\

Soit Q = Z 0% H - )\l . Q est bien défini car les Ay, 0 < k < n sont deux a deux distincts et Q est un polyndme tel
k=0  i#k t

que Yk € [0,1], Q(Ax) = puk. De plus, pour tout k € [0,n], //\\Z ((X — Z)k) = Ar(X —2)* et donc
(Q(A2)) ((X=2)%) = QI (X = 2)* = (X = 2)k =E (X~ 2)%).
Ainsi, les endomorphismes Q (A\Z) et E coincident sur une base de C[X] et donc E = Q (A\Z)

B. Définition de d;

6) Soit z € C*. En posant z’ = f(z), on a

1 . .
zeC&lz—zo| =R & ‘—/ —re**| =R & |1 —ret*z/|2 = R?|2')? (car z’ = 0 n’est pas solution)
z

& (2 —RYHIZ)P —ret*z —re 127 +1=0

o (2 re—tx 5 ret® B 2 N 1 PN re—tx 27 R?
12 _R2 r2 _R2 (TZ_RZ)Z 2 _R2 - 12 _R2 - (TZ_RZ)Z
o |y re | R
T2 _R2| T 72 _RZ
et R

Ainsi, z € C si et seulement si f(z) appartient au cercle de centre _2 et de rayon T3

T
72—

—ilx %

—RZ " P —R

f(C) est le cercle de centre Tre

5 et de rayon Y2

re
2 _R2
7) Soit z € C*. En remplagant = par < dans les calculs précédents, on obtient

T

0— rz—R2>r2—R2

et donc 0 appartient & f(C™).

On note de plus que

zeC &lz—zp/<R

—lx
ZI— Te
r2 _R2

=

R
< TR &z e f(0)

Ainsi, z € C si et seulement si f(z) appartient f(C)~ et donc

8) C est le cercle de centre zg = re'* et de rayon R > 0. Puisque 0 € C*, on a 0 ¢ C~ et donc Vi € [1,n], z; # 0. Ensuite,
1
d’aprés la question précédente, chaque = f(z;) est dans f(C~) = f(C)~.
i
.I n
Maintenant, puisque f(C) est un cercle, il est connu que f(C)~ est convexe et donc — Z f(z;) est dans f(C)~. En particulier,
. NS
- Z f(zi) # 0 et donc 6¢ est bien défini par I’égalité

i=1

n

foo) === == i)

i=1 i=1
Ensuite, comme f(8o) est dans f(C)™, 8o = f(f(d0)) est dans f(f(C)~) = (f(f(C)))” =C".

9) Soit & € C*. On note t la translation de vecteur d’affixe —& puis C’, z1, ..., z;}, 8 les images par t de C, z1, ..., zn,
O¢.
La condition & € CT équivaut & la condition 0 = §—§& € C’t. D’aprés la question précédente, 6é est bien défini par ’égalité

T 11 1 1« 1
- = — — et est élément de C'~. Mais alors &g est bien défini par I’égalité =— et de plus, 0z est
8¢ “;Z{ - S n;zi—a P, Be

élément de t—1(C'7) =C.
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C. Condition d’apolarité

10) Soit & ¢ {zi, 1 € {1,...,n}}. Alors P(&) # 0 puis

Ple =3 (T2 | =Y o
i=1 t

i=1 \k#i
et donc I;((;) = ; 3 _] - ou encore I]J)((:")) = 76;: £ Par suite,
si P/(&) #£0 6g=£—np(£) .
’ P/(&)

11) Soit z € C. Pour & € C,

P(&)
P’(€)

A:P(E) =06 (z—EP'(E) +nP(E) =0 (P(E) =P'(§) =0) ou (P'(§) #0etz=E—m )

& (& racine double de P) ou (8¢ = z)
& (e [1,n]/ &=z et P'(z) =0) ou (dg = z)
S&e{z, 1<i<n, P/(z)) =00U{& e C\{z, ie{l,...,n}}, 6, =2z}.

n
12) On sait déja que AP = (z—X)P'+nP est de degré inférieur ou égal a n—1. De plus, P = X" — <Z Zi> X4 et
i=1

n n n
donc le coefficient de X™~! dans A,P est nz+ (n—1) Z zZi—m Z zZi =Nnz— Z z; et donc A, P est de degré strictement

i=1 i=1 i=1
n

n
1
inférieur & n — 1 si et seulement si nz — g zi = 0 ou encore z = — E Zi.
n
i=1

i=1

] n
13) Puisque C; est convexe, — Z z; est élément de C; et puisque z € C; UC; et que les ensembles C; et C; UC; sont
n

i=1
n

disjoints, on a z # o Z zi. D’aprés la question précédente, A, P est de degré n — 1 exactement.

i=1
D’aprés la question 11, un zéro de AP est soit I'un des z; et dans ce cas est dans C;, soit différent de chaque z; et dans
ce cas égal & un certain & € C\ {zi, 1 €{1,...,n}} tel que 6 =z.
Dans ce dernier cas, on choisit un cercle C; de méme centre zp que Cy, de rayon R; strictement inférieur au rayon Ry de
Cy et tel que Vi € [1,1], |zi — zol < Rz (on peut par exemple prendre Ry, = % (R +Max{|zi — zo|, T <1< n})). Avec ce
cercle C2, onaVie [1,n], z; €C, et z€ (5.

D’aprés la question 9, si & € C5, alors 8¢ = z appartient & C, et en particulier & C; ce qui n’est pas. Donc & appartient a
C2 UC; et en particulier & C; .

On a montré que les n — 1 zéros de A, P sont dans C; .

14) Supposons que Vi € [1,n], z{ e CUCT.

D’aprés la question précédente, A, P est un polynome de degré n — 1 exactement dont les n — 1 zéros appartiennent a
C~ et plus généralement, si pour k € [0,n — 2], Azr . ...Az, P est un polynome de degré n —k dont les n — k zéros sont

dans C™, alors A,; ... A, P est un polynome de degré n —k — 1 dont les n — k — T zéros sont dans C™.
Ceci montre par récurrence que Yk € [0, — 1], Az ... Az, P est un polynoéme de degré n —k dont les n —k zéros sont
dans C. En particulier, A,/ ... A, P est un polynome de degré¢ 0 et n’est donc pas nul.

Par contraposition, si P est apolaire a Q, alors I'un des z{ au moins est dans C ™.

n—1
—1
15) Soient (ao,...,an—1) € C" puis T = Zak<n )Xk.
k=0 k

! p n—1
JT(a—I—t(ba))dt—Zak< y )J

0

1 bkt — gk

n—1
n—1 1
t(b—a))k dt =
la+tb-a))"d ];ak< K )k+1 b—a

(_] )n—]—k bn—k _ an—k
n—k b—a

et on peut prendre Vk € [0,n — 1], bn_1_x =
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16)

n—1 n—1 1 n—1 (_])n—]—k . . n—1
A(X):Zbk( . )xk:ba]; — (b *—a k)( . )xk

1 = o1k (m—=1)! n—k n—k\ vk
= > (=1 m(b —a™ )X

17) D’apreés I'égalité admise par I’énoncé,

An—1

L T

1
A, ...At“]A(X):Z(—1)k<n >akbn_1_k=J Pllattb—a))dt=—"t = =0
0

et donc A(X) est apolaire par rapport a P/(X) car a,_1 = ndom(P) # 0.

Déterminons les zéros de A(X). Soit z € C.

Az) =08 (z—a)"=(z—b)" & Ike[o,n—1]/z—b=e2*™M(z—q)
& dk e [[O,T].f 1ﬂ/ z(1 762““"/“) :b—ez’“‘”/“a

b— eZikﬂ/na

&Sdkel,n-1]/z= ] (I’équation proposée n’a pas de solution quand k = 0)

_ eZikn/n
b— eZikn/na
Les zéros de A sont donc les o = RS k € [1,n — 1]. Maintenant, pour k € [[1,n — 1],
a+b b— eZikn/na at+b b(] + eZikn/n) _ 0.(] + eZikrr/n) ‘b _ (1| eikn/n efikn/n + eikn/n
ok — ‘ - ’ 1_g2ikn/n 2 ’ - ’ 2(1 — eZikm/m) =T |etkm X emikn/n _gikn/n

_[b—d]

k7t
cotan | — |]|.
n
(n—X)m k7t
cotan | ——— = |cotan | —
n n

Maintenant, pour 0 < k < %, cotan
, 1 <k<n—1}=Max{ cotan(%) , 1<k< %}zMax{cotan(k?n), 1<

Max{ cotan (E)
n
T
= cotan (E)

s
car la fonction cotangente est positive et décroissante sur ]O, z] . Finalement, tous les ay sont dans le disque D4 p n défini

et donc

=~
N

Nl 3

—

dans le préambule.
Puisque A est apolaire a P’, la question 14 permet d’affirmer que P’ admet au moins une racine dans tout disque ouvert
atb : . a+b

> , 1<k < n—1} puis t une racine de P’ telle que ‘t— — =r.

t appartient & tout disque ouvert contenant le disque fermé Dy b et donc t € Dy q,b. Le théoréme 1 est démontré.

contenant Dn o p. Soient 1 = Min{ tx —
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