SESSION 2010

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE PC

I. Préliminaires

Q1 Soit (f,g)P(R) x Co(R). Soit x € R. La fonction t — f(t)g(x—1t) est continue sur R. De plus, en posant M = Sup|g(t)],
teR
pour tout t € R, [f(t)g(x — t)] < Mf(t). Maintenant, la fonction f est continue positive d’intégrale sur R égale a4 1 et en

particulier, la fonction f est intégrable sur R. Il en est de méme de la fonction Mf puis de la fonction t — f(t)g(x — t).
Donc f * g est définie sur R. La démarche est analogue et le résultat identique si f € Co(R) et g € P(R).
+o00

Posons @ : R?Z — R de sorte que Vx € R, f * g(x) = J D(x,t) dt.

(x,t) = f(t)gx—1)
e Pour chaque x € R, la fonction t — ®(x,t) est continue par morceaux sur R,
e Pour chaque t € R, la fonction x — ®(x,t) est continue sur R,
e Pour chaque (x,t) € R?, la fonction |®(x,t)] = f(t)|g(x —t)] < Mf(t) = @(t) ol @ est continue par morceaux et
intégrable sur R.

—0o0

D’aprés le théoréme de continuité des intégrales & paramétres, la fonction f * g est continue sur R.

Y(f,g) € P(R) x Co(R), f * g est définie et continue sur R.

Soit x € R. La fonction t — x —t = 1 est une bijection de R sur R, de classe C' sur R. En posant 1 = x — t, on obtient

“+o00 —00 +oo

g(x —uw)f(u) (—du) :J' f(wg(x —u) du = fx g(x).

—0o0

g*f(x):J

—00

g(t)f(x —t) dt = J

+oo

Donc

V(f,g) € P(R) x Co(R), fxg=gxf.

Ces résultats sont conservés si (f,g) € Co(R) x P(R).

Q2 On suppose que f € P(R) et g € Co(R). Soit (xn )nen une suite réelle telle que lirf Xn = to0o. Porn e Net t € R,
n— -+oo

+o0
posons hy, (t) = f(t)g(xn —t) de sorte que f * g(xn) = J ha(t) dt.
e Pour chaque n € N, la fonction h,, est continue sur R.
e Pour chaque t € R, lirf h,(t) = 11111 f(t)g(xn —t) =0 car lirf g(x) = 0. Donc la suite de fonctions h,, converge
n— o0 n— o0 X— +00

simplement sur R vers la fonction nulle. De plus, la fonction nulle est continue sur R.
e Pour tout n € N et tout t € R, [hn(t)] < ||g]leoT(t) = @(t) ou la fonction @ est continue par morceaux et intégrable sur
R.

D’aprés le théoréme de convergence dominée, la suite (f * g(x,,)) converge et

+oo

lim f*g(xp)= lim J

n— +oo n— +oo

+oo
ha(t) dt = J lim hp(t) dt =0.

.
0 o +o00

On a montré que pour toute suite réelle (x) telle que lim x,, = +oco,ona lim fx*g(x,)=0.
n— +oo n— +oo

Montrons alors que hI_P f* g(x) = 0. Dans le cas contraire, 3¢ > 0/ VA >0, Ix > A/ |f x g(x)| > ¢.
X— +00

En particulier, pour A = n € N, il existe xn > n tel que [f * g(xn)| > €. Mais alors la suite (x,) est une suite telle

lim x,, = +oo et la suite (f*g(xn)) ne converge pas vers 0. Ceci est absurde et on a donc montré que lim fxg(x) =0.
n— +oo X—+00

Tout ce qui précéde s’applique aussi & —oo car lim g¢g(x) =0 et donc lim f=xg(x)=0.
X— —00 X— —00

V(f,9) € P(R) x Co(R), lim fxg(x)=0et lim fxg(x)=0.

xX— +o00
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Q3 Soit (f,g) € (P(R))%. Alors f et g sont continues et positives sur R et il en est de méme de f * g (dans la question 1,
seul le fait que g soit bornée sur R importait). Ensuite, g est bornée sur R et en notant M un majorant de g sur R, on a
pour tout réel x,

+oo +o0
Oéf*g(x):J' f(t)g(x —t) dthJ' f(t) dt = M.
+o00
Ainsi, la fonction f * g est bornée sur R. Vérifions enfin que J' fxg(x)dx=1.
+o00 +00
e Pour tout (x,t) € R?, les deux intégrales J [f(t)g(u—t)| du et J [f(v)g(x —v) dv convergent.

+00 Foo Foo
f(t)g(x —t) dt = fxg(x) et t — J f(t)g(x —t) dx = f(t)J' g(u) du = f(t) sont

—00

e Les deux fonctions x — J

—00 —00

continues sur R.

+o00 +00
e La fonction t — f(t)g(x —t) dx = f(t)J g(u) du = f(t) est intégrable sur R.

—00 —00

D’aprés le théoréme de FUBINI,
+o00 +o00 +o00 +00 +o00
J f*g(x) dx:J' (J' f(t)g(x,t) dt) dx:J (f(t)J' glx—1) dx) dt

Donc

V(f,g) € (P(R))?, f+g e P(R).

II. Une classe d’opérateurs sur Cy(R)

Q4 Soit u € Cy(R). Pour x € R,

+00 Foo +oo
J f(t)u(x —t) dt‘ gJ f(t)|u(x —t)] dt < ||u|\OOJ f(t) dt = ||uf|co

—00 —00 —00

[(Te(w)) (x)] = [f* ulx)| =

Ainsi, ||u]l est un majorant de la fonction |T¢(u)| sur R et puisque ||T¢(u)||oo est le plus petit de ces majorants, on a
montré que || Te(u)|leo < ||tfoo-

V(f,u) € P(R) x Co(R), [[Te(w)lloo < [ tf|oo-

Q5 Soient f et g dans P(R) et u dans Co(R).

TeTg(u) =fx (g*xu) = (fxg)xu=(g*f)xu=gsx*(fxu)=TyTe(u).

V(f,g) € P(R), T¢Tg =Ty Ts.
Q6 Soient f1, f2, g1 et g2 dans P(R). Pour u dans Co(R),

HTflez (u) 7T91T92(u)”00 = ||Tf1sz u) — Tf1 92( )+Tfngz( )7T91T92 ”00

< Tey Te, (u) — Tf Wlloo + [ITs, Tg, (w) — Tg To, (W]loo
= || Te, (Tey (w) — ”oo + ||ng Tﬁ (u) = Tg, (u) Hoo
< e, (u) — ng u ||oo + || T, (w (LL)||oo (d aprés la question Q4).

Q7 Soient f et g dans P(R) et u dans Co(R).
Montrons par récurrence que Vn € N*, [|(T¢)™(u) — (Tg)™ (W) |lo < 1| Te(w) — Tg(u)||oo -

e C’est vrai pour n = 1.
e Soit n > 1. Supposons que ||(Te)™ (1) — (Tg)™ (W) ]Joo < 1| Te(w) — Tg(w)||oo. Alors

HTO™ () = ()™ (Wlleo = ||Tfom w) = ToTgen (W)
< | Te(w) — Tg(u ||oo + ||Tf*n — Tgen(u)]|os (d’apres la question précédente)
< ||Tf( —Tg(Wleo +1f[Te(w) = Ty (Wleo = (M + 1) Te(1) — Tg(W][oo -
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Le résultat est démontré par récurrence.

Y(f,g) € (P(R))?, Vu € Co(R), ¥n € N*, [|(Te)™(w) — (Tg)™ (W) ]loo < nf|Te(w) — Tg(1)]|oo-

ITI. Lois normales

1 X
Q8 Soit h > 0. Pour tout réel x, gn(x) = ]’_Lg] (E) La fonction gp est continue positive et bornée sur R. De plus, en

" X
osant uw = —
P h

Ceci montre que gn € P(R).

1
Les deux fonctions x — xgn(x) et x — x%gn(x) sont continues sur R et négligeables en +oco ou —co devant 2 Donc ces
+oo
fonctions sont intégrables sur R. J xgh(x) = 0 car la fonction x — xgn(x) est impaire.

—00
2

h _x2
Soit alors A > 0. Les deux fonctions x — x et x — \/Te 2nZ sont de classe C! sur le segment [0, A]. On peut donc
T

effectuer une intégration par parties et on obtient

A 5 A X 2
X x) dx = X e 2n? dx
| anran =[x
h 2 1A A h L2 q
= |—Xx——e 2nZ +J' ——e 2nZ dx.
[ V2m }0 0 V21

“+o0 h +o00 2
Quand A tend vers +o0, on obtient J x2gn(x) dx = —J e 2nZ dx puis par parité,

0 V21

+oo h 400 2 h
J ngh(x) dx:\/T_T[J' e 2nZ dX:—E Xh\/ZT[:hZ.

+o00 +00
xgh(x) dx =0 et J x2gn(x) dx = h?.

—00

0

Vh>O,J

—00

Q9 Le résultat est clair sin = 1.
k
Soient h > 0 et n > 2. Montrons par récurrence que Vk € [1,n], <Tg " ) =Ty, .
vn
o [’égalité est vraie quand k = 1.

k
e Soit k € [1,n — 1]. Supposons que (Tg ) =T, . Alors

k+1 k
T, =T, T, =T, T, =T, =
g g g g g9 g .
( Ve o Ve R VA Jr2 nzk ny/EEL

n
Le résultat est démontré par récurrence. Pour k = m, on obtient en particulier (Tg N ) =Ty = Tg, . Enfin,
vn VA

n
(Tgh) :TQLTQL"'TQL:TQHgh"'gL:T<
v g

)*n. On a montré que

IV. Convergence faible sur P(R)

Q10 Soit h > 0. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel k, il existe un polynéme Py n de degré k tel que

dx x2
Vx € R, (wgh) (x) = Pi,n(x)e 2n2.
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1
hv27 .

XZ
e Soit k € N. Supposons qu’il existe un polynéme Py 1, de degré k tel que Vx € R, (W9h> (x) = Px,n(x)e” 2nZ. Alors,

o Le résultat est vrai pour k = 0 en prenant Py 1 =

pour tout réel x,

K1 . ) )
(%90 )= (<%9h>) () = (P‘i»h(x) - %Pk,h) e InZ.

Sion pose Pri1n = —-5Prn+ Pli‘h, I'hypothése de récurrence permet d’affirmer que Py41 1 est un polynoéme de degré

2

k+1 N
k + 1 tel que VX S R, (Wgh> (X) = Pk+]‘h(X)€7m_

Le résultat est démontré par récurrence.

uZ
Q11 Soient h et a deux réels strictement positifs et k un entier naturel. La fonction uw — Py n(u)e anZ est continue

sur R et tend vers 0 en —oo et +00. Par suite, cette fonction est bornée sur R et donc il existe un réel My > 0 tel que
(x—t)2
Pin(x —tle an?

Vx € [—a, al, Vt € R, < My et donc

_ =02 _x=0)? _x-v
Prn(x —tle 7anZ x e TanZ | < Mye anZ

Vx € [—a,al, Vt € R, [Py n(x —t)e” 2n2

(xt)z}

Soit alors x € [—a, a] et t € R.

_ey?
eSite[—a,al,ona Mye anZ < M.

e Si [t| > a, alors |[x —t| > [t| — |x| > |t| — a > 0. Par croissance de la fonction u — u? sur R*, on en déduit que
(x—t)? x —t? (It —a)? .
— =— < — . Finalement,
4n2 4h2 4n2

(x—1)2 My sit €]l —a,al
Vx € [—a,a], Vt € R, [P n(x —tle” 2n2 | < dx(t) ou Pk (t) = _ (t—a)? .
Mye ~ anZ  siftl > a

1
La fonction ¢y est continue par morceaux sur R, est intégrable sur R car est négligeable devant 5] en +oo et —oo d’aprés
un théoréme de croissance comparées et enfin ¢y (t) ne dépend que de h, a, k et t.
Q12 Soient h > 0 et u € Co(R). Soit a > O et soit @ : [~a,a] xR — R de sorte que Vx € [—a,al,
(x,t) = gn(x —tju(t)

Ty, (W) (%) :J D(x,t) dt.
R
e Pour chaque x € [—a, al, la fonction t — ®(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur R.

e La fonction ® admet sur [—a, a] X R des dérivées partielles & tous ordres par rapport a sa premiére variable x définies
par

ok k 2
Yk € N*, V(x,t) € [-a,a] X R, ——(x,t) = —=gn(x — t)u(t) = P n(x —t)e  2nZu(t).
oxk dxk ’
De plus,
k
-Vk € N* Vx € [—a, d], la fonction t — W(x,t) est continue par morceaux sur R,
k
- Yk € N* vVt € R, la fonction x — W(X’ t) est continue sur [—a, al,
ok
-Vk € N*, V(x,t) € [-a,d] x R, ‘W(X’t)‘ < oo Pr(t) = @x(t) ol @k est continue par morceaux et intégrable
sur R.

D’aprés une généralisation du théoréme de dérivation des intégrales a parameétres, la fonction Ty, (u) est de classe C* sur
[—a, a] et ceci pour tout a > 0, et de plus ses dérivées successives s’obtiennent par dérivation sous le symbole d’intégration.
On a donc montré que

Vh >0, Vu € Co(R), Ty, (u) € C®(R) et Vk € N*, Vx € R, (T4, (w)™ (x)
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Q13 Soient h > 0 et u € Co(R). On sait déja que la fonction Ty, (u) est de classe C* sur R et que Vk € N, (Tg, (u))(k) =
2

ghk *uolu Vx € R, gnk(x) = Pk,h(x)eszT.
Soit k € N*. Comme la fonction gn i est continue par morceaux et bornée sur R et que la fonction u est dans Co(R), la
partie I montre que 1in{1 ghk *u(x) = lim gnk *u(x) =0. On a montré que

X— +00 X— —00

Vh >0, Yu € Co(R), Ty, (1) € CF (R).

Q14 Soit o > 0.

J'+oo ( ) d 1 +o0 1 t 2 d 1 +o0 2 d +o00 ( ) d
gn(t t:—J exp(— (—>) t:—J e 'z x:J g1(x) dx.
« hv27 J& 2\h V2T «/h «/h

+00 Foo
108
Comme l'intégrale J g1(x) dx converge en +o0o et que lim — = 400, on en déduit que lim J gi1(x) dx =0 et
0 h—o+ h h=0* Jo/m

+00 —x
donc que lim J gn(t) dt = 0. Par parité, on a aussi lim J gn(t) dt =0.

h—0+ J o h—0* J_

— +o00
Yo > 0, hli%l+ J gn(t) dt = lim J gn(t) dt =0.

. ho0+

Q15 Soit € > 0. On choisit o« > 0 tel que pour tout (x,y) € R?, [x —y| < o = [u(x) — u(y)| <

N ™

Soit x € R.

+o0
Ty () — ux)| = ‘ <J gn(thu(x — 1) dt) ~u(x)

+o00
J gn(t)(u(x —1t) —u(x)) dt‘

N

gn(t)u(x —t) —u(x)l dt

— +o0

— [ gn®uix— ) —ulx) dt+ J gn(Ou(x — t) — ulx)] dt + J gn(Oulx — ) — u(x)] dt
+o00

gn(t) dt + ||u|\ooj gn(t) dt

x

[0 —

<[7 onitnx =) — ux)l at + j
J—x —c0
04 +oo

| on(hutx 0wt dtr 2l | on(t) e (car g est paire

J—x &

[0 4 —+o00
< —J gnlt) dt+z|\u||ooj gn (1) dt (car ¥t € [—a, o, |(x —£) — x| = [t| <
— [0
€ 0 —+00 € “+o00
<S| onv a2 | ont =5+ 2ln [ ot e
—00 X o
—+00

+ 2[[uf| o J gn(t) dt et donc

x

£

Ainsi, pour tout réel x, [Tg, (x) —u(x)| < >

+o0
+ 2wl J gn(t) dt.

X

Mg, (W) = oo <

NI ™

+o00
Maintenant, d’aprés la question précédente, hlim J gh(t) dt =0 et donc il existe 1 > 0 tel que

+
—0 «

+o0o

I3
0<h< éJ' t)dt< =—=————.
), o 22ufleo +1)
Pour 0 < h <n, on a alors
13 I3 e ¢
T, —Ul|oo € = F 2/ Uljfooz=—=—"""—< =+ = =¢.

On a montré que Ve >0, 3n >0/, Vh e R, (0 <h<n=||Ty,(u) —ul|s < € et donc hlirél ITg, (1) —ulc = 0.
0+

Vu e Co(R), lim [[Tg, (u) —ufe =0.
h—0+
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Q16 Soit u € Cp(R). Soit ¢ > 0. Pour tout entier naturel n,

[ITe, (W) = Te(Wloo = ||(Te, (W) — Tr, Ty, (W) + (T, Ty, (w) — TeTg, (w)) + (Te Ty, (w) — Te (W) oo
< T, (w =Ty, (W) |loo + I Te, Ty, (W) = Te T, (W |loo + [|Te(Tg, (W) — W) |loo
<2/ju— Ty, (Wlloo + | T, Tgy (W) — T¢Tg, (W) |leo (d’apres la question 4).

€
D’aprés la question précédente, hlirg+ 2lu—Tg, (W)l =0 et on peut donc choisir h > 0 tel que 2|ju — Ty, (U] < 7" h
—

est dorénavant fixé ainsi.

Pour tout entier naturel n, on a || T¢, (1) — Te(u)|leo < % + | T, (Tg, (W) — T¢(Tg, () |lo 0l cette fois-ci la fonction Ty, ()

est dans C§° (R) d’aprés la question 13. On en déduit que lirf [IT¢, (Tg, () —T¢(Tg,, (W))]|oo = 0 et donc il existe un entier
mn— +00

no tel que pour tout n = no, || T¢, (T, (1)) — T¢(Tg, (W) ]|eo < % Pour n > no, on a alors || T¢, (u) — Te(u) |l < §+§ =e.

On a montré que Ve >0, Ing e N/Vne N, (n> 0= ||T¢, (u) — Te(u) |l < €) et donc lirf [ITe, (w) — Te(u)||o = O.
mn— +00
Ainsi, pour tout u de Co(R), hl}_l [| e, () — Te(w)]|oo = O et donc la suite (f,,) converge faiblement vers f.
n—+0oo

ulx —t) —u(x) + tu’'(x)
tZ

Q17 Soient u € CP (R) et x € R. Pour t # 0, on pose v(t) = . Quand t tend vers 0,

(—t)2
2

u(x —t) =u(x) —tu’(x) + u”(x) + o(t?)

1
et donc v(t) = zu”(x) + 0(1). On en déduit que la fonction v se prolonge par continuité en 0 en posant v(0) = Eu"(x).

+oo +oo

fo(t) dt :J (1) dt =1,

—00

Soit n € N*. Puisque J

—00

1 +oo +oo 1 +oo
n(Te, (W) (x) —u(x)) — zu”(x) =n ((J u(x —t)fn(t) dt) fu(x)J' fo(t) dt) - Zu"(x)J f7(t) dt

r+oo o 1 o +o00 ) -
= (u(x —t) —u(x)) nfp(t) dt — zu”(x) J f7(t) dt

(100 3 400
-] ulx 8 —uld) tt)z w0 ¢4 1) at — %u”(x) J_Oo f(t) dt

(e ( *t) - ( ) 1 " t
= <u"t—2ux — S (x)> (1) dt.

Ensuite, en posant on obtient t = \/nw, on obtient

o0 o0 %) %) #
— 0 —0 —00 n —00 w
T
et donc J'+ tfzz(t) dt = 0. On en déduit que
+00 o too g o#
(Tr (w)6d) — () — %u,,(x) _ J (u(x tt)z u) _ %u”(x)> f£(t) dt + u’(x)J tfrt‘z(t) dt =
J+oo (u(x —1) — ?Z(X) + tu/(X) . %u//(x)) ff(t) dt

Q18 Soit u € CF (R).
e Soit o un réel strictement positif. Soit n € N*. En posant v = y/nt, on obtient

+oo

+o0 +00
[T a= | e xvarvay a=[ i av
x o xy/m

“+o0 “+o00 +oo
Mais alors, puisque J vZf(v) dv converge, on en déduit que lim J fﬁ(t) dt= lim J VvZf(v) dv = 0. De méme,

S n—+oo J o n—+oo o/

lim J f7(t) dt = 0.

N
n—+oo J_
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ux—t) —ulx)+tu/(t) 1
e Soient 1 € N* et x € R. Pour t € R, on pose w(t) = ( ) tz( JFtt) zu"(x) sit#0et0sit=0.Puisque
la fonction u est dans C§° (R), I'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE permet d’écrire pour tout t # 0,

1 It]3
- Gyt
< % o

2

ulx —t) —u(x) + tu/(x) — tju”(x)

t]

()] = =

= Ul

t2

ce qui reste vrai quand t = 0. On en déduit que

2

J'oc (u(x —t) 7?:2()‘) +tu’(x) _ lu”(x)) fﬁ(t) dt‘ < J'oc |W(t)|fn#(t) dt < w th |t\fﬁ(t) dt

o (3) +o00 (3)
P TOP P Ll oy P LI
—x

—0o0

D’autre part,

+00 +00 _ !
[Tz ad < |7 (RO B R ) s a

’ " +o0
<<me+mww+mww)J FE(b) at

o? o 2 o

J'_(X W(t)ff{(t) dt’ < ( HuHoo + Hu/Hoo + |u/1||oo> J'_oc ff{(t) dt.

2
o o o 2 o

et de méme

e En résumé, pour tout réel x, pour tout « > 0, pour tout entier naturel non nul n,

(T, (w)(x) — ulx) = 3u71)

+o00
J w(t)ff (t) dt'

—00

(3) —x too
e L (J (1) dt—i—J f#(t) dt)

6 o0 «

!/ "
ounA=2 ”uHZOO + [ oo + HquOO et finalement pour tout réel o« > 0 et tout entier naturel non nul n,
o 108
1 o[ U3 oo * too |
n(Te, (W) —u)—su’|| < —=2+A J 7 (t) dt—l—J () dt ).
2 o 6 oo o
: - afu® o € 3¢ ) o
e Soit ¢ > 0. On choisit & > 0 tel que 2 <3 (par exemple & = W) « est dorénavant ainsi fixé. Pour
u oo

tout entier naturel non nul n, on a alors

A (J“ F (1) dt + rm F#(t) dt).

[e’e} X

—00 x
— “+o00

rel non nul ng tel que pour tout n > ng, A (J' fﬁ(t) dt+J fn#(t) dt) < % Pour tout n > ng, on a alors
—00 X

1, € &
Hn(Tf“(u) —u) — e N <3 + 7 =&
1
On a montré que Vu € C°(R), Ve >0, Inp e N*/vneN, (n > ny = Hn(Tfn (u) —u) — zu” < ¢) et donc

1
Vu € CP(R), lim H (Te, () —u) — su”

n— +00 2

=0.

[o¢]

Q19 Soit u € CP (R). Pour tout entier naturel non nul n,

[TE (W) — Tg, (Wlleo = H(Tf“)n (u) — <Tg1) (u)H (d’aprés la question 9)
v I

"

_ T 1 " T 1 "

oo e -1

<t )] o] (o, )]

http ://www.maths-france.fr © Jean-Louls Rouget, 2010. Tous droits réservés.

Te (W) —Tg (d’apreés la question 7)




1
Maintenant, pour tout entier naturel non nul n et tout réel x, 917_(x) = /e (V)2 vngi(v/nx) et donc

V2n

g# =h, ou h=g; € P(R).
1 1
D’aprés la question 18, lim H (n(Tf“ (u) —u) — —u”) H =0= lim H (n(Tg L —u)— —u”) H et donc
n— +oo 2 o~ n— +oo Ve 2 o
i (T (1) = T, () =0,

On a montré que Yu € C3°(R), 11111 [ITe=n (u) — Tg, (W) |le = 0. La question 16 permet alors d’affirmer que la suite
n— +oo n

(f*™)nen+ converge faiblement vers g;.

Vf € P(R), la suite (f3™)nen+ converge faiblement vers g7.
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