SESSION 2010

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE MP

A. Prolongement harmonique

1) Soit z € D. Donc |z| < 1. Puisque f est continue sur T, la fonction t — f(e'') est continue sur R et 27-périodique. On
sait alorsque ¢, = o(1)etc_y = o0(1). On en déduit que |chz™ = oflz]™) et |c_nZ"| = o(]z|™) puis que
n— o0 n— +o0 n— +o0 n— -+o0

les séries de termes généraux respectifs c,z™ et ¢_Z" sont absolument convergentes et donc convergentes.

2) Notons Ry > 1 le rayon de convergence de la série entiére associée a la suite (an)nen.

Soient zg = xo +1iyo € D puis r € } \/ X3 +y3,1 [ Alors R2 > 12 > y3.

Pour x € T = ]\/rz yé,\/rzyé{ et n € N, posons f,,(x) = an(x + iyo)™. On note que x(z) —i—y(z) < 12 et donc

Xo € ]\/rzy%, 2 —y3 {

e La série de fonctions de terme général f,, converge simplement sur I vers la fonction x — g(x,yo).
e Chaque fonction f,, est de classe C! sur I.

n—1
e Pour x € I, fi(x) = 0 puis pour x € T et n € N*, [f/ (x)| = Inan(x +1iyo)™ 'l = nanly/x% + v} < Inaprm
Puisque 0 < 1 < Ry, la série numérique de terme général na,|[r™~" converge. On en déduit que la série de fonctions
de terme général f], converge normalement et donc uniformément sur I.

D’aprés le théoréme de dérivation terme & terme, la fonction x — S(x,yp) est dérivable sur I et sa dérivée s’obtient par
dérivation terme & terme. En particulier, la fonction x — S(x,yo) est dérivable en x¢ ou encore la fonction S admet en
une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable x en (xo,yo). Finalement, S admet sur D une dérivée partielle par
rapport a x et

_ a’SV +oo
Y(x,y) €D, 2=(x,y) = ) man(x+1iy)" =S'(x + iy)
0x
n=1
+o00
ol S’ désigne la série entiére z — Z nanz™". On rappelle alors que la série entiére Z na,z™ " a encore pour rayon
n=1

de convergence Rgq.

. . 0S ) . . . . = e
Maintenant, la fonction F™ est la composée de la fonction (x,y) — x + iy qui est continue sur D en tant qu’application
x +oo
linéaire sur un espace de dimension finie et de la fonction z — Z Nnan,z"" qui est continue sur le disque ouvert de centre

n=1

oS ~
O et de rayon Ry et en particulier sur D. Donc la fonction — est continue sur D.

0x

3) De méme, S admet sur D une dérivée partielle par rapport a y et

_ ag +00
V(x,y) € D, —(x,v) :iZnan(x—i-iy)“’1 =1iS'(x + 1y).
oy

n=1

oS ~ =
De plus, P est continue sur D et donc la fonction S est de classe C' sur D. Puisque les séries entiéres considérées ont
Y

encore pour rayon de convergence Ry, on peut réitérer. la fonction S est de classe C2 sur D ou encore S est de classe C2
sur D et pourz=x+1iy € D

az"s' azg +o00 +o00
AS(z) = W(x,y) + @(x,yH = Z nmn—1)anz" 2 +1i? Z nm—1)anz" 2 =0.
n=2 n=2
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+o00

4) Pour |z| < 1, posons Si(z Z cnz™ et So(z Z c_nz™ de sorte que g¢(z) = co + S1(z) + S2(Z). On sait
n=1

déja que les fonctions Sy et S, bont de classe C2 sur D. Notons alors ¢ la fonction ¢ : z +— Z de sorte que C est la

fonction (x y) — (x,—y). La fonction € est de classe C? sur D a valeurs dans D et il en est de méme de la fonction

(x,y) — Sz o @(x,y). De plus, pour (x,y) € 6,

d = _3S; . 0% %S,
&(SZ(X»*U)) = g(’%*y) puis W(SZ(X,*U)) = W(X,*U)-
~ < 2 23
De méme, i(Sz(x,fy)) = f@(x,fy) puis a—(Sz(x,fy)) = &(x,fy) et finalement
dy 0x oy? dy?
~ 2 ~ 02 ~
A(Sz2(x,—y)) = w(sz(",*y)) + W(SZ(X»*U)) =0.

La fonction g¢ est donc de classe C2 et de Laplacien nul sur D en tant que combinaison linéaire de fonctions de classe C2
et de Laplacien nul sur D.

g est de classe C% sur D et Vz € D, Ag¢(z) = 0.

5) Soit z € D. Pour t € [—m, 7, posons gn(t) = f(ett)e™tz" = f( ) (zelt)". Chaque fonction f,, est continue sur le
segment [—7t, 7] et pour tout n € N et tout t € [—m, 7, |f(e* )( N L [[f]loolzl™ qui est le terme général d’une série
numérique convergente. Donc la série de fonctions de terme général g,,, n € N*, converge normalement et donc uniformé-
ment sur le segment [—7t,7t]. De méme la série de fonctions de terme général t +— f(e'*)e™™'z™ converge uniformément

sur le segment [—7, 71]. D’aprés le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment, on peut écrire

1 s ) +00 s
Qf(Z) _ % (J f(elt) dt + Z ZnJ 1t 71nt dt + Z J' 1 1nt dt)
—7 =1 —7

1 T +oo +oo
_ it —ityn —it\n
_zﬂf(e )J_ﬂ <1—|— (ze7 )™ + E (ze—1t) ) dt
n=1 n=1

+00
14 2Re ( (ze_it)“>> dt
n=1

™ —it _
g |t (e re (12550 ) ) atear e o, e = < 1)

L ze 't T (™ et +z
— 1 2 _ _ — it _ .
e 7T[f(e ) ( Re (1 + (el — ) z))) dt 7 J:ﬂf(e ) (Re (elt z)) dt

1 (™ .
6) Pour tout (n,p) € Z2, — 7 J el™e Wt dt =&, ,,. Soient alors z € D et n € N.

-I s
oSif:pnalors,pourpGZ,cp:EJ ei™e Pt dt = &, ,, puis, gf(z) =5, o—i—Zé nzp—i—Z(Sp i~y =z" =
Pn(z).

1
o Sif=qn,cp(f) = J etlm=Pit gt — 8p,—n puis pour z € D, g¢(z) =Z" = qn(2).
s

).

YneN,VzeD, gp,(z) =2z" et gq,(2) =Z™.

En particulier, si f = po = 1, on obtient
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Pour tout t e Ret z € D,

P.(t) = Re <ﬁ> ~ Re (w ezl zJ) ~Re (1 + 2ilm(ze ™) - |22> S Ly

eit — 4 (eit — Z)(e—it — z) ‘eit — Z‘Z eit Z‘Z

Pour tout z € D, la fonction P, est strictement positive sur R. I

7) Soit f € J. Soit (fn)nen une suite d’éléments de € (T) qui converge uniformément vers f sur T.

Soit zp € D.
e Sizg €D, pour tout n € Non a

6+(20) — G 20)| = loz0) — 0, (a0l = |31 [ (1) — ()P (1) ] < 5 [ I7(E8) = fulelt)Poy 1)

< (3] Peott) at) supliet) — et v B) = supllz) — fal21, z € T)

e Sizp €T, pour tout n € N on a |G¢(zo) — Gt, (20)| = |f(zo) — fn(2z0)| < sup{|f(z) — fn(z)], z € T}

En résumé, Vzo € D, Vn € N, |G¢(zo) — Gy, (z0)| < sup{[f(z) — fn(z)], z € T} et donc Vn € N, sup{|G¢(z) — Gy, (2)], z €
T} < sup{|f(z) — fn(2z)], z € T}. On en déduit que sup{|G¢(z) — G¢, (z)|, z € T} tend vers 0 quand n tend vers +o0o et donc
que la suite de fonctions (Gg, Jnen converge uniformément vers la fonction G¢ sur D.

8) La fonction h : t — f(e'!) est continue sur R et 27-périodique. D’aprés le théoréme de WEIERSTRASS trigonométrique,
il existe une suite de polyndémes trigonométriques convergeant uniformément vers la fonction h sur R ou encore il existe
une suite (Pn)nen d’éléments de Z(T) telle que la suite de fonctions h,, : t — Py (e't) converge uniformément vers la
fonction h sur R.

Comme Vn € N, sup{|P.(z) — f(z), z € T} = sup{|hn(t) — h(t), t € R}, on en déduit que la suite (P, )nen d’éléments de
Z(T) converge uniformément vers f sur T.

dn
Maintenant, si pour n € N, on pose Vz € T, Pn(z) = con + Z(ck,nzk + C_k,nik), alors d’aprés la question 6 et par
k=1
dn
linéarité de 'application g — g, on a encore Vn € N, Vz € D, Pn(z) = con + Z(ck,nzk + c,k,nik). On en déduit que
k=1

chaque Gp,, est continue sur D et puisque la suite (Gp, Jnen converge uniformément vers la fonction G¢ sur D d’aprés la
question 7, la fonction Gt est continue sur D.

Vf € €(T), la fonction Gy est continue sur D.

9) u est de classe C? sur D et pour z=x+1iy € D,

02 02
Au(z) = AG(z) +eA(lz]?) =0+ ¢ (—(x2 +vy?) +

2 ay—z(xz +y2)> =4e > 0.

Maintenant, la fonction u est continue sur le compact D & valeurs dans R et donc u admet un maximum en un certain

zo € D. Montrons que zop € T. Supposons par ’absurde que zo ¢ T. Alors zo = X¢ + iyp est dans 'ouvert D. On en
déduit que Papplication partielle x — 1i(x,yo) est définie et de classe C? sur un intervalle ouvert de centre xo et admet

ou
un maximum en Xxo. On sait alors que sa dérivée premiére en x¢ & savoir I (x0,Yo) est nulle et un développement limité
X

a Pordre 2 en x¢ s’écrit

.
wbyo) = ulo,yo) + 3 o5 x0,y0)(x — o) + ol (x xo)

2)
X=X ax2

Puisque localement on a u(x,yo) —w(xo,yo) < 0 et que d’autre part le signe de u(x,yo) —u(xo,yo) est localement le signe
1921 0%u
e ZW(XO’yO)(X —%0)?, on en déduit que ﬁ(xo,yo) < 0. De méme, I’analyse de la deuxiéme application partielle en
X X
Py
u
(XanO) fournit z(XanO) <O
dy

En résumé, si zo ¢ T, on a Au(zo) < 0 ce qui contredit Vz € D, Au(z) > 0. Donc zg € T puis G(zo) = f(zo) = 0 et pour
z €D,

u(z) <ufzo) = G(zo) + elzol* = ¢
On a montré que Ve > 0, Vz € D, u(z) < e.
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10) Supposons tout d’abord f nulle sur T et G & valeurs réelles. D’aprés la question précédente, Vz € D, G(z) + elz? < e.
Quand ¢ tend vers 0 & z fixé, on obtient

vz € D, G(z) <0.
Mais la fonction —G vérifie également les hypotheses (a1), (car f est nulle sur T) (az) et (a3) et on a donc aussi Vz € D,
—G(z) £ 0. On en déduit que Vz € D, G(z) =0 ou encore G =0 = Gy.
Si maintenant f est nulle sur T et G & valeurs complexes, les fonctions Re(G) et Im(G) sont & valeurs réelles et vérifient

(a1), (car f est nulle sur T) (az) et (a3) (car Re (%) = %(Re)). On en déduit que Re(G) =Im(G) = 0 puis que G =0.

Si enfin f est quelconque, la fonction G — G¢ vérifie les propriétés (a1), (az) et (az) pour la fonction nulle. On en déduit
que G — Gy est nulle et donc que G = Ggy.

B. Deux applications

Premiére application.

11) G est de classe C? sur D et pour (x,y) € D

0
(eXcosy) + —(—e*siny) = e*cosy — e* cosy.

AG(x—l—ly):& 3y

= z—zZ
z+z)/2 cos _ )
2i

(a1), (a2) et (a3). D’aprés la question 10), G = G¢ et donc, pour z € D,

+o00 +o00 o
co+ Z cnz™ + Z c_nz" = el#t7)/2 o5 < 5 >
i
n=1 n=1

Or, pour n € Z, par parité, on obtient

Pour z € T, posons alors f(z) = e! La fonction f est continue sur T et la fonction G vérifie les propriétés

1 (" : : 1 ("
Cn = —J' fet)e "t dt = —J et cos(sin t)(cos(nt) — isin(nt)) dt
2n | 27 ) _,
] 7T
= — et cos(sint) cos(nt) dt = c_,,.
2n J_n "
+oo B 7%
Par suite, Vz € D, cq + Z cn(z™ +2ZM) = el#7)/2) cos ( 3 ) En particulier, pour z =x €] —1,1],
n=1
+00 +00 X"
no_ .x _ ~
co+2chx =e —1+Z e
n=1 n=1
1
Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, en identifiant on obtient co =1 et Vn > 1, ¢, = Pk
n!
1 T 1sin= O
Ynez —J et cos(sint) cos(nt) dt = 1 . )
’ n#0
2 Jn 20

Deuxiéme application.
12) e Supposons que u soit de classe C? et de Laplacien nul sur U. Soit D(a,R) un disque fermé contenu dans U puis

z € D(a,R). Posons Z = %. Alors, Z € D et z=a+ RZ.

Pour z’ € D, posons f(z’) = u(a + Rz’). L’application z’ — a + Rz’ est de classe C? sur D a valeurs dans D(a,R) et u est
de classe C? sur D(a,R). Donc f est de classe C? sur D. De plus, avec des notations évidentes

~ 2 62
Af(z") = Af(x',y') = ax—/z(ﬁ(a] +Rx’, a2 +Ryy’)) + ay—/z(ﬁ(a] +Rx’,az + Rpy’)) =
92 02
R2 <W};(a1 FRx az + Roy’) + W};(al F R as + Rzy’)) — R2Au(z) = 0.
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La fonction f vérifie donc

- la fonction de f & T coincide avec f (a1)
- f est continue sur D (ay)
- la restriction de f & D est de classe C? et de classe Af(z’) = 0 pour tout z’ € D (a3).

Par unicité de Gy, on en déduit que G = f et donc que

1

u(z) = £(2) = 5

7 . 1 " .
J f(ef)P (1) dt:EJ u(a+Rel')Poa (t) dt.

e Réciproquement, supposons que pour tout disque fermé D(a,R) contenu dans U et pour tout z € D(a,R), on ait
s

27
particulier sur T. De plus, pour z’ € D,

1 . _ _
u(z = —J u(a+ Relt)P%(t) dt. Pour z’ € D, posons f(z') = u(a+ Rz’) et z = a + Rz’. f est continue sur D et en
-7t

1

N —
Qf(l)—27r

r f(e™)P. (1) dt_z]—ﬂJm u(a+RetYPoa(t) dt =u(z).

z—a

R

Donc pour tout z € D, u(z) = g¢ ( > D’aprés la question 4), g est de classe C? sur D et Agy = 0 sur D. Par

composition u est de classe C? sur D(a,R) et Au = @Agf = 0 sur D(a,R). Comme pour chaque a € U il existe R > 0
tel que D(a,R) C U, u est de classe C2 sur U et Vz € U, Au(z) = 0.

13) Soit (Un )nen une suite de fonctions de classe C? et de Laplacien nul sur U convergeant uniformément vers une fonction
u sur U. Soit a € U puis R > 0 tel que D(a,R) C U.

z—a

Soit z € D(a, R). Alors € D et la fonction P% est continue sur le segment [—7, 7] et donc bornée sur ce segment.

Soit M = sup{‘P%(t) , te [—7'[,7'[]}.
Pour t € [—m, 7] et n € N, posons v (t) = un(a + Re“)P% (t) puis v(t) =u(a + Re“)P% (t). Alors, pour tout n € N
et t € [—m, 7,

r(t) = v(t)] = [un(a + Re'") —ua + Re™)|P=ra (t) < Msup{fun(z) —u(z), z € U},

et donc sup{lvn(t) —v(t)], t € [, 7]} < M sup{lun(z) —u(z)|, z € U} —+> 0. La suite de fonctions (v, )nen converge
n— +00

donc uniformément vers la fonction v sur le segment [—7, 7t]. On en déduit que

u(z) = lim up(z) = lim —J un(a+ Re“)P%(t) dt J lim w,(a+ Relt)P%(t) dt
- _

n> Yoo n—+oo 271 S 2m) oo

1 (" it
= EJ'iT['LL(Cl‘}’Re )P% (t) dt.

_ 1 (™ .
Ainsi, pour tout disque fermé D(a, R) contenu dans U et pour tout z € D(a, R), on au(z) = I J u(a—l—Relt)P% (t) dt.
—7t

D’aprés la question précédente, u est de classe C2 sur U et Au =0 sur U.

C. Propriétés duales

14) @, vérifie (c2) et (c3) d’aprés la question 6). @, est une forme C-linéaire par C-linéarité des coefficients de FOURIER
cn. De plus, pour f € €(T),

l@=(f)] = [g¢(2]]

1
< 5=
2

T n

Jn f(e')P,(t) dt‘
Jﬂ If(e)|P,(t) dt (Vt € [—m, 7], P,(t) > 0 d’aprés 6))
< (3] et ac)Nen = ) taapres o),

o= ()]
N(f)

et @, vérifie (cs). De plus, puisque @, est linéaire et que sup{ , Te€(T) \{O}} < 1 < 400, @, est une forme

C-linéaire continue. @, vérifie donc (c1).
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15) Soit @ une forme linéaire sur €(T) vérifiant (¢1), (c2) et (c3). Alors par C-linéarité de @ et d’aprés la question 6),
les restrictions de @ et @, a Z(T) sont égales. Mais d’aprés la question 8), &(T) est dense dans I'espace vectoriel normé
(€(T),N). Puisque @ et @, sont continues sur l’espace vectoriel normé (€(T),N), on sait que @ = @,.

16) f est continue sur le compact T & valeurs réelles positives. Donc il existe zg € T tel que f(zo) = N(f).

Puisque f est continue sur T & valeurs réelles, h est continue sur T et pour tout z € T, |h(z)]? = (2f(z) — N(f))? + AZ.
Ensuite, pour tout z € T, 0 < f(z) < N(f) et donc —N(f) < 2f(z) — N(f) < N(f) puis |h(z)]? < N(f)? + A? avec égalité
effectivement obtenue quand z = zo. Donc (sup{/h(z)], z € T})2 =sup{[h(z)|?, z € T} = N(f)? + A%. On a montré que

N(h)? = N(f)2 + A2

17) Ainsi, d’aprés (c4), [@(h)]?2 < N(h)? = N(f)? + A%. Mais d’aprés (cq) et (cz2),
@(h) = @(2f + (=N(f) + A)po) = 20 (f) + (=N(f) + A @ (po) = 20 (f) — N(f) +1A.
Par suite, pour tout réel A, [2¢(f) — N(f) +iA]2 < N(f)2 4+ A? ou encore pour tout réel A,
N(f)? +A% > (2Re(@(f)) = N(f))* + (2Im(@(f)) + A)* = A* +4Alm((f)) + N(f)* — 4Re(@(f))N(f) + 4(Re(o(f)))?
et finalement
VA € R, Mm (¢(f)) — Re(o(f))(N(f) — Re(¢(f))) > 0.

Puisque la fonction affine A — Alm (@(f)) — Re(@(f))(N(f) — Re(@(f))) est de signe constant sur R, on en déduit que
Im (@(f)) = 0 et donc que @(f) € R. Puisque Re(@(f)) = @(f), il reste alors

et donc, ou bien @(f) = N(f) et dans ce cas, @(f) > 0, ou bien @(f) < N(f) ( d’aprés (c4) et donc N(f) — @(f) > 0 puis

de nouveau @(f) > 0 apreés simplification.

En résumé, 'image par ¢ de tout élément de € (T) & valeurs réelles positives est un réel positif.

18) Soit f un élément de €’ (T) & valeurs réelles. On pose T = Max{f, 0} et f~ = Max{—f, 0} de sorte que f* et f~ sont deux
1

éléments de €(T) (car 7 = 3

on en déduit que @(f) = @(f*) — @(f7) € R (on peut aussi écrire @(f) = @(f + N(f) — N(f)) = (f + N(f)) = N(f) e R

car f+ N(f) est a valeurs réelles positives). Puis si f est a valeurs dans C

1
(If] —f) et f~ = Z(|ﬂ —17)) a valeurs réelles positives tels que f = f+ — f~. Par C-linéarité,

¢(f) = o(Re(f) — iIm(f)) = @(Re(f) — ie(Im(f)) = @(Re(f) + ip(Im(f)) = ¢(f).

Pour tout n € N, on a alors @(dn) = @(Pn) = @(Pn) =Pn = dn et donc @ vérifie (c3).
Enfin, puisque ¢ vérifie (¢1), (c2) et (c3), on en déduit que ¢ = @,.
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