SESSION 2009

Concours commun Mines-Ponts

DEUXIEME EPREUVE. FILIERE PSI

I Polynémes d’Hermite
1
1) Pour x € R, ho(x) =1 et hy(x) = —Eexz X (—2xe_"z) =x.
Soit n € N. Pour x € R,

="

ZT‘L

2xex” D“(e‘Xz )+ ﬂ

h! (x) = e’ DM (e7%7) = 2xhp (x) — 2hngt (x).

¥x € R, ho(x) =1, y(x) =x et Vn € N, 2h,41(x) — 2xhn (x) + ) (x) = 0.

2) Montrons par récurrence que Yn € N, h,, est un polynéme de degré n et de coefficient dominant 1.
e C’est vrai pour n = 0.

1
e Soit n € N. Supposons que h,, est un polynome de degré n et de coeflicient dominant 1. Alors hy 1 = Xh,, — zhfl est
un polynoéme puis deg(hp1 = deg(Xhy,) =n+1 et dom(h, 1) =dom(Xh,) = dom(h,) = 1.

On a montré par récurrence que

Yn € N, h,, est un polynéme de degré n et de coefficient dominant 1. I

3) Soit x € R. Soient f une fonction de classe C* sur R puis fx la fonction définie sur R par vVt € R, fy(t) = f(x —t). fy
est de classe C® sur R et Yn € N, Vt € R, g™ (t) = (—1)™f("™) (x — t) et en particulier, ¥Yn/inN, fin)(O) = (="M (x).
~(x=9? Op obtient pour n € N,

On applique ce résultat a la fonction f : t— e~t* de sorte que Vt € R, fy(t) =e
fM(0) = (=1)"D™(e ) (x) = 2" ha(x).

4) Soit x e R. Vt € R, fy (t) = e’ e2txe=t"  Par suite, la fonction fy est développable en série entiére sur R en tant que
produit de fonctions développables en série entiére sur R. De plus, , d’aprés la question précédente, pour t € R,

+o0 f)((k) +o0 tk 5
fx(t) = Z vtk = Z gzkhk(X)e_x .
k=0 k=0

k=0
Soit x € R. On sait que la série entiére de somme w(x,t) est dérivable sur R et que sa dérivée s’obtient par dérivation
terme & terme. Pour tout réel t € R,

ow +o00 tk,] . +o00 tk .
E(x, t) — (2x — 2t)w(x, t) = ]; mz hi(x) — (2x — 2t) 1;) 2 hue (%)
+oo tk +oo tk +oo tk
_ k+1 k+1 k
= Z EZ hi1(x) *XZ Ez hi(x) + Z mz hy1(x)
k=0 k=0 k=1
+00 tk
= sz(thH (x) — 2xhy(x) + khk_1(x)) (avec la convention h_1(x) = 0).
k=0
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L’unicité d’un développement en série entiére et l'identité (3) permettent alors d’affirmer que Yk € N, 2hy 1 (x)—2xhy (x) +
khy_1(x) = 0. On a montré que

Vk € N, Vx € R, 2hy 1 1(x) — 2xhy (x) + khg_1(x) = 0 avec la convention Vx € R, h_

](X) =0.

6) L’identité (1) et l'identité (3) donnent

Yn €N, h.,/l =nhn_1. I

7) D’aprés la question 4), pour tout réel t,

+00 4Kk +o0
2 hk(()) 5
> Il et -3 Sl
k=0 p=0
2%Phy, (0)  (=1)P
Par unicité des coeflicients d’un développement en série entiére, pour p € N, on a hp41(0) = 0 puis ( zp])jl = o
_ (=1)P(2p)!

et donc hy, (0) = ESESE

On en déduit que pour p € N, ¢2p+1(0) = 0 puis

2 (0) = 1 L EPze)t (—=1)"/(2p)!
T (Ve )2 2 /420!
(—1)P/(2p)!
Vp EN, ¢2(0) = T Apl et ¢p2p41(0) =0.
Soit n € N. Pour x € R, ¢}, (x) = \/%( —2xhn (x) + h)} (x))e—xz — \/:i_(_2th(X) + nhn_q (x))e—xz (on rappelle la
convention Vx € R, h_j(x) =0). Pour x = 0, on obtient "
, 1 dnfl /
d)n(o) = \/d_ X nhn,] (0) =n d d)T‘L ] d)n 1
Donc
(—1)P/(2p)
Vp N, $3,(0) =0et 3, 1(0) =+/2(2p+1) pyEE T

8) Soient (x,y) € R? et k € N. La relation (4) fournit

(x —y)hi (x)hi (y) = xhie (x) i (y) — yhe (x)hie(y)

= (1 30100 ) el = (s 90+ 190 o)

— (M M (y) — T s (W) hi (%)) — S (uebe) et (9) — bl a1 ()

2
9) Puis,
(=) Gk (y) = (i () — i () 3)) — g (e 1 () — Py 1 ()
k k k
= (e 0k y) — R (0)x)) — (1) — Pl 1 ()

k k—1

et donc pour n € N*, on obtient par télescopage (en posant conventionnellement d_; = 1)
1 1
Z —hk (¥) = g (hn () (1) = R (W) R () = g (ho(xJhor (u) = ho(y ) (X))
= (a0 (8) = ()1 ().
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Si de plus, x et y sont distincts

n—1 n—1
S oebely) =e e Yy (oh(y)
k=0 o dk
_ee ha(he 1 (y) = Rn(y)ha ()
B dnf1 X—Yy
~ Vdn Vdn % On(X)Pn—1(y) — dn(y)Pn—1(x)
B dnfl X—Yy
_ \/EX Gn(x)Pn—1(y) — dnl(y)Pn_1(x)
V2 X —Y

II Etude de @,
10) L’équation différentielle proposée est du type y” + a(x)y’ + b(x)y = c(x) ou a, b et ¢ sont trois fonctions continues
sur R. D’aprés le théoréme de CAUCHY, le probléme de CAUCHY (S(r, 3,Y)) admet une et une seule solution sur R.

Les solutions sur R de I’équation homogéne associée p” (x)+y?p(x) = 0 sont les fonction des la forme x — A1 p7(x)+A2p2(x)
ot (A1,A2) € R? et p7 et py sont les fonctions définies sur R par Vx € R, p1(x) = cos(yx) et p2(x) = sin(yx).

Une solution particuliére de 1’équation p”(x) + y2p(x) = r(x) est fournie par la méthode de variation des constantes : il
existe une solution particuliére de I’équation de la forme x — A1 (x)p1(x) + A2(x)p2(x) ol A1 et A2 sont deux fonctions

-, , o s A1p1 +A3p2 =0 L ei(x) p2a(x) | _ | cos(yx)  sin(yx) | _
dérivables sur R et solution du systéme { Mol Ao =1 On a ol(x) pa(x) | = | —ysin(yx) yeos(yx) |~ Y et
les formules de CRAMER fournissent pour x € R

A(x) = l 0 sin(yx) ‘ = —lr(x) sin(yx) et A5(x) = l ‘ cos(yx) 0 ‘ = lr(x) cos(yx).
! v | r(x) ycos(yx) Y 2 vy | —ysin(yx) 7v(x) %
1 1
On peut prendre Aq(x) = 7;,[ T(t) sin(yt) dt et Az(t) = ;J T(t) cos(yt) dt. Une solution particuliére de 1’équation
0 0

proposée est donc

p(x) = —% cos(yx) J: r(t) sin(yt) dt + % sin(yx) J: T(t) cos(yt) dt = % J: r(t) sin(y(x — t)) dt.

‘I X
La solution générale de ’équation proposée est x — Ay cos(yx) + Az sin(yx) + ; J r(t)sin(y(x —t)) dt, (A1,Az2) € R2.
0

La condition p(0) = B fournit A7 = 3. Ensuite, pour x € R,

p’(x) = —A1sin(yx) + Az cos(yx) +

% (v sin(yx) JX T(t) sin(yt) dt — cos(yx)r(x) cos(yx) + 7y cos(yx) JX T(t) cos(yt) dt + sin(yx)r(x) sin(yx)) ,
0 0

et la condition p’(0) = 0 fournit A, = 0.

La solution sur R du probléme de CAUCHY (S(r, 3,7v)) est la fonction po définie sur R par :
] X
Vx € R, po(x) = P cos(yx) + Y J r(t) sin (y(x —t)) dt.
0

11) Pour x € R, posons 1(x) = x?>¢2m (x). D’aprés le résultat admis ci-dessus, Gz est solution de (S(r, dpam (0), 5, (0))

(=)™ v@Emt .
A amm] d’aprés la question 7) et y = v/4m + 1.

ou encore du probléme (S(r, ®2m,0) olt xom =

D’aprés la question précédente, on a donc

(-1
A

Vx € R, bam(x) = otam cos(vAm + Tx) + - — 2 dam(y) dy ol o =

12) D’aprés la formule de STIRLING
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2m
W_m) o
e (—nHm

m— oo 7r‘/4 E) V2 T /ami/A

X2m

(=™
m—o4oo /TM /4’

13) Soient x € R puis I =[0,x] si x > 0 et [x, 0] si x < 0.

J: sin 4m+](x_y))y2¢zm(w dy| <

dm + 1

1
WJ'IUZ|¢2m(U) dy

! 4 J 2 : :
< — dy x d égalité de CAUCHY-SCHWARZ
4m+1\/Ly y \/chzm(y) y (inégali )

] 4 2 _ ] 4
< Tm\/Ly dy x \/JRdDzm(y) dy = Tmiﬂwjly dy

1 XP 1 P2

Im+1V 5  Vdm+1 5

14) D’aprés la question 11), pour tout réel x,

2y/m
NEal 1w Sm( ‘““*”z}“”)
—1)™y/mm"/4a; ., cos <7> + (=)™ y/am!/4 J m Y2 dam(y) dy
2y/m Im+T1 Jo Vam £
. o . o m 1/4 (xV/Am+T\ 4m +1
Soit x € R. D’aprés la question 12), on a ml—l>n+100( N™y/mTm' %o, cos ( 3 /m = cosx (car I/ me 1).
D’autre part,
X x |*/?
x V4 1 — —
1y [T bm( N y)>y damly) dy| < yam1+ 12T VAN
0 4m +1 am = V5 4my/10
X
. V4 (o= —
s . m 1/4 [ 2™ Sm( mr (2\/ﬁ y)) 2 ,
On en déduit que lim (—1)™y/Tm Yy dpom(y) dy =0 et on a montré que

= COS X.
m— +00

WeR, lim —1)"vam' ¢rm (ﬁﬁ)
III Intégrales de déterminants
15) Soient N € N* et (x,y) € R%. Pour z € R,
N—-1 N—-1
KNI (x, KN (z,y) = <Z ¢k(xJ¢k(zJ> <Z q»azm(y)) = > oxX)x(z)di(2) P (y).
k=0 1=0 0<k,1IKN-1

Chaque produit ¢rdr, 0 < k, 1 < N — 1, étant intégrable sur R, la fonction z — KN (x, 2)K(N)(z y) est intégrable sur R
et

+00 Foo
| kMrakMewa= Y eme | oz d

— 0<k, I<KN—1

= Z br(x)dr(y)dk 1 (d’apres les relations (5))
0k, IKN—T

N-—1
D dxx)dbr(y) =KMN(x,y).
k=0
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De méme, les relations (5) fournissent

—+00 +00 _
| KM ac= Y[ ontioni ax= Y 1=N
—0o k=0 Y~ k=0
+oo +oo
VN € N* V(x,y) ERZ,J KM (x,2) KN (z,y) dz = KN (x,y) et VN EN*,J KM (x,x) dx = N.

16) Une composée de deux permutations de [1,k] est une permutation de [1,k] et donc G est une permutation de [[1,k].
e Si o(k) =k, 0 =0 et donc o(k) = k. De plus, ¢(0) = ¢(0).
e Si o(k) #k, o(k) = (k, o(k)) (o(k)) = k. De plus, ¢(0) = —¢(0).

0 est une permutation de [1,k] telle que o(k) = k, de méme signature que o si o(k) = k et de signature opposée
a celle de o si o(k) # k.

17) Soit 0 € &k. Pour T € Gy on a

1€87'(0({0) ©6(1)=6(0) ©T=06T=0C (),

(puisque 2(k) = k = 5(k)).

-~

Soit T € &y telle que T = 0.
T=0& (k,7(k)) ot = (k,0(k)) oo & 1= (k,T(k)) o (k,o(k))oo

Ainsi, si T= 0, T est nécessairement 'une des permutations o, = (k,1) o (k,o(k)) oo, 1 <1< k.

Réciproquement, pour 1 € [1,k], o1(k) = (k,1)(k) =1 et donc 6 = (k, o1(k)) o (k,1) o (k,0(k)) o 0 = (k,0(k)) o 0 = 0.
Ainsi, 871 (0 ({0})) = {01, T < 1 < k}. Comme les permutations o1, 1 < 1 < k, sont deux a deux distinctes (car
(k,Do(k,o(k))oo=(k,1")o(k,o(k))oo= (k1) =(k,1') =1=1/, on a montré que card (6_] (0 ({G}))) =k

Vo € Gy, card (9*1 (6 ({G}))) =

(Erreur d’énoncé).
18) Soient N € N*, (x1,...,xx) € R et 0 € &y.

ler cas. Supposons o(k) = k. Dans ce cas, 6 = G = o1 x—1]. De plus, Vi € [1,k — 1], o(i) # k et donc, d’aprés les
identités de la question 15),

+oo Kk +o00 k—1
J HK(N Xi, X (i) ka—HK (X4, Xo(1) )J K™ (g, xxc) ka:NHK(N) (xi,Xo(1))
—% —00 i=1

—NHK (xi, X5 (1)) -

2éme cas. Supposons o(k) # k. Pour i € [1,k], o(i) = k & i = 0~ '(k) et donc, toujours d’aprés les identités de la
question 15),

+oo K +o00
J HK(N Xi, Xo(1)) dxic = H KM (Xivxa(i))J KN (31 1) 30) KN (ks Xo(x)) dxi
T ik, ito—1 (k) —00
=KkM (Xo-1(x)» Xo(k)) H KN (X4, Xo(1)) -
i#k, iAo~ 1 (k)
Maintenant,

esiic[1,k]\{k, o "(k)}, alors i n’est pas k et aussi o(i) n’est ni k, ni o(k). Par suite, 6(i) existe puis
o(1) = 0(i) = (k, o(k)) o o(1) = o(i),

ectsii=o'(k),alorsi#k et 5(1) = 3(c' (k) (k, o(k)) o o(0—" (k) = o(K).
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Finalement, K™ (x5—1 (1), Xo (k) H KM (xi, xo(1) H K™ (x4, %5 (1))
ik, i£o—1 (k)

+oo k
VNEN*,V(M,...,Xk)GRk,VGEGk,J HKN xl,xm)dxk_

19) D’apreés la question précédente,

+oo Kk

+o00
J DetK™ (x1,...,xx) dx = Z E(O‘)J' HK(N (i, Xo(1)) dxx
- S T i=1
=N Z HK X‘L’XO"L)+ Z HK lexcrl)
0€S,/ o(k)=k c€S,/ o(k)#k
=N Z HK Xlaxcl)* Z HK lexcrl)
0€S,/ o(k)=k c€S,/ o(k)#k

(d’aprés la question 16) et puisque ¢(6) = £(0)).

Maintenant, la question 17) montre que chaque élément o’ de Gy_1 a exactement k antécédents par 6 dans Gy. On peut
donc partitionner &y en k parties S1,.. ., Sk constituées chacune de (k—1)! éléments telles que la restriction de 0 a chaque
Si, 1 <1<k, soit une bijection de S; sur &y_1. De plus, comme V €€ Gy, 0(6) = G et que (k) =k, tout élément ¢’ de
Gx_1 admet un antécédent o par 0 vérifiant de plus o(k) = k. Par suite, on peut imposer que 'une des parties S;, par
exemple S1, soit constituée des éléments o € &y telles que o(k) = k. On obtient

J'HODetK(N)(x],...,xk) dx =N Z HK xl,xcl)f Z HK xl,xal)

- cEGL/ o(k)=k cEGL/ c( )£k
k—1 Kk
=N Z e(&)HK(N Xi, X5 (i Z Z el HK (x4, X5 (1))
oES, i=1 1=2 c€$,
=N Z HK xl,xcl)f(kfﬂ Z HK xl,xcl)
GEGK GEGK

= (N—k+1)DetK(N (X1, ey Xpe1) -

+oo k
VNeN*,V(xl,...,xk)eRk,J HK(N)(xl,...,xk) dxi = (N —k+ 1)DetK™N (xq,...,x_1).

III Déterminants et intégrales

20) Soient N > 2 et (x1,...,xn) € R™ hy_1 est un polynome de degré N—1 unitaire et donc hy_1—xN"" est un polynéme
de degré au plus N — 2. La famille (hy,...,hn_2) est une base de Rny_2[X] (famille de N — 1 polynémes de degrés deux a
N—2
deux distincts et inférieurs &8 N —1. Donc il existe (o, ..., an—2) € RN7T tel que hny_1 — XN 7T = Z axhyk ou encore tel
k=0
N-2 N—1
que hn—1— Z oache = XN71. On effectue alors sur le déterminant a calculer la transformation Cn «— Cn — Z ok—1Cxk.
k=0 k=1
Cette transformation ne modifie pas la valeur du déterminant proposé et on obtient
ho(x1) ... hn-2(x1) hno1(x7) ho(x1) ... hn—alx1) x}!
ho(x2) ... hn-2(x2) hno1(x2) ho(x2) ... hn_2(x2) X3!
ho(xn) ... hn-2(xn) hno1(xn) ho(xn) -.. hn_2(xn) XN
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On réitére sur les colonnes Cn_1,..., C2 et en tenant compte de C; = |, on obtient
1
ho(x1) ... hn-2(x1) hno1(x1)
ho(x2) ... hn-2(x2) hn-1(x2)

= Van(xq,...,xn) = H (Xjfxi)
ho(xn) ... hn—2(xn) hn—1(XN)

ce qui reste conventionnellement vrai quand N = 1.

VYN € N*, V(x1,...,xN) € RN, det (hi—1(xi))1<i,j<N = Van(xq,...

21) e Pour k =N,

1 (N) 1 (N) | -y N o x? 2
- X1, XN) = ———————— X1y XN) = ————— @ 2 im1 X Xi — Xi
Bodr A YN L R P T A N = od A KLLN(’ g

1 N 2 2
- *Zi: Xi . .
“hd . de S T (det (h’*‘(’“”]éivi@)
1 X 2
= | det il e ? hj—](xi) = (det((bj—](xi))]gi‘jg]\])
i1 1<ij<N

= det ((d)kf1 (Xi))]gi‘kgl\j x * (br—1 (Xj))]gj,kg]\])

N
= Det <Z br—1(xi)Pr—1 (Xi)> = Det ((K[N)(Xi’xj))lsi,j<N>
1<i,j<N

k=1
= DetK(N)(x1,. C XN

La formule de I’énoncé est donc vraie quand k = N.

1
e Soit k € [1,N]. Supposons que o d)LN)(X]""’Xk) = DetKM™ (x1,...,%). Alors
— oy Xk1) = Xk, y) d
do...qu(bk*‘(X]’ Xi-1) (N—(k—1))J) o do...dN,lwk (x1,...,xk-1,Y) dy
1 +o00

=—— DetK(N) ey Xk ar hypothése de ré
N—(k=1)] J e (x1,...,%Xk—1,Y) dy (par hypothése de récurrence)

= DetK™ (x1,...,xx_1) (d’aprés la question 19)).

—00

Le résultat est démontré par récurrence.

1
VN € N*, ¥(x1,...,xn) € RN, Vk € [1,N], — (N)
0...AN—

http ://www.maths-france.fr 7 © Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés.



