SESSION 2009

Concours commun Mines-Ponts

DEUXIEME EPREUVE. FILIERE PC

I Question préliminaire

U.X*] u-x
1) Soit x € R. La fonction f : uw— ———————— est continue et positive sur ]0, 1]. De plus,

T4+u
eSix>1, f(u) > u~* avec —x < —1. Dans ce cas, f n’est pas intégrable sur 10, 1].
u—
e Six <0, f(u) > u* T avec x — 1 < —1. Dans ce cas, f n’est pas intégrable sur ]0, 1].
u—

eSi0<x<1,f(u ~ . w4 u>avecx—1 > —1et —x > —1. Dans ce cas, la fonction uu*~' + 1~ est intégrable
u—

sur ]0, 1] et il en est de méme de f.

Vx € R, I(x) existe si et seulement si x €]0, 1[.

II Une identité intégrale

2) Soient x > 0 et y € [0, 1. Puisque f est développable en série entiere sur [0, 1[, f est en particulier continue sur [0, 11.
La fonction v — yv est continue sur [0, 1] & valeurs dans [0,y] C [0, 1] et la fonction f est continue sur [0, 1[. Par suite,
la fonction v — f(vy) est continue sur [0, 1] puis la fonction v — v~ 1f(vy) est continue sur ]0, 1]. De plus, f est continue
en 0 et donc bornée au voisinage de 0. On en déduit que quand v tend vers 0, V¥~ 'f(vy) = O(v*~ 1) avec x — 1 > —1.
Finalement, la fonction v — v*~1f(vy) est intégrable sur ]0, 1].
1
3) On note tout d’abord que pour x >0 et y € [0, 1], on a S[f](x,y) = J V< (vy) dv
0
Soient x > 0 et a €]0, 1[. Pour (v,y) €0, 1] x [0, al, on pose ®(v,y) = v~ f(vy).
e Pour chaque y € [0, a], la fonction v — ®(v,y) est continue par morceaux sur ]0, 1].
e Pour chaque v €]0, 1], la fonction y — ®(v,y) est continue sur [0, a].
e Pour chaque (v,y) €10, 11x[0, al, |®(v,y)| = v T[f(vy)| < [[f[la,covV* ' = ©0(Vv) ot ||f||a,c0 désigne la borne supérieure
sur le segment [0, a] de la fonction continue |f|. De plus, la fonction @q est continue par morceaux et intégrable sur
le segment ]0,1] car x — 1 > —1.

D’aprés le théoréme de continuité des intégrales a paramétres, la fonction y — S[f](x,y) est continue sur [0, a] et ceci pour
tout a €]0, 1[. Finalement, la fonction y — S[f](x,y) est continue sur [0, 1[.

Vx > 0, la fonction y — S[f](x,y) est continue sur [0, 1].
4) Soit x € F=R* \ N. Soit y € [0, 1[. Pour v €]0,1], on a

x]fyv Zaynx+n1

Pour n € N et v €]0, 1], posons fn(v) = apy™vtn-1.

e Chaque fonction f,, est continue et intégrable sur ]0, 1] car dominée au voisinage de 0 par v¥~! avec x — 1 > —1.

e La série de fonctions de terme général f,,, n € N, converge simplement vers la fonction v — v*~1f(yv) sur ]0, 1]. De plus,
la fonction v — v~ 1f(yv) est continue sur 10, 1].

+oo .1 +o00 1 : “+o0 |Cl ‘yn ‘a ‘yn
o n x+1n— o n . n - n . L.
° nZOJ' [frn(v)] dv = Zo\an\y L v dv = T;) . Mais e o(|lanly™) et puisque la série de terme
+oo .1
général |an[y™ converge (puisque |[y| < 1), on en déduit que Z J (V)| dv < +o0.
n=0

D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme, la fonction v — v*~'f(yv) est intégrable sur ]0, 1] et

+00 1 +oo
_ n x+n—1 _ dn
SIfl(x,y) J (Zany v ) dv—Zoany J'Ov dv_ZOn—i—xy .
n= n=
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+o00

V(x,y) € Fx [0, 1], SIfl(x,y) =

5) Soient x € Fet n € N.

=t C(=Da [sin(rn+x)0) ] (=1 sin(m(n + x))
) = S L cos(min +x)t) dt = s [ i+ x) ]O = i) T ant )
(=) (=D)tsin(mx) T
sin(7x) nn+x)  n+x

1
vx,€F, Vn e N, In(x) =

Con+x
6) Soient x € Fet y € [0,1[. Pour t € [0,1], on a
_ +o00
elmxty (—yei”t) — Z (7])nanelﬂ(x+n)tyn'
n=0
+00 .1 ) +o00
Comme en 4), puisque ZJ ‘(—”nanynem(wn)t dt = Z lanly™ < 400, u théoréme d’intégration terme a terme
n=0 n=0
permet d’écrire
- T _ x> 1 _
JIfl(x,y) = =————Re J et (—ye™) dt| = - > an(—y)“J Re (em(x+n)t) dt
sin(7tx) 0 sin(7tx) = 0
+00 1 oo
—1)"n
= Z any“(_ ) J cos(m(n 4+ x)t) dt = Z dn y™.
— sin(7tx) Jo —=mntx

En tenant compte de la question 4), on a montré que

V(x,u) € Fx10,1[, S[fl(x,y) = J[fl(x,y).

+oo
7) La fonction g est développable en série entiére sur [0, 1] et pour u € [0, 1], g(u) = Z (=1)™u™. On peut appliquer ce

n=0
qui précéde a la fonction g.

+00 +o00
- 1
Pour z € C tel que |z| < 1, g(z) = E anz" = E (="t = T
n=0 n=0

Soient x €]0, 1[(C F) et y € [0, 1[. D’aprés la question 6)

B B T 1 eirrxt B T 1 einxt(] 7yefi7-rt)
Slal(x,y) =TJlgl(x,y) = MRG UO <W> dt] = sin(Tx)Re UO <(1 e _ye—m)> dt

. om r Re (et — yelm(x~-1t) die T J] cos(mxt) —y cos(m(1 — x)t)
~ sin(mx) J, 1 —2ycos(mt) + y?2  sin(mx) J, 1 — 2y cos(mt) + y2

dt

Ensuite, 1 —x €]0, 1] et en remplagant x par 1 — x, on obtient

dt

7 J‘ cos(7t(1 = x)t) — y cos(m((1 — x) — 1)t)

Slgl(1 —x,y) = sin(nt(1—x)) J, 1 — 2y cos(mtt) + y?

T lr cos(7t(1 — x)t) —y cos(mxt) dt

sin(7x) Jo 1 — 2y cos(mt) +y2

et finalement
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1
T cos(mxt) —y cos(m(1 — x)t) 4+ cos(7(1 — x)t) — y cos(7rxt)
C =S Slgl(1 — = dt
al0c,) = Slolx u) + Slal(1 = xy) = 7 | e
(1 —y) J‘ cos(xt) + cos(m(1 — x)t)
- dt
sin(nx) Jo 1 —2ycos(mtt) + y2
(1 —y) [! cos(mxt) + cos(m(1 —x)t)
112 — t.
vx,y) €0,1, Cll(x,y) sin(7x) L 1 — 2y cos(mtt) +y2 d
III Noyau de Poisson
8) Soit y € [0,1[ et t € [0,1]. Déja [ye!™| =y < 1 et donc 1 —ye'™ £ 0 puis
T+ye™  (1+ye™)(1—ye ™)  1—y? + 2iysin(mt)
1 —yeimt (1 —yei™t)(1 —ye—int) = 1 —2ycos(mt) + y2
1— 14 yel™t
t d P(t =Re| —— .
et donc P(t,y) = 1—2ycos(7tt)+y e<1—ye”‘t)
1 imt
Yy € 0,1[, ¥t € [0,1], P(t,y) = Re (i)
1 7yel7'[t
9) Soit t € [0,1]. Pour y € [0,1[, [ye"™| =y < 1 et
+o0
]+Uelnt =1+ eu—rt Z n 1n7'rt Z n 1n7'rt Z n+1 1n+1 Jpit _ 1+ZZ n 1n7'rt
T = (1+y Y Y Y Y
n=0
et en prenant la partie réelle des deux membres, on obtient
+oo
Yy € (0,11, vt € [0,1], P(t,y) =142 ) cos(nmt)y™.
n=1
oo 1 oo
10) Soit y € [0, 1[. Puisque Z J' [cos(nmt)y™| dt < Z y™ < 400, on peut intégrer terme a terme comme en 4) et on
n=1 n=1

obtient
1
J P(y,t) dt—J 1dt+ZZy J cos(nt) dt_1+22wy‘:]_
0

11) Soit « €]0, 1[. Pour (t,y) € [, 1] x [0,1], 1 — 2y cos(mt) + y? = (1 —ye™)(1 —ye ™) = |1 —yel7™t|2.
-Siy < 1, on a déja vu que que |[yel™| =y < 1 et en particulier |1 —ye'™| # 0.
Siy=1,1-ye™=0& ™ =1 & t € 2Z. Mais t €]0, 1] et donc [1 —ye'™| # 0.

Ainsi, Y(t,y) € [a, 1] x [0, 1], T — 2y cos(mt) +y2 = |1 —ye'™| > 0.

Soit y € [0, 1]. La fonction t — cos(7tt) est décroissante sur [«, 1] et donc la fonction t — P(t,y) est décroissante sur [«, 1].
Mais alors

1 1
<J P(t, y)lo(t)] dt < P(oc,y)J () dt.
0

X

1
J P(t,y)e(t) dt

X

11 !
Mais quand y tend vers 1, P(«,y) tend vers ——— =0 et donc lim J' P(t,y)e(t) dt =0.
2 — cos(ma) S

D’autre part, pour y € [0, 1] donné,

o o« o 1
J P(t,y)e(t) dt‘q Pt,y)le(t)] dt < sup |<p(u)|J Pt,y) dt < sup |<p(u)|J Plt,y) dt = sup |o(w)l
0 0 uelo, ol 0 uelo, ol 0 uwelo, ol

1
Vo €]0, 11, hm1 J P(t,y)e(t) dt =0 et Yo €]0, 1, Vy € [0, 1],
y—

x

(o4
J Pt u)o(t) dt‘< sup lo(t)l.
te[0,«]

0
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12) Supposons tout d’abord ¢(0) = 0. Soit ¢ > 0.

La fonction ¢ est continue en 0. On peut donc choisir & €]0, 1[ tel que Vt € [0, «f, |@(t)] = |o(t) — @(0)] <
€

o étant

N ™

ainsi dorénavant fixé, on a sup |@(t)] <
tel0,«] 2

D’aprés la question précédente, pour tout y € [0, 1], on a

1
< <S+|| Pvien o

x

1
Jpwwwua

x

1
Lwawﬂa

fo P(t,y)e(t) dt‘ +

0

N

1
Toujours d’aprés la question précédente, lim J P(t,y)o(t) dt = 0 et il existe v €]0, 1] tel que

y—1 )

£
< -

vye 0,1l (ly—1<v= 2)-

1
ijwwﬂa

x

€ ¢
<s+35=¢

P 1—v,1 a al
our y €]1 —+v, 1[, on a alors 513

1
JPwmwﬂa

0

1
< ¢) et donc que lim J P(t,y)e(t) dt =0.
y—1Jo

1
On a montré que Ve >0, 3v >0/ Vy € [0, 1], (ly—1l<v = J P(t,y)ep(t) dt
0

1

Soit alors ¢ une application définie et continue sur [0, 1] & valeurs réelles quelconque. Pour y € [0, 1], J P(t,y)o(t) dt =
0

1 1 1
J P(t,y)(@(t) — @(0)) dt + (p(O)J P(t,y) dt = J P(t,y)(@(t) — ©(0)) dt + @(0) (d’apres la question 10)). Puisque la
0 0 0

fonction @ — @(0) s’annule en 0, le travail précédent montre que

1
limJ P(t,y)e(t) dt = @(0).
y—1Jo

IV Application a un calcul d’intégrale

13) Soit (x,y) €10, 1[x[0, 1[. D’aprés la question 7),

dt

f cos(7t(1 — x)t) + cos(mxt)
sin(7tx)

(1+y)Clgl(x,y) o 1—2ycos(mt) +y2

1

1
< P(t,y) cosﬂxt)dt—l—J
0 0

P(t,y) cos(m(1 —x)t) dt)

SlIl

— S (Al + A = x,y),
sin(7tx)

et donc

m(Alx,y) + A —x,y))

V(x,y) €]0,1[x[0, 1], Clgl(x,y) = 0+ v s

14) Soit x €]0, 1[. D’aprés la question 12) appliquée a la fonction ¢ : t — cos(mxt) qui est bien continue sur le segment
[0, 1],

1
lim A(x,y) = lim J P(t,y) cos(mxt) dt = cos(mtx x 0) =1,
y—1 y—1Jo

et donc aussi hm A(1—x,y) = 1. D’aprés la question 13) on a donc
y%

n(1+1) oom
(14 N)sin(mx)  sin(mx)

y— 1

s

vx €10, 1], &@1 Clgl(x,y) = ey
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15) Soit (x,y) €]0,1[x]0, 1[. En posant u = yv, on obtient

1 yx—1 1 yx Y, x—1 ; Yo
C =S , Slgl(1 —x,y) = d dv=y * d = d
[9](x,y) = Slgl(x,y) + S[g}(1 —x,y) L TTov V+L Ty &= L Tty L T v
1 T 1 uwx
Quand y tend vers 1, cette derniére expression tend vers J T u +J' ] du = I(x) et on a donc montré que
0 u 0
LETR LN T
Vx €]0, 1], J du = — .
0 T+u sin(7tx)
) © Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés.
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