SESSION 2006

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE PC

I Préliminaires

1) Soit f € Cp. Tf est continue sur R a valeurs dans C et de plus pour x € R

1 x+1 X 1 x4+ 1 X
Tf(x+1)—z<f< > )+f(z+1)>_z<f< > )—l—f(i))_Tf(x),

et donc Tf  CO.
T(C%) c c°.

x+1 1
F(55)[) < 208+ 1) =l et dome [T <

2) Soit f € C°. Pour tout x € R, [Tf(x)| < % (‘f (%)‘ +

2
Ainsi, Vf € C°, ||Tf||oo < [|f]loo puis sup |[|Tf|jec < 1. D’autre part ||Teo|loo = ||€0/leo = 1 ce qui impose sup | Tf|lo = 1.
flloo =1 flloo =1
Finalement,
sup || Tf|lo = 1.
[lflloo =1

3) Soit f € H.

J; Tf(x) dx:% <ﬂf(§) dx—i—ﬂf(x—;]) dx> :%

Donc Tf € HO.

1/2 1 1
J f(u) 2du +J f(u) 2du> = J f(u) du =0.
1/2 0

4) Soient f € C° et a € R.

1 1

(f(x) —A) dsz(:H\zJ' f(x) dx.
0

f—oceoeHo(:)J'
0

II Fonctions trigonométriques
5) Soit k € Z. Pour x € R,

T+ (1% o 0 si k est impair
2 ex/2(x) sik est pair

Vp € Z, Teyp = ep et Teapyq = 0. I

Tek(x) — (eikrrx + eikrrrr(x+] ))

N —

1

Soit k € Z. J etk dx = dk,0 et donc
0

Vk € Z, Pey = 5k,o€0. I
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k
Soient n € N puis k € [-n,n]. Si k est impair, T(ex) =0 € E,, et si k est pair, alors 5 € [-n,n] puis T(ex) = ex,2 € En.
Par suite, T(Eq,) = Vect(Tex) _n<kgn C En. D’autre part, P(E,,) C D =Eo C Eqn.

vneN, T(E,) C En et P(E,) C Eq.

6) Soient (a_2,a_1,ap,a1,az) € C> puis f =a_,e , +a_j1e_ 1+ apeo + ajer + aze;.
Tof =To(a_e_2 +a_je_q1 +apeo +ajer +azey) =a_ze_q + apeo + azey.
Soit A € C. Puisque la famille (ex)_2<k<2 est libre

Aa_> =0
Aa_1=a_

Lf =Af& Ao = ap (S).
)\0.1 =daz
Aa; =0

e SiAZ{0,1}, (S)& a2=a_1=ap=a; =az =0 et A n’est pas valeur propre de Tj.

e SiA=0,(S)& a3 =ap=az =0. Donc, Ker(T,) # {0} puis 0 est valeur propre de T, et le sous -espace propre associé
est de dimension 2.

eSiA=1,(S)e a2 =a_1=a; =ay=0. Donc, Ker(T, —Idg,) # {0} puis 1 est valeur propre de T, et le sous -espace
propre associé est de dimension 1.

Enfin, dim (Ker(T;)) 4+ dim (Ker(T, — Idg,)) =3 < 5 = dim(E2) et donc T, n’est pas diagonalisable.

Les valeurs propres de T, sont 0 et 1. T, n’est pas diagonalisable. I

7) Soient n € N* puis k € N* I'unique entier tel que 271 < n < 2k,

e Soit m € [-n,n] \ {0}. m s’écrit de maniére unique sous la forme m =2%(2 + 1) ou0< a<k—Tet p € Z.

D’aprés la question 5), si « = 0, on a They =0 et si x # 0, on a Tnem = Theza(2p41) = €20-1(2p41) et plus généralement
par récurrence TYem = TYerx2p41) = €2p41. Mais alors Tﬁ‘“em = 0. Ainsi, dans tous les cas, TT‘i“Hem = 0. Comme

k > a+ 1, on a encore Tre,, = 0 et plus généralement
Vp =k, Vm € [-n,n] \ {0}, Them = 0= Pnenm.
e D’autre part, Tneo = eo et donc Vp > k, Theo = ep = Pneg. On a montré que
Vp >k, Vm € [-n,n], TR em = Prem.

Mais alors, pour p > k, les endomorphismes T} et P, coincident sur une base de E,, et sont donc égaux.

Vp >k, TR = Pn.

8) Soit f € C°. Les applications f et Tf sont continues sur R et 1-périodiques. On peut donc calculer leurs coefficients de
FOURIER. Soit n € Z.

1 1 —2inmx 1 1 x —2inmx ! x+1 —2inmx
Cn(Tﬂ_TL Tf(x)e dx—z (Lf(z)e dx+J'Of< 7 )e dx

1
f(u)e—Zinﬂ(Zu—1 ) 2du>

1/2 )
J f(u)e—ZLnn(Zu) Zdu_l_J
1/2
L 1
f(u)e—Zi(Zn)ﬂu du:J f(u)e—Zi(Zn)nu du

1
2
1/2
— J f(u)e—Zi(Zn)ﬂu du+J'
0

1/2

Vn € Z, cn(Tf) = con(f).

9) Soit f € CO. f et Tf sont continues sur R et d’aprés un corollaire de la formule de PARSEVAL,

feEKaT & Tf=0&YneZ, cn(Tf) =0 & Vn € Z, con(f) = 0.

KerT = {f € C°/ Yn € Z, con(f) = 0.
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Ce noyau contient entre autre Vect(ezp+1)pez.

ITT Fonctions holderiennes

Soit oc €]0,1[. C* est effectivement un sous-espace vectoriel de C° car C* contient 0 et est contenu dans C° et si de plus
(a,b) € C? et (f,g) € (C%)?, alors pour (x,y) € R? tel que x #y

af +bg)(x) — (af + b f(x)—f x) —
I g)(x) ((x 9)(y)l <| ‘\ (x) SJ)l -Hbllg( ) giy)l < lafma () + [blma(g).
x =yl x =yl x —yl
ce qui montre que af + bg appartient & C*.
10) Soit f € C*. Pour (x,y) € R? tel que x #y
ITf(x) — Tf(y)| 1 1 X y x4+ 1 y+1
< _ Z)Y_f (2 _ g
[x —y|* \|xfy|°‘><2 ‘f(Z) f(Z)‘+ f 2 f 2
1 1 X Y|« x+1 y+1|%
< w - _Z 2
SR x5 (ma(f) <1373 + mq(f) x > > )
_ me (f)
20
. M (f)
Par suite, Tf € C* et de plus my(Tf) < Ja
T(C¥) € C¥ et Vf € C%, ma(TF) < m;‘og”.

11) Soit f € C*. D’aprés la question précédente et la question 2),

[Tafllo = Ma(Taf) + [ Tafloo
M (f)
20(
= Ifll«-

N

+ |fll0 < mu(f) +[|flloo (car & > 0)

On en déduit déja que sup ||Taf]|a < 1.
flla=1

D’autre part, mqy(eo) = 0. Par suite, eg € C* et |leo]|a = Mal€o) +]l€0ljeoc =0+ 1 =1. On en déduit que sup ||Tuf|l« >
Iflla=

ITxeolla = |leoll« = 1. Finalement,

Ve C%, [[Tafllo <[If]loc et ”szuP1HTocfHa =1

12) Pour k € N et x € R, [A®e,« (x)| = |A|* et donc pour k € N, [[A*esx || = |AI¥. Comme [A| < 1, la série de terme général
[A%esx |loo - On a montré que la série de fonction de terme général Ae,« converge normalement sur R vers une fonction
que ’on note fj.

Puisque chaque fonction A¥e,« est continue sur R et que la série de fonctions de terme général A¥e,« converge normalement
sur R vers f) (et donc uniformément pour les PSI), f) est continue sur R. Enfin f) est 1-périodique en tant que limite
simple d’une suite de fonctions 1-périodiques.

13) Soit n € N. D’aprés la question 5),
n n n—1
TSh=TnSn =) MTex =) MTeyr =Y A lepn =Sy 1.
k=0 k=1 k=0
Soit alors x € R.

ITEA () — AfA ()] < ITEA(X) = TSn (%) 4+ TS (x) — ASn—1 (x| + [ASn—1(x) — Af(x]]
= |TfA(x) = TSn ()| + [ASn—1(x) — Afa(x]]
ST = Sn)lloo + AL Sn—1 — falloo
< |Ifa = Snllo + 1Al [Sn—1 — falloo (d’aprés la question 11)).
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Quand n tend vers +00, on obtient |Tf)(x) — Af(x)| = 0. On a montré que ¥x € R, Tfy(x) = Afa(x) et donc Tf) = Afy.

Enfin, f)(0 Z A= 7& 0 et donc f) # 0. Ceci montre que A est valeur propre de T.

YA € C, ]A\| < 1 = A valeur propre de T. I

1
14) Soit A € C tel que \| < =— —. Puisque oc > 0, on a en particulier Al < 1.

<px—yl < 5=

1
e Soient x et y deux réels distincts tels que |x —y| < 1. Il existe un unique entier naturel n tel que it n

n +o00

[Fa() — W) < Y MFlear () —ean (W)l + Y M¥lea (x) — ezx(y)l-

k=0 k=n+1

Déja,

too n+1 &
M 2 1 2 1 2
> AMea (x) — exx(y Z NS =205 S T <za) T <zn+1> oY

k=n+1 k=n-+1
Ensuite, d’aprés le rappel du début de la partie III,

n k
D NMleae(x) — exe(y)l < 27 (Z 7\|k2k> x—yl < 2m (Zz‘ “) x—yl
k=0 k=0

(2]_“)T1+1 1
21— ]

(2]7“)T‘L+] 1«

B e
T—

=2n Ix —y| (car « €]0, 1] et donc 2'~% > 1)

|1—oc>< | |oc

N

21 X—y

\x Yyl (carx —y| <2 et 1 —a>0).

2 21—oc
En résumé, si [x —y| < 1, [fa(x) — faly)l < (1 N +27'[ — ]) Ix —yl|*.

e Soient x et y deux réels tels que |[x —y| > 1. Alors [x —y|* > 1 et

+00

400 1—

2 2 2 27«
f —f < Al - <2 N = —— < ——x—yl* < 2 —yl|*.
700 =51 < 3 WHlear () —ean ()l €23 W= 705 < e (17~|+ ﬂ21a1>lx u

2 21—oc
On a montré que Y(x,y) € R?, [fa(x) — fa(y) (1 N +27121_(x —

> |x —y|* et donc f) € C*.

15) T laisse stable H® d’aprés la question 3) et C* d’aprés la question 10) et donc T laisse stable H* = H® N C*.
2m 1

16) Soit f € C°. Montrons par récurrence que ¥n € N, ¥x € R, T"f(x Z f kZ_ +x2 )
k=0

e C’est immédiat pour n = 0.
2"

e Soit n > 0. Supposons que VYn € N, Vx € R, T"f(x Z f kZ ™4 x27 ) Alors, pour x € R,

k=0
T f(x) = % (T“f (%) F T (X; 1 >)

2m—1 2" 1
k2—m 2 k2—™ 27"+ 1
2n+1 < Z f ( + x > Z f ( +; + )) (par hypothése de récurrence)

k=
1 2" —1 2™ —1
— ST <Z f(kZ*(n+] +X2 (n+1) )+ Z f((k+2n)2 (n+1) +X2 (n+1) ))
k=0 k=0
1 pA o+l
— ST Z f(kz—(n+1)+xz—(n+1)) + Z f(kz—(n+1)+xz—(n+1))
k=0 k=2n
1 2nt
ST Z f(kz—(n-H +x2- n+1)
k=0

On a montré par récurrence que
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2m
VneN, VxeR, TH(x) =2 ) (k2™ +x2").

k=0
17) Soient f € C*, n € Net x € [0, 1]. Pour k € [0, 2“]] on pose xi = k27" +x27 ™. zln =x0 <X <...<Xpn = 2_“ +1
est une subdivision & pas constant du segment [ I 2n + 1] Puisque f est 1-périodique, on a d’aprés la question 16)
1 2n—1 xel 2m—1 2" 1
T;‘f(x)—J f(t) 2"fok J f(t fok ZJ f(t) dt
0 A k=0 “ Xk
2" =1 i 2" 1 xge
S| X |t~ a < [ ) - fl
k=0 “Xx k=0 YXx
21 s 2n—1
<) J [t — il “ Mg (f) dt < ma(f) Y (et —xadxigt —xil®
k=0 "Xk k=0

1

T2 f(x) fJ f(t) dt

0

Ainsi, Vx € [0, 1], < 27™%mg(f) et on a montré que

1

Tof(x) fJ f(t) dt

0

vVfe C* VneN, sup
x€[0,1]

< 27 m (f).

1

18) Soient f € H* et n € N. Alors, J' f(t) dt =0 et puisque T2 f est 1-périodique, la question précédente fournit
0

1

ITXlleo = sup [TRf(x)] = sup T‘;‘f(x)f‘[ f(t) dt| < 27 mg(f).

x€[0,1] x€[0,1] 0
) . . M () . k M () .
D’autre part, la question 10) fournit my (Taf) < I et donc par récurrence Vk € N, my (TEf) < T Par suite,
me(f) | m«(f) il
T2l = ma120) + T2 < Tat?) 4 Ml o Mo _ g1y,

VF € HX, || TRl < 2" ||f]| I

1
19) e Les questions 13) et 14) montre que si A est un nombre complexe tel que [A| < Fa alors A est valeur propre de Ty.

D’autre part, ep est dans C* et Tyep = ep. Donc 1 est également valeur propre de Ty.

e Réciproquement, soient A € C une valeur propre de T, puis f € C*\ {0} un vecteur propre associé. f s’écrit de maniére

1 1
unique sous la forme f = kep + g oit k € C et g € H® (d’aprés la question 4), k :J f(t) dtet g =1 — <J f(t) dt) €eo)-
0 0
Tof =AM & To(keo + g) = Akeo + g) & keg + Tog = Akeg + Ag
& keo = Akeg et Tog = Ag (car Tog € H® d’apreés la question 3))  (x).

Si A =1, 1 est effectivement valeur propre de Ty et si A # 1, (x) fournit k(1 —A)eg = 0 et donc k =0 puis f = g € H*.
Ainsi, si A est une valeur propre de T, distincte de 1, les vecteurs propres associés sont dans H*.

Soient donc A une valeur propre de T, distincte de 1 et f € H* un vecteur propre associé. La question précédente fournit
pour tout entier naturel n

2o > TRl = Nl = A ]l
et puisque |[f|| > 0, on obtient aprés simplification
vn e N, 2%a)"

En particulier, la suite géométrique ((2"‘|M)n) est bornée ce qui impose 2%|A| < 1 et finalement |[A| < 27%. On a montré

que

neN

Sp(Ta) ={A € C/ N[ <27} U{1}
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