SESSION 2009

Concours commun Mines-Ponts

DEUXIEME EPREUVE. FILIERE MP

Question préliminaire
1) Soient n € N* et (Ai)i<icn € (RT)™ tel que Ay < Az < ... < A,. Les fonctions ¢a,, 1 <1< n, sont dans C([0, 1]).
n
Supposons par l'absurde qu’il existe (ai)1<ign # (0,...,0) tel que Z aidr, =0.

i=1

On peut alors considérer k = Min{i € [1,n]/ a; # 0}. Par définition oy # 0.

n n n
vx € [0, 1], Z axM =0=V¥x e [0,1], Z aixM =0 = Vx €]0, 1], Z XM =0,
i=1 i=k i=k

aprés division des deux membres par le réel non nul x*. Mais quand x tend vers 0, on obtient & = 0 ce qui est une
contradiction. Donc la famille (da,)1<ign est libre.

On a montré que toute sous-famille finie de la famille (dx, Jaso est libre et donc

la famille (pa)a>o est une famille libre de C([0, 1]).

A. Déterminants de Cauchy

n
A
2) Si les by sont deux & deux distincts, la décomposition en éléments simples de R est de la forme R = Z X —|—kb .
k
k=1
R(ar)
R(az) n
En notant Cq, ..., C,, les colonnes de D, et C la colonne . ,ona C = Z A Cyk et donc par linéarité par
‘ k=1
R(an)
rapport a la derniére colonne
n
det(C1 ) CTI—] ) C) = Z Akdet(C] Y Cn—] ) Ck) = Andet(C1 Y CTI—] ) Cn) = ATLDTH
k=1
car pour k <n, det(Cq,...,Cr_1,Cyx) est un déterminant ayant deux colonnes égales et est donc nul.
0
Maintenant, R(a;) = ... = R(an_1) = 0 et donc C = 0 et en développant det(Cq,...,Cn_1,C) suivant sa
R(an)
derniére colonne, on obtient det(Cy,...,Cn—1,C) =R(an)Dn_1. Ainsi (si n > 2 et)

si les by sont deux a deux distincts, AyDn, = R(an)Dn_1.

3) Supposons toujours les by deux a deux distincts. On sait que

s 7(*bn*a”-'-(*bn*anfl)7(a1+bn)'-~(an71+bn)
An = dim o b RO = g 8 (Con T bn1) (b —b1) ... (bn —bny)

et donc
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[Ttan—ai) JJ(on —bs)

D :R(an)D = (an—a7)...(an —an—1)(bn —b1)...(bn —bn_1) _ i<n i<n
" An " (a]+bn)---(an—]+bn)(an+bn)(an+bn—1)---(an+b1) H (ai+bj)
1<i,i<n, i=nouj=n
1 P
En tenant compte de D1 = ————, on en déduit,

ar + by

[ (ax — a0 ] J(bx =) IT (@—a) [T (b5—10)

n
i<k i<k I<i<jsn I<i<jsn
D, = —

k=1 H (ai + bj) H (ai + bj)

1<4,i<k, i=k ouj=k 1<i,jgn

Cette formule reste valable quand les by ne sont pas deux distincts car dans ce cas D, a deux colonnes égales et est donc
nul.

IT (@-a) J] (5-10)

Vn e N*, Dy, = 1<i<ign 1<i<ign _ Van(as,...,an)Van(by,... ,bn)_
I (ai+by) [T (ai+by)
1<i,j<n 1<i,j<n

B. Distance d’un point & une partie dans un espace normé
4) Soit x € E.

dx,A)=0&Ve >0 yecA/|x—yl|<e&Ve>0, Blx,e)NA#T & xEA.

Vx € E, d(x,A)=0& x € A.

5) Soient x € E et B et C deux parties non vides de E telles que B C C. Alors, d(x, C) < d(x, B). En effet, pour tout y de
B,onay € C et donc ||x —y|| = d(x, C). Par suite, d(x,C) est un minorant de {||x —y||, y € B} et puisque d(x, B) est le
plus grand des minorants de cet ensemble, on a bien d(x, C) < d(x, B).

Soit x € E. Pour n € N, on a A, C An+1 C A et done d(x,A) < d(x, A1) < d(x,Ar). Donc la suite (d(x, An))nen est
décroissante et minorée par d(x, A).

Soit alors € > 0. Il existe y € A tel que d(x,A) < [y —x|| < d(x,A) + ¢. Puisque A est la réunion des A, il existe ng € N
tel que y € Ay, . Par suite,

d(x,A) < d(x,An,) < [ly—x| < d(x,A) +e.
Pour n > ng, on a alors
d(X)A) g d(XvAT‘L) g d(XaATlo) g d(XvA) + €.

On a montré que Ve > 0, Ing € N/ Vn € N, (n > ng = d(x,A) < d(x,An) < d(x,A) + €) et donc liI}_l d(x,An) =
n— +0o00
d(x, A).

Vx € E, d(x,A) = lim d(x,An).

n— +oo

6) Puisque V est un sous-espace de dimension finie de E, V est un fermé de E. On sait qu’une boule fermée de E est un
compact de E et donc B est un compact de E. BNV est donc l'intersection d’un compact et d’'un fermé et on sait que
B NV est compact. On note de plus que B NV n’est pas vide car 0 € B (||J0 — x| < ||x]|), 0 € V (V étant un sous-espace
vectoriel) et donc 0 e BNV

Soit x € E. Puisque BNV C V, on a d(x, V) < d(x,BNV).
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Inversement, pour y € V,
esiy € B, alors d(x,BNV) < ||[x—yl|;
esiy ¢ B, |ly—x||>|[x]|=[0-x| =d(x,BNV).
En résumé, d(x,B N V) est un minorant de {||x —yl|, y € V} et donc d(x, B N V) < d(x, V). Finalement

Vx € E, d(x,V) =d(x,BNV).

7) Soit x € E. d(x, V) = d(x, BNV). Donc, il existe une suite (yn )Jnen d’éléments de BNV telle que hIE [lyn—x| = d(x, V).
n— +o0o

Puisque B NV est un compact, on peut extraire de la suite (Yn)nen une sous-suite (Ygo(n))nen convergente de limite
y € BNV C V. Puisque la suite ||y m)—X||)nen est extraite de la suite convergente (|[yn—x||)nen, la suite (|[yem)—x%[|)nen
est convergente de limite d(x, V). Mais alors par continuité de ’application u — ||u|| dans I’espace normé (E, | ||), on a

dix, V)= lim |lyem)—x| = Tllim Yom) — x| = [ly—x| avecy € V.

n— +o0 — 400

Vx € E7 Ely € V/ d(X,V) = Hy 7X||

C. Distance d’un point & un sous-espace de dimension finie dans un espace
euclidien

(erreur d’énoncé : lire « E est un espace préhilbertien réel »).

8) Soit x € Eety = py(x) € V. Puisque V est de dimension finie, le théoréme de la projection orthogonale permet d’affirmer
que Vz € V, ||z—x|| > |ly—x]|| avec égalité si et seulement si z = y (la principale raison étant ||z—x||* = ||z—y]|*+ [y —x||?).
Dong, la projection orthogonale de x sur V est 'unique élément y € V vérifiant d(x, V) = ||y — x||.

9) Posons V = Vect(x1,...,xn) puis p = dim(V) (p < n < +00). Notons Z une base orthonormée de V puis N la matrice
de la famille (x1,...,xn) dans la base . N est un élément de .#, »(R) et puisque la base # est orthonormée on a
M = 'NN.

e Si la famille (xj,...,%xn) est liée (c’est le cas p < n), la matrice N a un noyau non réduit a {0} et donc il existe

X € Mn1(R)\ {0} tel que NX = 0. On a encore MX = *NNX = 0 et le noyau de la matrice carrée M n’est pas réduit a
{0}. Son déterminant est donc nul.

e Si la famille (xq,...,xn) est libre, on a p =n et de plus N est une matrice carrée inversible.

Dans ce cas, det(M) = (det(N))? # 0.

On a montré que

la famille (xq,...,xy) est libre si et seulement si G(x1,...,x) =0.

10) Soit x € E. Puisque x = x — pv(x) + pv(x), la derniére colonne de G(x1,...,%n,x) s’écrit & I'aide du théoréme de
PYTHAGORE

(x1lx) (x1/x) (x1/x) 0

(x2[x) (x2[x) (x2[x) 0

. = . = . +

(xnfx) (xnlx) (xnlx) 0

(x/x) I = pv (x| + llpv ()2 [pv (x)]? X —pv(x)|*
Par linéarité par rapport a sa derniére colonne, G(x1,...,Xn,x) est alors somme de deux déterminants.
e Puisque Yk € [1,n], (xk|x) = (xx[pv(x)), le premier de ces deux déterminants est G(x1,...,%n, pv(x)). Puisque py(x) €
Vect(x1,...,%xn), la famille (xq,...,xn,pv(x)) est lie et G(xq,...,xn,pv(x)) = 0 d’aprés la question précédente.
e On développe alors le deuxiéme déterminant par rapport a sa derniére colonne et on obtient ||x —pyv (x)||% x G(x1,...,%n)
ou encore (d(x,V))2 x G(x1,...,%Xn).
Puisque G(x1,...,xn) # 0, on a montré que
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D. Comparaison des normes N, et N

1 1/2 1 1/2
N2 (f) = (L 2(x) dx> < (L No () dx> = N (f).

— —2 — —2
Soit A une partie de E. Si A = J, on a A=A =geten particulier A” CA”
Supposons maintenant A # &.

11) Soit f € C([0, 1]).

- . . -2
A~ est le plus petit fermé pour Ny, contenant A. Vérifions que A” est un fermé de E pour Ny (contenant A).
. . -2 . . ci s

Soit (Yn)nen une suite d’éléments de A~ convergeant pour N, vers un certain y € E. L’inégalité N, < N, montre que

. . =2 , -2
la suite (Yn)nen converge encore vers y pour Na. Mais A™ est un fermé de E pour Ny et doncy € A™.

. -2 .. .

On a montré que pour toute suite (Yn Jnen d’éléments de A™, convergente pour N, la limite de la suite (yn )nen est dans

—2 —2
A" et donc A” est un fermé de E pour N, contenant A.
—00
Puisque A est le plus petit fermé de E pour N, contenant A, on a montré que

VA € 2(C([0,1])), A c A~

1
nxsix € [O,—

12) Pour n € N* et x € [0, 1], posons f,(x) = ] . Chaque fonction f, est dans C([0,1]) et

n

|_|3

1six€}—,1

1/n 1/2
Na(f, — do) = (J (nx — 1)? dx)

0

Il
VR
| — |

g
w
3|
m
—_
o -
Z
3
~—
3
N
I
2=
3
1
il
8
o

Comme lim N3 (f, — ¢o) =0, on a montré que
n— 400

—2

13) Montrons que Vp n’est pas dense dans E pour N,. Pour cela vérifions que ’élément ¢ de C([0,1]) n’est pas dans
Vo . Dans le cas contraire, il existe une suite (f, )nen de fonctions continues sur [0, 1] s’annulant en 0, convergeant vers ¢o
pour Ng,. La suite de fonctions (f,,) converge donc uniformément vers ¢¢ sur [0, 1] et d’aprés le théoréme d’interversion
des limites on a

Ceci est une contradiction et donc ¢ ¢ Vo . On a montré que

Vo n’est pas dense dans C([0, 1]) pour la norme N .

Vérifions maintenant que Vy est dense dans C([0, 1]) pour N3. Soient f € C([0, 1]) et ¢ > 0. On écrit f = f—1(0)po +(0)do
et on approche la fonction constante f(0)¢do par un élément de Vj :

puisque & € V_Oz, il existe h € V; telle que Na(h — ¢o) < \f(O)ﬁ Posons g = f —f(0)do + f(0)h. g est dans Vj et
N ) - [f(0)[e
2(F = ) = Na(£(0)(h — o)) = [F(OIN2(o — ) < s < e

Ainsi, Vf € C([0,1]), Ve > 0, dg € Vo/ N2(f — g) < ¢ et donc

Vo est dense dans C([0, 1]) pour la norme N,.
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14) 0 est dans V et donc dans V. Soient (x,y) € V7 et (A, ) € R2. Il existe ((xn), (Yn)) € (VI)? tel que x = lim x, et

n—+oo

y = 11111 Yn. Mais alors (Ax,, + Hyn ) est une suite d’éléments de V, convergente de limite Ax + py ce qui montre que
n—+oo

Ax + 1y € V. On a montré que

Si V est un sous-espace vectoriel d’un espace normé, V est également un espace vectoriel.

15) Soit V un sous-espace vectoriel de C([0,1]) dense pour N, alors Vm € N, ¢, € V=,

Réciproquement, supposons que Ym € N ¢ € V. Soit f € C([0,1]). Le théoréme de WEIERSTRASS permet d’affirmer
qu'il existe une suite de polyndémes (P, )nen convergeant uniformément vers f sur [0, 1] ou encore convergeant vers f pour
No . Mais chaque P, est une combinaison linéaire de ¢, et puisque V™ est un espace vectoriel d’apreés la question 14),
chaque P;, est élément de V=,

Ainsi, (Py,) est une suite d’éléments de V' convergeant vers f pour Ny,. On en déduit que f € (V) =V”.On amontré
que V est dense dans C([0,1]) pour N .

V est dense dans C([0, 1]) pour N, si et seulement si Vm € N, ¢, € V=,

—2
16) Soit V un sous-espace vectoriel de C([0, 1]) dense pour N3, alors Vm € N, ¢, € V™.
=2
Réciproquement, supposons que Vm € N ¢, € V. Soit f € C([0,1]).
La suite de polynoémes (P,,) fournie a la question précédente converge vers f pour Ny, et donc pour N; puisque Ny <

. 2 . 2 . .
N d’aprés la question 11), et chaque P, est dans V™ puisque les ¢, sont dans V' qui est un espace vectoriel. Donc
—
—2 =2
fe (V) =V .On amontré que

V est dense dans C([0,1]) pour N3 si et seulement si Vm € N, ¢, € VZ.

E. Un critére de densité de W pour la norme N;

17)
W = C(lo,1) &VueN, ¢, € W (d’apres la question 16))
&S VueN, d(dy, W) =0 (d’apres la question 4))
&S VpeN, 1in{1 d(¢p, Wn) =0 (d’aprés la question 5)).
n— +0o0o

W =C([0,1]) & VY e N, lim _d{dy, Wa) =0.

18) Soit u € N. D’aprés la question 10), pour n € N*|

d(d)p,Wn):\/G(¢A°""’¢?\vlv¢u)_

G(cb?\oa"'»d)An)

Maintenant, pour («, ) € N2,

(Galdp) = E dax)pp (x) dx = E R Ea L
et donc G(dn,,...,da,) est le déterminant de CAUCHY associé aux réels ax = bx = Ax + % si0 <k <net
G(brg,---» Oan, dpu) est le déterminant de CAUCHY associé aux réels ax = by = A + % si0 < k< netane =
bni1 =p+ % D’aprés la question 3)
A(by, Wi = \/ (an+1 —ao) ... (ant1 —an)(bni1 —bo) ... (bny1 —by)
(a0 +bny1)...(an +bnir)(antt +bnr)(ants +bn)... (@ni1 + bo)

(L—=A0) ... (L= An)(L—A0) ... (1 —An)
Mo+u+1) ... A +u+DRA+FD(w+An + 1) (u+ Ao+ 1)

_ 1 ﬁ A —
VZp+1 k:O)\kwLHJr]'
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_ 1 ﬁ Ak — ul
VZp+1 kzo}\kJrqu]'

VueN, vneN, d(dp,, Wy)

A —

19) Si la suite (Ax) tend vers +oo, la suite | ———
) Si la suite (Ax) tend vers +oo ul <}\k+u+]

> tend vers 1.

A —
Réciproquement, supposons que <k711> — 1
k— 400

A +p+1
— — — 2u+1
Pour x € [0, 1], on a x— -k . Or, la fonction homographique x — _HTX + L est décrois-
X+tu+tl xtptl X+u+t1 X+t

sante sur [0, ] et est donc majorée sur [0, ] par sa valeur en 0 & savoir a . Puisque a <Tlet queM —
1 w+1 A Fu+1 k=40
o Ak —p H i,
il existe ko € N tel que pour k > ko, ce qui impose Ay > WL.
X 0 que p 0 Mt l et q p k > M
. A — u Ak —u X—H 2n+1 )
Ainsi, pour k > ko, on a = . Or, pour x > u, =1-— < 1 et donc, si pour k > ki
P 0 MAu+l Aetp+l 0P T X+ Rt P °
Ak — 1
onposeuk:kiu,onauk<1et)\kZM.Parhypothése,uk — 1  etdonc Ay, + oo.
Ak +un+1 T —uy k— 00 k— +o0
Ak —
—_— 1M — .
A+ p+T1 k=t < K ot +oo

20) Par hypotheése faite sur les Ay au début de ’énoncé, au plus un des Ay est nul. Notons le Ay, §’il existe. La phrase

1 1
« la série E — est divergente » signifie dans ce cas « E — =400 ».
Ak Ak
k keN, k#ko
Si w est 'un des Ay, la suite (d(¢py, Wn)) est nulle a partir d’'un certain rang et donc tend vers 0 quand n tend vers 400
que W soit dense dans C([0, 1]) ou pas. Donc, W est dense dans C([0, 1]) si et seulement si pour tout entier p distinct de

tous les Ay, ona lim d(d,,Wn)=0.
n— +o0

Z ];:—l—oo.

1
ler cas. Si tout entier p est un Ay, d'une part Vu € N, lim d(¢,, Wn) = 0 et d’autre part, Z — >
n— +o00 . )\k HeN-

dans ce cas particulier, I’équivalence est établie.

2éme cas. Sinon, I'un au moins des entiers p est distinct de tous les Ax. Soit 1 un tel réel.

n— +oo n— +00 Ak +u+1

mn
A —
lim d(¢py,Wn)=0& lim In (k7u|>:_oo
k=0

A —

M +p+T1
(In(uy)) est de signe constant.

Posons uy = On rappelle que Yk € N, 0 < u < 1 de sorte que Yk € N, In(ug) < 0 et en particulier la suite

e Si Ay ne tend pas vers +00, ux ne tend pas vers 1 d’aprés la question 19) puis In(uy) ne tend pas vers 0 et la série

1
de terme général In(wy) est grossiérement divergente. Mais puisque Ax ne tend pas vers +oo, i ne tend pas vers 0 et la
k
- o] " , - 1
série de terme général — est grossiérement divergente. Dans ce cas, lim E In(u) = -0 & E — = +o00.
Ak n— +oo ” Ak

k=0
e Si Ay tend vers +o00, wy tend vers 1 et aussi |[Ax — p| = Ax — i pour k grand. On a alors

Ak — u Ak — 1 2u+1 2u+1
1 ~ —1= —1= - l=— ~ = < 0.
n(u) k— +o00 e Ak +u+1 A +p+1 A+ u+ 1 k=+oo Ax
. 1
Mais alors dans ce cas aussi, ngrfoo kg,o In(u) = -0 & Ek N = +00.

En résumé,

—2 . L
W =C(l0,1) & VueN, lim d(d,Wa)=0& ; 7 diverse.
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— 1
W =clomey — diverge.
k
k

F. Un critére de densité de W pour la norme N

21) Si W est dense dans C([0,1]) pour la norme N, il en est de méme pour la norme N, d’aprés la question 11) et

1
d’aprés la question précédente Z — diverge.
M
22) Posons f = ¢, — . Pour tout x € [0, 1], on a

1 1

[f/(t)] dt = JO 1 x |f'(1)| dt

[f(x)| =

fo’(t) dt’ < r [f/(t)] dt < J

0 0 0

1 1
< \/J 12 dx x \/J f’2(x) dx (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
0 0

=Nz(f') =N, (P—(bul — Z ak7\k¢>\k1> .

k=0

et donc

Neo (P — 1) < N2 <H¢u1 — Z ak7\k¢>\k1>-

k=0

1
23) Supposons que Z - soit divergente. Soit p € N.
k
K

eSiu=0=NAo, bp=r, EWCW".
e Sinon, 1 > 1. Pour k € N, posons tx = A1 —1. Les réels py sont des réels positifs deux & deux distincts et puisque pour
1 1
< —, la série de terme général — est divergente.

k+1 Hi Hi
D’apreés la question 20), W’ = Vect(d,, Jk/en est dense dans C([0,1]) pour N,. Mais pud,—1 € C([0,1]) et donc pour

tout k sauf peut-étre 'un d’entre eux (pour lequel p =0) 0 <

n
e > 0, on peut trouver y = Z brdy, tel que Np(pd,—1 —7v) <e.
k=0

n

b

Soit P = Z axbr, ot ap =0et ax = )\—k si 1 < k < n. Ainsi, pour k € [0,n], ax = bxAk et donc
k
k=0
n n
P = Z arAkPr, 1 = Z My, =.
k=0 k=0

Mais alors, d’aprés la question précédente, N (P — W) < Nao(pudp—1 —v) < €. On a montré que Ve > 0, p € W/
Noo (b — ) < € et donc ¢, € W,
Finalement, Vu € N, ¢, € W . D’aprés la question 15), W est dense dans C([0,1]).

A
24) Posons m = égflkk > 0. Pour tout entier naturel non nul k, on a Ay > m et donc 2k > 1. Pour k € N, posons
> m

Ak 1
=—.0naf(i: =0et (i) : Vk > 1, > 1. De plus — diverge.
e =" (i) © mo (ii) T p %uk g

D’aprés la question précédente, W’ = Vect(d,,, Jxen est dense dans C([0, 1]).
Soient f € C([0,1]) et ¢ > 0. Pour x € [0, 1], posons g(x) = f(x'/™) de sorte que pour tout x € [0, 1], f(x) = g(x'/™).

n n
Il existe v € W’ tel que Ny (g —v) < ¢. Pour x € [0,1], posons y(x) = Z ax by, (x) = Z ax™/™ puis posons
k=0 k=0

Px) =y(x™) = ax.
k=0
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Ainsi, pour tout x € [0, 1]
f(x) = W(x) = f(x) = D ™ = f((x™)"/™) = > ar(x™)PM™ = g(x™) —y(x™).
k=0 k=0

Puisque I'application x — x™ est une bijection de [0, 1] sur lui-méme, on a

Noo (f =) =Noo (g —v) <.

Ainsi, Vf € C([0,1]), Ve > 0, 3 € W/ No (f — ) < ¢ et encore une fois W = C([0, 1]).
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