SESSION 2009

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE MP

A. Questions préliminaires
1) Soit ¥ : RxR — C
(x,t) —  e*f(x)

- Pour chaque t € R, la fonction x — W(x,t) = e'**f(x) est continue sur R. De plus, V(x,t) € R?, [¥(x, )| = f(x) (car f est
une fonction réelle positive) ce qui montre que pour chaque t € R, la fonction x — W(x, t) est intégrable sur R (puisque f
Pest). On a ainsi montré que la fonction ¢ est définie sur R.

- La fonction ¥ admet des dérivées partielles & tout ordre par rapport a sa deuxiéme variable t sur R? & savoir

oky )
Yk € N*, V(x, 1) € R?, W(X’t) = (ix) kel f(x).
De plus, pour chaque k € N* on a
k
e pour chaque x € R, la fonction t — W(X’t) est continue sur R.
ky
e pour chaque t € R, la fonction x — W(X’t) est continue par morceaux sur R.

k
e Pour chaque (x,t) € R?,

4

W(X't)‘ = [x|[*f(x) = @k (x) (hypothéses de domination) ot @y est par hypothése
continue par morceaux, positive et intégrable sur R.

D’aprés une généralisation du théoréme de dérivation sous le signe somme (théoréme de LEIBNIZ), la fonction ¢ est

indéfiniment dérivable sur R et de plus,

oky :
Vk € N*, vt € R, ¢\ (1) :J' W(X’t) dx = ikJ e xR f(x) dx.
R

R

df est définie et de classe C* sur R. De plus, Vk € N*, Vt € R, d)](ck)(t) = ikJ e xMf(x) dx.
R

2) Soient x € R et n € N*. On note I l'intervalle [0,x] si x > 0 et [x,0] si x < 0. Pour t € I, on pose f(t) =e
f est n fois dérivable sur I et pour t € I,

V(1) = linelt| =1,
et donc si pose My, = sup{|f(™(t)], t € I}, on a M,, = 1. L’inégalité de TAYLOR-LAGRANGE permet alors d’écrire

Malx —0[™ x|

fx) = n! n!

N

x)™
m! |

n—-1 ..
AP
m=0

Vx € R, Vn € N*, |et* —

3) hqb est continue sur R* en tant que quotient de fonctions continues sur R* dont le dénominateur ne s’annule pas sur
R* et d’autre part,
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l((1 —ita) — (1 —itb)+o(t)) =b—a+o(1) =hq p(0) + o(1).

h t =
ab(t) t—0, t£0 it

Donc hg b est continue en O et finalement sur R.

Pour (a,b) € R? tel que a < b, la fonction hq 1, est continue sur R.

4) hep(0)]=b—a<b—aetpourt#0

1 . X 1 . . ‘eit(bfa) _ ”
“’L b(t” _ _‘efltll _ 71tb‘ — _|efltb| elt(b*ﬂ.) _]‘ _
. t] t] t]
t(b —
< % (d’aprés la question 3. appliquée Ax =t(b—a)etn =1
=b—a.
VteR, [hgp(t) <b—a.
“+o0o
k™ ek k™ ek
. _ B
5) Soit k € N. ek = _!_E—i_ZW}E'
n=0 n#k
kk
k -~
Vk € N, e* > o

B. La fonction ¢ caractérise f

sin(0t
(6¢) est continue sur [T, T] \ {0} et se prolonge par continuité en 0 en

6) Soit (0,T) € R* x R*. La fonction 1 : t —

posant 1(0) = 0. Donc R(0, T) existe. De plus, puisque r est paire, en posant x = 0t de sorte que T = on obtient
X

. T . oT .
sin(0t) dtZZJ Mdt:zj Sl:X dx = 25(0T),

-
R(0,T) =
.1 J—T 0 0

ce qui reste vrai pour 8 =0 et T € R™.

V(0,T) € R x R+, R(8, T) = 25(0T).

Tsiu>0

7) Pour u € R, on pose sgn(u) =¢ O0siu=0
—1siu<0

Soient T € RY et (x,y) € R?. La fonction S est impaire (primitive qui s’annule en 0 d’une fonction paire) et donc, d’aprés

le rappel de ’énoncé

lim (RO T) =Ry, T) =2 lim (S(xT) = S(uT)) =2 (Tsgn(x) — Tsgnly) ) = n(sgn(x) — sgn(y)).

V(x,y) € R?, lim (R(x,T) —R(y,T)) = m(sgn(x) —sgn(y)).

T—+o0

8) Soient f € E puis (a,b) € R? tel que a <b. Pour T € R

JTT hav(t)de(t) dt = JT (JR hab(t)e™™f(x) dx> dt = JTT <JRH(x,t) dx> dt,

-T

ou Hest la fonction H : Rx[-TT] — C .
(x,t) —  hap(t)et™f(x)
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e Vérifions tout d’abord 'intégrabilité de H sur R x [T, T]. La fonction H est continue sur R x [T, T] en vertu de théorémes
généraux (puisque hq p est continue sur [T, T] d’apreés la question 3)). De plus, pour (x,t) € R x [T, Tl,

H(x, )] = [ha,p(DIf(x) < (b—a)f(x) ().

Comme la fonction positive (x,t) — (b — a)f(x) est intégrable sur R x [T, T] (d’intégrale 2(b — a)T), la fonction H est
intégrable sur R x [T, T].

e Vérifions grace au théoréme de FUBINI que 'on peut permuter les deux symboles d’intégration.

Pour chaque t de [—T,T], la fonction x — H(x,t) est continue et intégrable sur R d’aprés (). De plus, La fonction
t - J hap(t)e™™f(x) dx = hap(t)de(t) est continue sur le segment [T, T] (d’aprés les questions 1) et 3)) et donc
intégra]%gble sur ce segment.

Mais aussi, pour chaque x de R, la fonction t — H(x,t) est continue sur le segment [T, T] et donc intégrable sur ce

segment. De plus, la fonction x — J hab (t)e'™f(x) dt = f(x) J hab e dt est continue sur R grace au théoréme

[-T,T] [-T,T]

de continuité des intégrales a paramétres et intégrable sur R car ¥x € R, f(x)J ha,beitx dt| < 2T(b — a)f(x).
[-T,T]

D’aprés le théoréme de FUBINI, on a donc

T T
lJ (J hab(t)e™ f(x) dx) dt = 1 H H(x,t) dxdt = lj J hap(t)e™ dt | f(x) dx,
2 ) 1 \UJr 270 )R (-7, ) 27 g \J-1

e Ensuite, pour chaque réel x,

1 (7 .
J hqp(t)e™ dt = dt

T eit(x—a) _ eit(x—b)
2 ¢ J—T it

dt—1i

) N
xl= Fl=

t

T sin((x — a)t) — sin((x — b)t)
J—T t

J'T (cos((x — a)t) — cos((x — b)t) dt)
-7

dt =

1
- T ﬂ(R(xfa,T)fR(xfb,T)).

17 sin((x — a)t) —sin((x — b)t)
- J

(cos((x — a)t) — cos((x — b)t)

T est impaire et intégrable sur [T, T]. En résumé, pour (a,b) € R? tel

car la fonction t —

que a < b,

]Thttdt—] Th e dt | fx) de= | (R T) —R(x—b, T))f(x) d
3| et = | (| hap(et at) s dx = | S Rx—aT) =R b, Ti) d.

b

1
e Vérifions maintenant que liril J —H(R(x —a,n) — R(x—b,n))f(x) dx existe et vaut J f(x) dx grace au théoréme de
n— +0o00 R a

convergence dominée.

Pour x € R et n € N, posons g, (x) = Z‘I—N(R(X* a,n)—R(x—b,n))f(x) = :—t(S(n(Xf a)) — S(n(x —b)))f(x). Pour chaque

n € N, la fonction g est continue sur R d’aprés ci-dessus. De plus, d’aprés 7), la suite de fonction (gn)neny converge

0six ¢ [a,b]
zf(a) six=a
simplement sur R vers la fonction x — 7 x 7(sgn(x — a) — sgn(x — b))f(x) = 1 qui est continue par
T ~f(b)six="b

2

f(x) si x €]a,b]
b
morceaux et intégrable sur R d’intégrale | f(x) dx.

a
Enfin, la fonction S est continue sur R, a une limité réelle en +o0o et est impaire. On en déduit que la fonction S est bornée
sur R puis que pour tout entier naturel n et tout réel x,

20Slls
Tt

(x),

gn (x])] <
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2Slls

la fonction (x) étant continue et intégrable sur R (et indépendante de 1n). Le théoréme de convergence dominée

permet alors d’affirmer que

n b
lim lj hab(t)d(t) dt = lim J gn(x) dx :J lim gn(x) dx :J f(x) dx.
R

n—-+oo 27T n n—+oo Jp n—+oo a
1 (T b
e Vérifions enfin que Tlim EJ' hab(t)de(t) dt = J f(x) dx. Le travail précédent s’applique en fait en remplagant n
—+0o0 -T a
par uy ou (uyn) est une suite quelconque tendant vers +o0o. On aboutit au méme résultat et donc, pour toute suite (un)
] Un b ] T b
tend vers +o0o0, lim —J' hab(t)ds(t) dt = J f(x) dx ce qui montre que lim —J' hab(t)Pe(t) dt = J f(x) dx.
n—-+oo 271 —Un a n—-+oo 27 -T a
1 T b
Pour (a,b) € R? tel que a < b, lim —J' hab(t)Pe(t) dt :J f(t) dt.
T—+oc0 27’[ -T a

9) Soit (f, g) € E? tel que ¢ = ¢dg. D’aprés la question précédente, pour tout (a,b) € R? tel que a < b,

b

b ) 1 T ) 1 T
L f(t) dt=_lim - J_T R (¢(t) dt = Tim - J_T ha o (£)g (1) dt = J g(t) dt.

X X

On fixe alors a € R. Ce qui précéde fournit : Vx > a, J f(t) dt = J g(t) dt et en dérivant les deux membres de cette
a

a
égalité, Vx > a, f(x) = g(x). Ainsi, Va € R, f/[q t00[ = 9/[a,+00 €t finalement f = g.

V(f,g)EEz, ¢f:¢g:>f:g

C. La suite ai(f) ne caractérise pas toujours f

10) fo est continue sur | — 00, 0] et sur ]0, ool et tend vers 0 = f5(0) quand x tend vers 0 par valeurs supérieures. Donc

. . . - . dx
la fonction fy est définie et continue sur R, & valeurs positives ou nulles. Ensuite, en posant u =1Inx et donc du = —, on
X

obtient
exp (—(lnx)z)
oo EXP | ——
1
2 dx = J e W2 qu = ,
R

JR fo(x) dx =

d’aprés un résultat admis par ’énoncé.

11) Soit k € N. La fonction x + x*fo(x) est continue sur R et positive (car fo est nulle sur R™). Son intégrabilité équivaut

donc a J x*fo(x) dx < 400. Or
R

ep(—(lnx)z)

1o 2 1 . K2
ar(fo) = | xMfo(x dx:—J xk—dx:—J e T2y = ex <—),
lfo) = | x<folx) ax = —= | . = o (5

d’aprés un résultat admis par I’énoncé. En particulier, la fonction x — x*fo(x) est intégrable sur R. Ainsi, fo admet des
moments de tous ordres et

kZ
Vk € N, ax(fp) = exp (7)

fo(x)(1 4+ asin(2tlnx)) six > 0

12) Soit a € [—1,1]. La fonction f, est définie sur R par : Vx € R, fo(x) = { 0six <0
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e g est continue sur ] — 0o, 0] et sur ]0,+oo[. De plus, pour x > 0, |fo(x)] < (1 + |a])fo(x) et donc lim fo(x) =0 = f4(0).

x—0

x>0
Alnsi, f, est continue sur R, positive ou nulle (car pour x > 0, asin(27tlnx) > —1). De plus, 'inégalité |fo| < (1 + |al)fo
montre que fq est intégrable sur R. Ensuite, en posant u = Inx,

(Inx)?
1 e TP 1 :
J fo(x) dx = J (1+ asin(2rlnx)) dx = J e " /2(1 +asinu) du
R R

V2r Jo x V2n
a 2
:1+—J sinue % /% du
V21 Jr

—u?/2

=1 (car la fonction u — sinue est impaire (et intégrable sur R))

Ainsi, f € E.

e Plus généralement, pour tout réel x et tout entier naturel k, on a [x*fq(x)| < (1 + |a])[x|*fo(x) ce qui montre que fq
admet des moments de tous ordres.
Soit alors k € N. En posant u = Inx, on obtient

(Inx)?
400 eXp —2 a )
a f —a f = — Xk— Sin 27’[ 1HX dX = — J eku_u /2 Sin 27'[11, dU.
e(fa) — arlfo) JO . (2mtnx) dx = —— | (2mu)

_ 2ir)2 2 a2
=2 J elkr2imu—u®/2 gy ) = qTm ( exp et 2im)7\ ) _ alm | exp K —an + 2ikm
V2 R 2 2

2_4 2
= alm (exp (k%)) =0.

fo € E et Vk € N, ax(fo) = ax(fa).

On a montré que

En particulier, la suite des moments (ax(f)) ne caractérise pas la fonction f.

D. Une condition sur la suite a;(f)

13) Soit k € N.

" 2 2
(baics1()? = < X2 (x) dX> = (J V) X<V (x) dX)
R

JR

)
< Ix|2%f(x) dx> X <J Ix|?*+2£(x) dx> (d’aprés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
Jr R

= ( x?*f(x) dx) X (J' x2*F2£(x) dx) = as(f)azesa(f).
R R

Vk € Net Vk € N, (bars1 ()% < axc(f)azisa(f).

14) Soit k € N*.
bi(f)x  bap(f)w ED
e Si k est pair, posons k = 2p, p € N*. k) = 2 (f) :a2p( ) <M < 2M.
k 2p 2p

e Si k est impair, posons k =2p + 1, p € N. D’aprés la question précédente

1 1
bop 1 (T _ Vaz,(Hazyra® 7 _ (2pM)P((2p + M) +2) 25070

2p +1 = 2p +1 = 2p +1
%( +])% 7213131 +1 722“1
P+ P+ + +
— oM x PP ) Ve LS
2p+1 2p+1 2p+1

<2M x 1 x 1 =2M.
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by (f) ¥

Vk € N*
€N, —

< 2M.

15) Soit (x,h) € R? et n € N. D’aprés la question 1), ¢p¢ est n fois dérivable sur R et pour tout réel t,

[ ()] =

ikj e x™f(x) dx
R

< j XM (x) dx = ba(f).
R

D’aprés I'inégalité de Taylor-LAGRANGE, on a alors

n—1 hm
¥(x,h) € R?, ¥n € N*, |ge(x+h)— )

—™ (x)
m.
m=0

h n
16) Montrons qu’il existe A > 0 tel que, pour h € [-A,A] lim an(f) =0.

n—+oo M!

Soit (h,n) € R* x N*. D’aprés les questions 14) et 5),

hj™ 2hiM )™ n™
W2y () < @M o Mem,
n! n!
. . 1 . n S [h|™
Par suite, si [h| < =—=——, alors 2[hiMe < 1 et donc lim (2/h/Me)™ =0 puis lim —b,(f) =0.
2Me n—+oo n—+o0co mM!
Mais alors, sih € [— 1 ] et x € R, d’apreés la question 15), i ¥ hmcb(m)(x) = ¢¢(x+h). On a montré que
i rs, si Mo’ IMe , d’apr question 7nHHE°°m:0 7 P = bs . On a montré qu
WER Vhe |-l ¢(x+h)—ni o™ (x)
’ 2Me’' 2Me | " - e

17) Puisque les suites (ax(f))ken et (ax(g))ken sont égales, ce qui précéde s’applique a la fonction g : les coefficients

+o00 m
ax(g) vérifient la propriété (U) avec le méme réel M et pour tout réel x et tout h €] —A, A[, dg(x+h) = Z Wd)gm) (x)
m=0

(mais on n’a pas nécessairement by (f) = by (g)).

(A (A
Montrons alors par récurrence sur { € N* que V¢ € N*, Vx € [7, 7] , Pe(x) = dg(x).

e Pour { =1 : pour tout k € N, d’aprés la question 1) on a

b (0) = ikJ X F(x) dx = *ai (f) = i*ak(g) = ikJ xg(x) dxdl (0).
R R
: SR . S A A
Mais alors, d’aprés la question 16) appliquée & x = 0, pour h € 5 cl—AA][
+00 hm (m) +o00 hm
Pe(h) =3 ™ (0)= 3 —bg™(0) = bo(h),
m=0 ’ m=0 ’
ce qui établit le résultat pour { = 1.
LA LA {+ 1A (LA (A L+ 1A
e Soit £ € N*. Supposons que Vx € |———|, d¢(x) = dg(x). Soit x € 7Q‘7_ Uul|—=, Q . Il existe
2 2 2 2 2 2
A A (A (A
he {?,7} Cl—AAltel que x —h € {7,7}
Par hypothése de récurrence et d’aprés la question 16), on a
+o00 hm +o00 m
de(x) = Z mf(m)(x —h)= Z Wg(m)(x —h) = d)g(x)-

m=0 m=0 ’
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On a montré par récurrence que

Ve e N*, Vx € {%A %A} Pr(x) = dg(x).

18) Mais alors ¥x € R, ¢p¢(x) = ¢pg(x). Mais alors d’aprés la question 9), on a f = g. Dans ce cas particulier, la suite des
coefficients (ax(f))xen caractérise f.

E. Application

19) Soit f une éventuelle solution. Puisque f € E, ap(f) = J f(x) dx =1
R
e Pour k € N*, on doit avoir

B (2K x (Zk—=T1) x 2k —=2) x ... x 3 x2x T (2k)!
azk(f) = (Zk —T)(2k = 3) x 3 x T x aolf) = 2K x (Zk—2) x ... x4 x2 L

e Montrons que la suite ay(f) vérifié la propriété (U). D’apreés la formule de STIRLING, on a

an(f)F 1 (2K F
2k 2k \ 2R

2k 2%
2k
— 47tk _1/4x
1 e V2x2 x vk 1
notoo 2k | INE | T V2ke
2k (E) V2mk

2
Ainsi, la suite <$) tend vers O et en particulier a suite (a ) est bornée. Donc la suite (ay(f)) vérifie la

propriété (U) ce qui assure 'unicité de f d’aprés la question 18).

e Toujours nécessairement, d’aprés la question 16), il existe A > 0 tel que Vx €] — A, A[,

+o0 m +o00 +00 2k 400 P "
_ (m) sy X m m o_ ok (2K X7 (—=x7/2)" 2,
bl = ) MOy = ) an(f =) Brogion =) e
m=0 m=0 k=0 k=0

1 t2
=— J exp <itx — 7) dt (d’aprés un résultat admis par ’énoncé).
R

1 2 1 t2
Pour x € R, posons alors g(x) = —==e™ 2 de sorte que pour t € R, ¢g(x) = —=| exp|itx — = | dt.
vV 27 vV 27 R 2

La fonction g est continue sur R, positive ou nulle, intégrable sur R d’intégrale égale & 1. Par suite, la fonction g est dans
E.

1
Pour chaque k € N, la fonction x*g(x) est intégrable sur R car continue sur R et négligeable devant — en +oo. Donc la
X

fonction g admet des moments de tous ordres.

1
La fonction ¢4 est de classe C* sur R d’aprés la question 1) et Vm € N, an(g) = i?d)(gm)(O). Mais Vx € R,

“+o00
dglx) = e x7/2 — Z ﬂ

k!
k=0

Les coefficients de ce développement en série entiére fournissent les d)(gm) (0) et donc les am(g). Les azm+1(g) sont nuls et
pour m € N

(2m)!

azm(g) = 5= % x (2m)! =

T 2mml’

La fonction g est donc solution du probléme.

Le probléme posé admet une et une seule solution, la fonction f définie par

¥x € R, f(x) = \/%e—xz/z.
7T
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