SESSION 2008

Concours commun Mines-Ponts

DEUXIEME EPREUVE. FILIERE PC

I Stabilité d’un polynéme trigonométrique

+o0
1. e Soit ¢ € E. La somme Z lcn| ne contient qu’un nombre fini de termes non nuls. Donc ||c|| existe et |[c|| € R*.
n=—oo
e Soit ¢ € E\{0}. L’un au moins des ¢, n’est pas nul et donc ||c|| > 0. Par contraposition, Ve € E, (||c|]| =0=c=0).
e Soient A€ Cet c € E.

+oo “+o0
el = > Meal =1 Y leal = Nllc]l.
n=—oo n=—oo
e Soit enfin (c,c’) € E2.
+ +00 +00
lete/l= > leatcil< > leal+ Y lehl=llcll+ ¢/l
n=-00 n=-—00 n=—oco

On a montré que

I || est une norme sur E. I

2. Soient n et p deux entiers relatifs.

] T
— dxsin=rp
1 ZT[J'—T[

ud .
o 1sin=
—J' eMXeT'PX dx = = { p = 511,19»
fud

21 ) _ 1 [ei(n—p)x] in o Osin#p

— |- Tsin#p
2t |in—p)| .

ot d, p désigne le symbole de Kronecker.

Soient alors c € E et p € {—degc,...,degc}.

1 P . deg c 1 T deg c
EJ' c(x)e 'P* dx = Z CHEJ' etM—P)x gy = Z Cndnp =Cp.
- n=—degc - n=—degc

Ve € E, Vp € {—degc,

3. Soit c € E.
e Pour tout x € R, on a
+o00 ) +o00 ) +o00
=] Y ene™|< 3 fene™[= Y enl=]el.
n=-—o0 n=-—o0 n=—o0

Donc ||c|| est un majorant de la fonction |c| sur R et on en déduit que sup [c(x)| < ||c].
x€R
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e Pour tout n € {—deg c, deg c}.

1 T[ . 1 7 . 1 T 1 s
Cnl = — c(x)e "™ dx S—J cxe*m"dx:—J' c(x dXS_J <su ct)dx_(su ct>,
ool = 3| | e 3| lebde ™ ax= | febaldes oo | (suplelt) sup (1)
et donc
deg ¢ degc
lel= 3 leal< Y suple(t) = (2deg c + sup e(t)].
n=—deg c n=—degc terR terR

Ve € E, sup [c(x)] < |lc|| < (2deg ¢ + 1)sup |c(t)].
x€R teR
4. Soit ¢ € E. Pour tout entier naturel k, c* est dans E et donc
le(xo)I* = [c*(x0)| < sup [e*(x)] < [|c¥]],
x€eR

et comme |c(xo)|* tend vers +oo quand k tend vers +oo, il en est de méme de ||c*||. Dans ce cas, ¢ n’est pas stable.
IT Un polynéme trigonométrique particulier

5. Soit x € R.

2 2
la(x)* = («® cosx + 1 — «?)? + (asinx)? = (ocz(l — 2sin? %) +1-— ocz) + (Zocsingcos E)

2
_ 72,-2§)2 z,-z§(7~2§)772~2§ 4 . 4X 2..2% 42X
—(1 2 sin + 4« sin > 1 —sin > =1—4«° sin 2—i—4oc sin 2—i—4oc sin > 4" sin >
:1—4(oc2—oc4)sin4§.

Vx €R, la(x)]2 =1 —4(a? — a*) sin® %

a(0)=o? +1—a?=1.

. X T 4 X
Soit x €]0, 7t]. Alors, 7 IS }O, 2} et donc sm1 > 6]0,1].]
_ _(x?2 — _
7 (=3

1—4(c? — o*)sin® % € 0,1[. On en déduit que |a(x)| < 1.

D’autre part, « €]0,1[ et donc o«? — a* =

)2 € }O, H puis 4(o? — «*) sin? ; €]0,1] et finalement |a(x)* =

a(0) =1 et ¥x €]0,7, la(x)| < 1.

6. Quand x tend vers 0,

4 4 2 _ L4
g(x) = In (1 —4(oc2—oc4)sin4§) —In (1 —4(cx2—cx4)’]‘—6 +o(x4)) = 4(o? — o) to(t) = — XX ok,

et

—1
h(x) = Arctan(—asinx/(a? cosx + 1 — «?)) = Arctan <o¢ <x % + o(x4)> <1 - (XZZXZ + 0(x3)> )

3 2,2 _ 2,3
= Arctan (—oc (X — % + 0(x4)) (1 + oczx + o(xs))) = Arctan (—ocx + ﬂx3 + 0(X4))

6

_ 3 _ 3
= —ax + ox - 3 x> — (Zox) + o(xh)
6 3
a3
:—ocx+0c x x> 4+ o(xh).
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7. Quand x tend vers 0, R(a(x)) tend vers 1. En particulier, pour x au voisinage de 0, on a R(a(x)) > 0 et (af
pour argument de a(x) quand x tend vers 0 et on a

T
=, = |. On peut donc prendre h(x)
4

un argumen ans 2 2
arg(alx)) 1 . ) x—o 5 at—oat , 4
a(x) = |a(x)et®8lalx)) = exp zg(x)+1h(x) =exp | —loax+1 c x> — g X +o(x*) ).

.3 2_ 4
a(x) = exp (iocx—l—i(x 60( N 80( x4+o(x4)>.

x—0

III Majoration des coefficients de a*

n 1 <1+1
[f/(r)] — K K

o
—f(s)]

s f”(t) B s f”(t) - 1
Jr (f/(1))? dt| _Jr O EAOMIGE

classe C' sur [r,s], on peut effectuer une intégration par parties et on obtient

[M} - o sin(f(1) dt

x) admet

I

1
9. La fonction f’ ne s’annule pas sur [r, s] et donc = est de classe C! sur [r,s]. Comme les fonctions — et sino f sont de

> dt

S S ‘I , B
J'r cos(f(t)) dt = J'r f’—(t) (f'(t) cos(f(t))) dt = (1) . . (f'(1))?
_ sin(f(s))  sin(f(r)) | [* f7(t) sin(f(t))
sy f(n) *L O
Mais alors,

s sin(f(s))]  [sin(f(r) [ £(0)]sin(f(1)) 1 1
L cos{{t)) ‘“‘ S TR TR J For S Trm T J )

S 1,2 4

— K K K K

Jj cos(f(t)) dt‘ < %
2
— < V.

10. On suppose que u +
vM
" est positive sur [u,Vv] et donc ' est croissante sur [u,v]. Soit alors t € [u + \/—_,v}

£(t) > (u+ i) — f/(u) + Ju+2/mf”(x) dx >0+ JM/NM dx= 2 xM=2
V M u u M
v

[cos(f(t))] dt < (v—u)

,ona
w

Jv cos(f(t)) dt’ < J

u

2
11. Siu+ — >vouencoresiv—u < ——
vM VM

Si [u + 2
mon, sur —
vM

u+2/vM
1dt+

J'V cos(f(t)) dt
u+2/vM

u

J'v cos(f(t)) dt’ gJ

uw
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VM.

x 1<

}, f vérifie les hypothéses des questions 8. et 9. avec K = 2¢/M. On en déduit que
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12. f’ est continue et strictement croissante sur [u,v] (car f” > 0 sur [u,v]) et f'(u)f’(v) < 0. Donc f’ s’annule une et une
seule fois sur [u, V] en certain certain réel w de [u,Vv].
On applique alors le résultat des questions 10. et 11. sur [u, w] et [w,Vv] et on obtient

4 4 8
< + = .
VM VM VM
13. Soit x € [k~'/3,m]. Pour t € [0, 7], on pose f(t) = (t+kpt3. f est de classe C? sur [0, 7] et pour t € [0, 7], f/(t) = 6kpt.

Sur [k~ /3 x] C [k~'/3, ], f” est minorée par le réel M = 6k?/3 > 0.
D’aprés les questions 11. et 12., dans tous les cas on a

Jv cos(f(t)) dt‘ <

u

JW cos(f(t)) dt‘ +

u

JV cos(f(t)) dt‘

w

8 8 g3

VM \J6Kk273p VR

x—1/3

JX cos(f(t)) dt’ <

14. Soit x € [0,7]. Si x €]k~ /3, 7], on a

k—1/3

x x 8k—1/3 8
cos(Ct + kpt?) dt‘ gJ dt + J cos(Ct + kpt3) dt’ <k V34 - (1 + —) k173,
Jo 0 K173 Ve Ve
Sixe [0,k 3], ona
X X Kk—1/3 8
cos((t + kpt3) dt’ gJ dth dt=k"13 < <1+—) k173,
Jo 0 0 V6p

Donc

3Cy >0/ Vx € [0,7, VT € R, Vk € N*,

J' cos(Ct+k[5t3) dt’ < Cik1/3.
0

15. D’aprés la question 5., pour tout x €]0, 7], |b(x)| = |a(x)| < 1. Ceci est encore encore vrai pour tout x € [—7, 7] \ {0}
par parité et donc pour x € [—m, 7] \ {0},

_ In(jb(x))

o > 0.

14+ R(e(x))

D’autre part, puisque ¢ est continue en 0 et tend vers 0 quand x tend vers 0, 1 + 9R(e(0)) =1 > 0.

Ainsi, la fonction 1+ fR(e) est strictement positive sur le segment [—7t, 7). En particulier, puisque la fonction 1+ 9R(¢) est
continue sur le segment [—7r, 7t], la fonction 1+ PR(e) admet un minimum m > 0 sur ce segment. Soit A =ym > 0. Alors,
pour tout réel x € [—, 7],

‘b(X” _ e—yx“(]-&-iﬁ(s(x))] < e—yx4m — e—?\x4_

4

A >0/ Vx € [—m, 7, [b(x)] < e M.

16. La fonction ¢ est de classe C' sur [—7, 7. I en est de méme de la fonction b et pour x € [—m, 7],
b/(x) = —y(4(1 + e(x)) + xe’(x))x>b(x).

La fonction x — —y(4(1 + e(x)) + x&’(x))b(x) est continue sur le segment [—7, 7] et donc bornée sur ce segment. Soit
C3 > 0 un majorant de la fonction x — [—y(4(1+&(x))+xe’(x))b(x)| sur [~m, 7). Pour x € [, 7], on a [b’(x)| < C3 |x?|.

3C3 >0/ Vx € [-m, @, [b'(x)] < C3x3|.

17. Soient (k,n) € N* x Z. Posons { = —(ak 4+ n) (erreur probable d’énoncé au vu des questions qui suivent). La fonction
t = cos((t + kBt3) est continue sur le segment [—7, 71 et donc la fonction Jx.c est de classe C! sur le segment [—, 7.
De méme, la fonction b* est de classe C' sur le segment [—7, 71]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on
obtient

7T

J_ 12 () (b(x)) dx = [T (x)(b(x))¥] W—J_ Te.c (x)Kb/(x) (b(x)) T dx.
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La fonction Ji ¢ est impaire et d’aprés les questions 5. et 14.

| Dcba000)] ™, | < T, c(m)(B()*]| + [T, (=) (b(—)) K| < Crk /3 x 14 Crk /3 x 1= 2C k173,

D’autre part, d’aprés les questions 15. et 16., pour k > 2, on a

J e (x)Kb’ (x) (b(x))* " dx

=2C, C3k_1/3 J'

k k—1+1 1 1
Or, tl_

MKk—1) AK—1) 4 (k-1 —

puis

Pour k = 1, on a

j Tre.c (xJKb’ (x) (b)) < dx

J ]{,a+n(x)(b(x))k dx

CiCsm*
En posant C4 :Max{Cfl,ZQ 4 1 237T } on a

j 12 () (b(x))* dx

4
< (2(;1 + %) 1-1/3,

1
=—+ — - <2x—

< J K. (b (b0 dx < J

7T
kx3e AR=x" gy — 2C;C3k /3
0

4N 2A

J T (KD () (b)) dx

3

us

J—=T7T

CiGC3

Ji,c () (b(x))* dx

< 2C4 C3k_1/3 X

j I (x)b/ (x) dx

s

_k
IANK—1)

1
= — et donc pour k > 2,

1 . GG

_ —1/3
27\><1 ?\ k ,

< <2C] + T) k=13 = C4k71/3_

0

< Cy4k1/3 pour k > 1.

3C4 > 0/ V(k,n) € N* x Z,

18. Soient k € N* puis n € [—k,K].

1 1

s 7T
Ak n = —J ak(x)e ™ dx = —J d*(x)b*(x)e " dx =
) —

21
1
21

Maintenant, d’aprés la question précédente

‘;—n J:T cos(—(ok + 1 )x + kBx3)) (b(x))* dx

[ 7 eI 000 ax

27

J_ T ey () (b(x))* dx

< Cak1/3,

< zj CiC3x® dx =

C1k71/3c3lx3|677\(k71)x4 dx

C] C37‘[4
2

= — JT[ cos(—(ak +n)x + kpx>))(b(x))* dx + ﬁJﬂT sin(—(ock +n)x + kpx>))(b(x))* dx

Ca
< 173,
- 2n

(-I _ e—)\(k—])ﬂ).

et donc

De méme, d’aprés le résultat admis de la fin de la question 14., il existe D4 > 0 indépendant de k et de n tel que

’;_HJ'H sin(—(ok +n)x + kBx>))(b(x))* dx

Cs+D
Mais alors |ax n| < %kqﬁ = Csk~1/3.

Dy
< 213,
- 2n

3Cs > 0/ Vk € N*, ¥n € [k, K], |axn| < Csk™1/3. I

19. Soit k € N*. La formule de PARSEVAL fournit

7
n=—k -7
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5

s 1 1 (™ C
S K(x)|? dx = — 2k gx > =S4
>l =5 | a0 de= o [ JabRt ax > ok
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Mais on a aussi

k k k
.
Z ‘ak,n|2 = Z |ak,n| X ‘ak,n| < C5k /3 Z |ak‘n .

n=-—k n=—k n=—k

Par suite,

S Ce/2mk /4 _ Ce 2
- Csk1/3 21Cs

k
Il =5 laxn

n=—k

3C; > 0/ Vk € N*, |la¥| > C7k'/12. I

Donc
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