SESSION 2008

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE PC

I Préliminaires

1. On note tout d’abord que les polynémes L;, 0 < 1 < n, sont de degré n et en particulier sont dans C,,[X]. On note
aussi que V(1,j) € [0,n]?, Li(a;) = &;; ot 8; ; est le symbole de KRONECKER. Montrons alors que la famille (Li)o<i<n
est libre.

Soit O\i)Ogign (S (CH-H_

n n n

D AMLi=0=Vie[on], > AlLila) =0=Vjie[0,n], ) Aidi;=0

i=0 i=0 i=0
=Vje[o,n], Aj =0.

Ainsi, la famille (Li)o<i<n est une famille libre de Cy,[X]. Comme de plus, card((Li)o<i<n) =N+ 1 = dim(Cn[X]) < +o0,
on a montré que

la famille (Li)o<i<n est une base de Cy[X].

2. Soit (i,j) € [0,n]. Puisque la famille (Ly)o<k<n est une base de Cy, [X], il existe une famille (Ax ;)o<k j<n € C™ telle
n

que X} = Z Ak,jLk. En évaluant en ai, on obtient
k=0

n
Cl]i = Z Ak,ij(ai) = 7\1,]'.
k=0

On a ainsi montré que

n
vieon], X' =) L.
i=0

On en déduit encore que

la matrice de la famille (X')o<j<n dans la base (Li)o<i<n est la matrice de VANDERMONDE (ai)ogi,jgn-

II Fonctions polynomiales

3. Soit j € [0,k]. D’aprés la formule du bindbme de NEWTON
j . . . .
ta(X') = (X+a) =) Cld X\
i=0
et

0sij=0
i Tsij>1

d(xi) :{
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Donc

4. Les matrices T, et D sont triangulaires supérieures. Les valeurs propres de ces matrices sont donc leurs coefficients

diagonaux.
tq admet 1 pour valeur propre d’ordre k+ 1 et d admet 0 pour valeur propre d’ordre k + 1. I

0 Ca C%a? ... ... Clak
0 0 Cla
. : : 0 : . N
La matrice Tqg — Ixy1 est . La premiére colonne et la derniére ligne de cette
: . Ct_]a
0 ... ... 0 0
Cla C%a? ... ... CQa*

0 Cla

matrice sont nulles. Elle a donc méme rang que la matrice . Cette derniére matrice est

0 ... ... 0 Ck'la
triangulaire supérieure a coefficients diagonaux tous non nuls (car a € C*) et est donc inversible. On en déduit que son rang
est son format & savoir k. Ainsi, rg(Tq—Idx41) = k et d’aprés le théoréme du rang, dim(Ker(tq—Idc, (x7)) = (k+1)—k =1.
Ker(tq — Idg, x7) est donc une droite vectorielle. Comme le polynéme 1 est dans Ker(tq — Idc, [x]), on en déduit que
Ker(ty — Id(Ck[X}) = Vect(1) = Co[X].

De méme, la matrice D est de rang k et donc Ker(d) est une droite vectorielle. Comme le polynome 1 est dans Ker(d),
on a aussi Ker(d) = Vect(1) = Cy[X].

Le sous-espace propre de tq (resp. d) associé a la valeur propre 1 (resp. 0) est Co[X] qui est de dimension 1.

5. Soit F un sous-espace non nul de E, stable par d. Soit n € [0,k] le degré maximum d’un polynéme de F. On a donc
Fc C,[X].

Soit P un élément de F de degré n. Puisque F est stable par d, les polynomes P, P/, ..., P(™) sont encore dans F puis
Vect(PM)o<i<n C F. Maintenant, ces polynomes sont n + 1 polynomes non nuls de C,[X], de degrés échelonnés. On sait
alors que la famille (Pm)ogign est une base de C[X] et donc C[X] = Vect(P(”)ogign cF.

n)

Finalement, un sous-espace non nul de Cy[X] stable par d est nécessairement I'un des sous-espaces Co[X], C;[X], ...,
Cy[X]. Réciproquement, chacun de ces sous-espaces est effectivement stable par d et donc en récupérant le sous-espace
nul,

les sous-espaces de Cy[X] stable par d sont {0}, Co[X], C;[X], ..., Ck[X].

d*(P)
il
échelonnés. On sait alors que la famille Pi)o<i<k est une base de Cy[X].

6. Pour i € [0,k], on pose P; = Les polynémes P;, 0 < i < k sont k + 1 polynémes non nuls de Cy[X] de degrés
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Soit j € [0,K].
K

" 0 x . k—j .

: NG ! s +93) s

Py = <§ pixl> = E Pi (Xl)(” = z Pi (iijyxl ' = E Pi+j & i,J) X,
i=0 i=j ' i=0 ’

i=j

et donc

Po P1 2xTp2 oo o (K *‘J)!qu klpx

P1 2p; 3 X 2ps3 ]—,'Pk 0

R =
(k= TDpr—1  k(k—1)px
Pr-1 kpk 0 :
Px 0 - - 0
k! k! k! k!

En développant suivant chaque derniére colonne, on obtient |det(R)| = k! x T X 5 X ... X ol X ol X pt“ #0 et

d'(P)

on retrouve le fait que la famille ( ) est une base de Cy [X].
0<j<k

7. Pour i € [0,k], on pose Q; = P(X +ia) = ti (P). Soit j € [0,k]. La formule de Taylor fournit

e PYX L v
Q =P(X+ja) =) —=(a)' =} (ja)'Ps
i=0 i=0
Calculons alors le déterminant de U.
det(U) = det((ja))o<i j<k
=a®xa' x...x akdet(ji)ogi,jgk (par linéarité par rapport a chaque ligne)
= a1/ 2yan(0,1,...,k — 1,k) # 0 (car les entiers 0, 1,..., k sont deux a deux distincts).

U est donc inversible et on en déduit que

B> est une base de E. I

8. Q=25 =25 x Pg =RU.

Q = RU.

9. Soit F un sous-espace non nul de E, stable par d. Soit n € [0,k] le degré maximum d’un polynéme de F. On a donc

Fc C.[X].

Soit P un élément de F de degré n. Puisque F est stable par tq, les polyndémes P(X), P(X+ a), ..., P(X+ ka) sont encore
dans F puis Vect(P(X +1ia))o<i<n C F. Mais d’aprés la question 7., la famille (P(X +1ia))o<i<n est une base de C[X] et

donc C,[X] = Vect(P(X + ia))ogign cF.

Finalement, un sous-espace non nul de Cy[X] stable par t, est nécessairement I'un des sous-espaces Co[X], C;[X], ...
Cx[X]. Réciproquement, chacun de ces sous-espaces est effectivement stable par d et donc en récupérant le sous-espace

nul,

les sous-espaces de Cy [X] stable par t sont {0}, Co[X], C1[X], ..., Ck[X].
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II1I Fonctions continues, 2nt-périodiques

2
10. ¢ Si % € Q, posons a = %t ou (p,q) € Z x N*. Alors,

balq) =P =1 = 4(0) avec q # 0.
Dans ce cas, ¢4 n’est pas injective.

Soit alors N € Z. g (n + q) = el(MTa)2pm/a — ginat2ivm _ gina _ ¢ (n). Comme q # 0, ¢ est périodique (de période
q).

e Si % ¢ Q, soient (n, m) € Z2.

Pa(n) = Pa(m) =M™ =1 = (n—m)a € 2nZ

a
>n-—-m=0(carsin—m#0, — € 7Z C Q ce qui n’est pas).

21

a I
est injective si — .
d)a ) P g Q

11. Soit n € Z. En posant y = x + a, on obtient

En résumé,

27 2
Cn(ta(f)) = 2]—7_[‘[ ta(f)(X)e_inx dx = 2]_7'[J f(X + a)e—inx dx
0 0

] a+27 n( | ) -I a+27 )
— f —in(y—a) gy = einca _ f —iny 4
e L (ye y=etx o L (yle y

) 1 27 ) .
=em x —J' f(y)e "™ dy (car la fonction y — f(y)e ™Y est 27t-périodique)

Vn € Z, cn(ta(f)) = da(njen(f).

12. Soient A € C une éventuelle valeur propre de t, et f un vecteur propre associé. On a donc f # 0 et tq(f) = Af. Par
linéarité des coefficients de Fourier et d’aprés la question précédente, on a alors pour tout entier relatif n

Acn (f) = cnl(ta(f)) = Pa(n)en(f) (*).

Puisque f est continue sur R, 2m-périodique et non nulle, un corollaire de la formule de PARSEVAL permet d’affirmer que
la suite de ses coefficients de FOURIER n’est pas nulle et donc qu'il existe k € Z tel que ci(f) # 0. (%) fournit alors
A = ba(k) = %, En résumé, si A est une valeur propre de tq, nécessairement A est de la forme e*®, k € Z.

Réciproquement, pour tout réel x et tout entier relatif k,

(talex))(x) = et0Fa) = etkaey (x),

tkag, . Comme la fonction ey n’est pas nulle, e**® est effectivement valeur propre de tq et ey est vecteur

ika

et donc tq(ex) = e
propre de t, associé a la valeur propre e

Sp(ta) = (e*)rez.

a
e Si —

27
p telles que e = e'P%. Les fonctions e, et e, sont alors deux vecteurs propres de to associés & la valeur propre méme
valeur propree'™®. Comme la famille (en, ep) est libre, le sous-espace propre Ker(tq —e'™“Idg) est de dimension au moins
2.

. a . . . .
Donc, si = € Q, tq admet au moins un sous-espace propre de dimension au moins 2.
7

€ Q, la fonction ¢ n’est pas injective d’aprés la question 10.. On en déduit qu’il existe deux entiers distincts n et

ina ipa

a

27
distincts.
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Soient k € Z puis f un vecteur propre de to associé a la valeur propre e*®. On va montrer que f = cy(f)ex en vérifiant
que les fonctions f et g = ci(f)ex ont la méme suite de coefficients de FOURIER.

Soit n € Z.
e (f) = cn(ta(f)) (d’apreés la question 11.)
= cn(e%f) (car f est vecteur propre de tq associé a la valeur propre et*®
= e %, (f),
et donc

n € Z, (¢a(n) — palk)en(f) =0.

Puisque ¢4 est injective, ceci montre déja que Yn £k, cn(f) =0 = cn(g).

Ensuite, ci(f) = cx(f)cx(ex) = cxlcx(flex) = ck(g).

Finalement, les deux fonctions continues sur R et 27-périodiques f et ci(f)ex ont la méme suite de coefficients de Fourier.
Un corollaire de la formule de PARSEVAL permet alors d’affirmer que f = cx(f)ex et en particulier que f € Vect(ey).

Le sous-espace propre de tq associé & la valeur propre e**® est donc la droite vectorielle engendrée par ei. Ce sous-espace
propre est de dimension 1.

a I
Les sous-espaces propres de tq sont tous de dimension 1 si et seulement si = ¢ Q.

13. Puisque F est stable par tq, les fonctions f, to(f), ..., th(f) sont toutes dans F. La famille (tja(f))ogjgp est donc une
famille de p + 1 éléments de ’espace F qui est de dimension p. On en déduit que cette famille est liée. Par suite,

P
3(o4)o<i<p € CPH/ (&0, ..., o) # (0,...,0) et > ayth(f) =0.
j=0

Soit alors n € Z.

P P P P .
D oth(f)=0=ca | Y agth(N=0] =0= D ajen (th() =0= ) o5 (e™®) cnlf) =0
j=0 j

j=0 j=0

I
o)

P
= Z ocjem‘lj cn(f) =0.
§=0

E(OCj)ongp S (CP_H/ (oco,...,ocp) 75 (O,...

14. Supposons qu’il existe une infinité d’entiers relatifs n tels que Z & e™% = 0. On peut alors fournir p + 1 entiers
j=0
relatifs deux & deux distincts no, ..., n, tels que

P
vk € [0,p], ) oae™ M =0 (x).
j=0

(%) est un systéme linéaire homogéne & p + 1 équations et p 4 1 inconnues o, ..., &p. Le déterminant de ce systéme est

. . . . .oa
det ((emka)’)ogk‘jgp = Van(e'™ % ... e™r%). Mais I
e'™ @ sont deux & deux distincts et on sait alors que Van(e'™@, ... ei™ %) £ 0.
On en déduit que () est un systéme de CRAMER homogéne. (*) admet donc I'unique solution op = ... = &, = 0 ce qui

est en contradiction avec (o, ..., xp) # (0,...,0).

¢ Q et donc ¢ est injective. Par suite, les nombres et™ ¢, ..

p
Par suite, il existe N € N tel que pour n € Z vérifiant [n| > N, on a Z ojel™< @ £ 0. Pour un tel n, la relation de la
§=0
question 13. montre alors que ¢y (f) = 0. N dépend des «; et donc de f.
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INg e N/ Vn e Z, (In] > N¢ = cn(f) =0).

15. Soient (f1,...,f,) une base de F puis N = Max(N¢,,...,N¢ ). Pour tout k € [1,p] et tout n € Z tel que n| > N, on a
cn(fx) = 0. Mais alors, puisque tout élément de F est combinaison linéaire des fi, 1 < k < p, par linéarité des coefficients
de FOURIER, on a ¢y (g) =0 pour tout g € F et tout n € Z tel que [n| > N.

INeN/VgeF, VneZ (n|>N=cn(g)=0).

N
16. Soit g€ Fet h = Z ck(glex. Pour [p| > N+ 1,0on a cq(h) =0=-cn(g) et pour |[p| < N, on a
k=—N

N N
cn(h)= ) clglenlex) Y ckl(9)dkn =cnlg).
k=—N k=—N
Ainsi, les fonctions continues sur R et 27-périodiques g et h ont méme suite de coefficients de FOURIER. On en déduit que
N
g=h= Z ck(g)ex € Vect(ey) _n<k<n = G.

k=—N

ce qui montre que F C G. D’autre part
ta(G) = Vect(tq(ex))-n<ken = Vect(e®®er) n<k<n C Vect(ex) n<k<n = G.

On a montré que

FC Getty(G) CG.

17. La question précédente montre que la restriction de tq & G, notée tq,g, est un endomorphisme de G.

a .
Puisque I ¢ Q, les nombres e'*®, —N < k < N, sont 2N + 1 nombres deux & deux distincts, tous valeurs propres de tq g

(car Vk € [-N,N], ta(ex) = e'*%ey). Comme dim(G) = 2N + 1, les et*¢ —N < k < N, sont toutes les valeurs propres de
tq et ces valeurs propres sont toutes simples.
Ainsi, tq,¢g admet 2N + 1 valeurs propres simples et on en déduit que

la restriction de tq & G est un endomorphisme diagonalisable de G. I

18. Puisque F est stable par tq, la restriction de tq & F est un endomorphisme de F que I'on note tq r. Puisque F C G et
que la restriction de t, & G est diagonalisable, on sait que la restriction de t4 & F est diagonalisable (par exemple, il existe
un polyndme scindé a racines simples, annulateur de tq g et ce polynome est encore annulateur de tq ).

. A . a
Maintenant, les sous-espaces propres de tq r sont des sous-espaces propres de tq et méme de tq g. Puisque 7 ¢ Q,
T

la question 12. montre que les sous-espaces propres de tq r sont des droites vectorielles de la forme Vect(ey), k € Z et
méme plus précisément —N < k < N. Mais alors, puisque F est de dimension p et que tq,r est diagonalisable, on peut
trouver des entiers relatifs ny, ..., n, éléments de [-N, N] tels que F = Vect(en,) @ ... ® Vect(en, ). En particulier, on
a F = Vect(en,,...,en,).

Il existe un ensemble fini S d’entiers relatifs tel que F = Vect(ex)kes-
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