SESSION 2008

Concours commun Mines-Ponts

DEUXIEME EPREUVE. FILIERE MP

I Un peu de géométrie

1. Pour r € [0, +oo[, posons F(r) = f((r,0)). Puisque f est de classe C! sur R?, F est de classe C' sur R*.
Soit x € R?. Posons x = Tug oit r € RT et 0 € [0, 2t[. Puisque f est radiale,

f(x) = f(rug) = f o Rot_g(Tug) = f(ruo) = f((r,0)) = F(r) = F(||x|)).

Enfin, puisque f € % (R?,R), il existe M > 0 tel que pour x € R2, ||[x|| > M = f(x) = 0. Mais alors pour T > M, on a
F(r) = 0. Par suite, F € €} (R, R).

JF € 64 (RT,R)/ Vx € R2, f(x) = F(||x]|).

2. Soit x € R2. V(y, ) € R?, T¢«(y, @) = f(x + cos @y + sin @Rot/2(y)).
Maintenant, 'application p : RZxR — R? est continue sur R? x R car linéaire sur R? x R qui est de dimension
(b, 9) — y
finie et 'application Rot,,, est continue sur R? car linéaire. On en déduit que ’application R? x R — R? est
(y, @) = Rotr/a(y)
continue sur R? x R en tant que composée d’applications continues.
I1 en est de méme de 'application (y, @) — x + cos @y + sin @Rot,/2(y) puis de I'application (y, @) — f(x + cos @y +

sin @Rot/2(y)).
Vx € R?, Tf x est continue sur RZ x R. I

Soit y € R?. Pour ¢ € R?, Rotg+2x(y) = Roty,(y) et donc

V(x,y) € (R?)?, @ = Tr(y, @) est 2r-périodique.

3. Soient x € R% et 8 € R. Pour y € R?

] "27'[ ] 27‘[
Ti oRoto(y) = ~— | f(x + Rote (Rote(y))) d = —j f(x + Rotos o (y)) do

27 Jo 27 ),

1 r0+27
=— f(x + Roty(y)) de (en posant &« = 0 + @)

21 Jg

1 27
=5 , f(x + Rot(y)) do (car la fonction o — f(x + Roty(y))) est 27-périodique)
=Tr x(v)

Vx € R?, 'application T x est radiale. I

4. L’application v : u — x + Roty(u) est la composée de la rotation de centre O et d’angle @ et de la translation de
vecteur x. T est donc un déplacement d’angle @ c’est-a-dire la translation de vecteur x si @ = 0 et une rotation affine
d’angle o si ¢ €]0, 27].

D est la droite passant par le point x + pug de vecteur normal ug et donc Dy , est la droite passant par le point
x + Rot (pue) = X + pugye et de vecteur normal Rot, (ug) = Ug4¢. Le paramétre p’ de Dy  est la distance de O a la
droite Dy -

Le projeté orthogonal de O sur Dy ¢ est le forme Aug4 ol A est tel que (Augto — (X +PUgto)) Uot+e = 0 ce qui s’écrit

_ (Ixlwy +puere)-uose
Uo+¢-Up+o

A = [Ix[|(cos W cos(8 + @) + sinsin(0 + @)) +p = ||x[| cos(8 + @ — ) +p.
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On a donc p’ = |A] = |||x|| cos(8 + @ — ) + pl.

\ DX
, @
X+ PUete
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-
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=~ //\IJ)
1= -1 ____
P Pplg ~ _
Q R
0 O

O+@si0+ ¢ el0,2n]
0+ @ —2msi0+ @ € 2, 4n[ ©

Dy, ¢ est la droite de parameétres px,o = [[|x]/ cos(0 + @ — ) +pl et Ox, o = {

II Lemme préparatoire

5. On suppose que f est nulle & extérieur de B(O, M).
Soit (0,R) € R x R*. Pour i € {1,2}, posons ¢i : Rx[0,R] — R . Soit 1 € {1, 2}.
(xq,7) —  1f(x7 +1cos0,x2 + rsind)
e Pour tout x; € R, la fonction 1 — 1f(x; + rcos0,x, + rsin0) est continue par morceaux sur le segment [0, R] et donc
intégrable sur le segment [0, R].
e La fonction g; est pourvue sur R x [0, R] d’une dérivée partielle par rapport a x; & savoir

Vixi, ) € R x [0, R], 29 (xg 1) =+
aXi aXi

(x1 +T1cos0,x; + 1sind).

da:
e Pour tout x; € R, la fonction r +— a—gl(xi,r) est continue par morceaux sur le segment [0, R] et pour tout r € R, la
X4

da:
fonction xi — a—gl(xi, 1) est continue sur R.
Xi

e Enfin, puisque est continue sur le compact B(O, M), la fonction est majorée par un certain réel positif m

Xi

i

qui est encore un majorant de f sur R? puisque est nulle & Pextérieur de B(O, M).
i

Ainsi, ¥(xi,7) € Rx [0, R, [ <2

aXi

[0, R].

D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme (théoréme de LEIBNIZ), V; est dérivable sur R et

(xi,7)| < mMyrT = @(r) ot la fonction @ : T+ myT est continue et intégrable sur le segment

R
of

VO e R, VR € RT, Vx = (x1,%x2) € R?, Vi € {1,2}, V{(xi):J' 3 (x1 +Tcos0,x2 + rsinO)r dr.
o Oxi

Soit R € RT. Pour i € {1,2}, posons h; : Rx[0,2n] — R . Soit 1 € {1,2}.
R
(xi,0) — J f(x1 +TcosB,xz + rsin0)r dr
0
e Soit x € R? et soit Mo un majorant de la fonction |f| sur R2.

Pour tout réel 08 € [0, 27, la fonction r — rf(x7 + rcos0,x, + rsin0) est continue sur [0, R] et pour tout réel r € [0, R], la
fonction 0 — vf(x7 +1cos0,x; + rsin0) est continue sur [0, 27].

Enfin, V(r,0) € [0,R] x [0, 27, |rf(x7 + Tcos0,x2 + rsin0)] < moR = @o (1) ot @p est une fonction continue et intégrable
sur [0, R].
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R
Le théoréme de continuité des intégrales & paramétres montre que, pour tout x; € R, la fonction 8 — J f(x1+71cos0,x+

0
T8in 0)r dr est continue sur le segment [0, 271] et donc intégrable sur le segment [0, 27].

e D’aprés I’étude de la fonction Vi, la fonction hy est pourvue sur R x [0,27] d’une dérivée partielle par rapport a x; a
savoir

oh; R of ,
V(xi,0) € R x [0,27], —(x4,0) = (x1 +71cosB,x2 +1sin0)r dr.
aXi 0 aXi

ohs
e Pour tout x; € R, la fonction 6 — a—l (x1,0) est continue par morceaux sur le segment [0, 271] (de nouveau théoréme de

1

Oh
continuité des intégrales a paramétres) et pour tout 8 € [0, 271, la fonction x; — = (x{, 0) est continue sur R.
Xi
091
aXi

e Enfin, V(xi,7) € R x [0, 27, (xi,1)| < mMR? = @1(0) la fonction @; : 6 — mR? est continue et intégrable sur le

segment [0, 271].

D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme (théoréme de LEIBNIZ), W; est dérivable sur R et

27 pR
VR € R, Wx = (x1,x2) € R%, Vi e (1,2}, W{(xi):J J ™ (x1 +1c0s0,%x2 + rsin0)r dr do.
o Jo Oxi

6. En passant en polaires, on obtient

2t rR
| (Gettunua = gttunuan) awras = [ [ (5300 rua) = g (et ruo) ) varae
B(x,R) 0

aX1 aX2 0 0 aX1 X2
On note alors S*(x,R) le bord de B(x, R) orienté dans le sens direct. La formule de GREEN-RIEMANN permet d’écrire

I (ﬂ((yl,yz))—a—"((yhyz))) drdya = | (Pl(ru2)dyr +Qllys,v2))dya)
B(x,R) \ 0X1 0x2 S+ (x,R)

27
=J' (P((x7 +RcosB,x2 + RsinB))(—RsinB) + Q((x1 + RcosO,x, + RsinB))(RcosB)) dO
0

27
:J' (P(x + Rug)(—Rsin®) + Q(x + Rug)(Rcos0)) d6
0

27

27 R
oP
V(x,R)eszRﬂJ' J'<W(x+rue)—(x-i—rue))rdrdB_RJ (—sinOP(x 4+ Rug) + cos 0Q(x + Rug)) dO.
1

o Jo 0x2 0

7. Soit (x,R) € Qa. Soit M tel que supp(f) C B(O, M). f est continue sur R? et nulle a 'extérieur de B(O, M). f est donc
intégrable sur R2. On effectue la translation de variables : Y1 = X1 + 21 et y2 = x2 +z2 et donc dy;dyz = dxi1dx, et on
obtient

ﬁ f(y1,y2) dyrdyz = ﬂ f(y1,y2) dyrdy: = J'J' f(x1 4 z1,%x2 +22) dx1dx,
R2 B(O,M) B(—x,M)
:ﬂ f(x1 + z1,x2 + z2) dxjdx;.
RZ

Soit maintenant M’ tel que supp(f) C B(x,M’) et M’ > R. En passant en polaires, on obtient

2t M/
JJ' f(x1 +z1,%x2 +2z2) dx1dx2 J f(x1 +2z1,%x2 + 22) dx1dx; :J' J f(x1 4+ rcosB,x, + rsin6) rdrdo
R2 B(O,M’)

0 0

27 (R 27 (M
= J f(x1 4+ rcos6,x, + rsin6) rdrd6 +J' J f(x1 4+ rcosB,x, + rsin6) rdrd®
o Jo o Jr

27t R M 27
= J f(x1 4+ rcosB,x, + rsin6) rdrd6 +J' J f(x1 +1cos0,x + rsind) do | rdr.
o Jo R 0

http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.



Enfin, soit r € [R, M']. On a r > R > ||x|]| + A et donc (x,7) € Qa.
27
Par hypothése, on a alors J

0 R

M/
f(x1 +1cos0,x2 +rsinB) dO = 0. Ainsi, J <
0

27
J f(x1 + 1cos0,xz + rsin0) d@) rdr=20

et il reste

27t pR
J'J f(yr,y2) dyjdys = J'J f(x1 4+ 2z1,%x2 +2z2) dx1dx> :J' J f(x7 +TcosB, x> + rsind) rdrdo.
R2 R2 0

0

8. Soient x € B(O,R— A) puis i € {1,2}. Alors, ||x|| < R— A ou encore R > ||x|| + A de sorte que (x,A) € Qa. D’aprés 7),
27 R
Wi(x4i) :J J f(x1 +1cosB,x2 +rsin@) rdrdd = ﬂ f(y1,y2) dyidys.
o Jo R2

Cette derniére expression ne dépend pas de x; et donc W; est constante sur ] — (R— A),R— A[ puis sur [-(R—A),R—A)]
par continuité. D’aprés 5), pour tout x € B(O,R— A) et i € {1,2} on a alors

27t pR
J J v (x1 +Tcos0,x2 + Tsin0)r dr d6 = W{(xq) = 0.
o Jo Oxi

On applique maintenant 6) & P =0 et Q = f et on obtient

pZT[ r27 R af
R f(x + Rug) cos d6 = —(x7 +1cosB,x2 +rsinB) rdrdo = 0,
JO Jo JoO aX]
et de méme en prenant P = —f et Q =0,
27 27 R f
R f(x + Rug)sin® do = — (%71 +Tcos0,x2 + rsin@) rdrdd = 0.
0 o Jo 0x2
° 27 27
vx € B(O,R—A), J f(x + Rug) cos 6 d6 :J' f(x + Rug)sin® d6 = 0.
0 0

9. La fonction y;f est bien dans %&(RZ,R). Soit alors (x,R) € QAa.

27

27

27

f(x + Rug) d@—}—RJ f(x + Rug)cos0 do =0,

r”(ylfxxmue) dezj 0

(x1 + Rcos0)f(x + Rup) d6 = x4 J
0 0

0
De méme, la fonction yf est dans ‘KQ(RZ,R) et pour (x,R) € Qa.

27 27 27t

f(x + Rug) d6+RJ' f(x + Rug)sin® d6 =0,
0

Les fonctions y;f et y,f satisfont les hypothéses du lemme. I

10. En réitérant le résultat de la question 9), il est clair par récurrence que V(k,1) € N2, la fonction y]fygf vérifie les
hypothéses du lemme.

rﬂ(ym(xwue) a0 =

(x2 + Rsin8)f(x + Rug) d0 = x» J
0 0

0

27
Soit (x,R) € Qa. Montrons par récurrence sur n =k + 1 que V(k, 1) € N2, J f(x + Rug) cos* Osin' 6 d® = 0.
0
e C’est vrai pour n = 0.
27

e Soit n > 0. Supposons que pour tout (k,1) € N tel que k+1<n, J f(x + Rug) cos* 0sin' 6 d6 = 0.
0
Soit (k,1) € N? tel que k4 1 =n. La fonction y%‘“y%f vérifie les hypotheses du lemme et donc d’aprés 8)

27
j (0L F) (x + Rue) cos0 6 = 0
0

ou encore
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27
J' (x7 + Rcos0)¥(x2 + RsinB)' cos 8f(x + Rug) d8 =0 ().
0

En développant (x7 + Rcos0)%(x2 + Rsin0)! cos 8, on obtient une expression du type

’ ’
Rl cosktT Bsint 0 + E ag’ 1/ cos® Osin' 6.
K/ Fl/<n

27

Par hypothése de récurrence, J Z ay: 1 cos® Bsin' 0 | f(x + Rug) d6 = 0.
0 \k/+l/<n

27 27

cos*t1 0sin' Of(x + Rug) d0 = 0 et donc J cos**! Bsin' 0f(x + Rug) d0 = 0. De méme,

(%) s’écrit alors Rk“J'
0

0

27
J cos® 0sin' ! 0f(x + Rug) dO = 0 et le résultat est démontré pour n + 1.
0

On a montré par récurrence que

27t

V(k,1) € N2, J f(x + Rug) cos* Osin' 6 d® = 0.
0

11. Soient (x,R) € QA et n € N. D’aprés 10),

27 27 n 27
J f(x + Rug)e'™® do :J f(x 4 Rug)(cos(0) +isin0)™ do = Z C]Tjikj f(x + Ruf) cos™ ¥ Bsin* 0 do = 0.
0 0 k=0 0

Par passage aux parties réelles et imaginaires, on obtient :

27 27t
Yn €N, J f(x + Rug) cos(nd) do = J f(x + Rug) sin(nd) d6 = 0.
0

12. Soit (x,R) € Qa. La fonction g : 8 — f(x + Rug) est continue sur R et 27-périodique. De plus, d’aprés la question
précédente, ses coefficients de FOURIER sont nuls. La formule de PARSEVAL permet alors d’écrire :

27

27
J fz(x+Rue)d6:J'
0 0

5 (a0(9))? & & 2 2
g2(0) d8 =7 [ 2+ > ((an(g))? + (bn(g))? | =0.

n=1

13. Soit (x,R) € Qa. La fonction 8 — f?(x + Rug) est continue, positive, d’intégrale nulle sur [0, 27]. Cette fonction est
donc la fonction nulle. Ainsi, V(x,R) € Qa, f(x + Rug).

Soit R > A. Le couple (O, R) est dans Qa. D’apreés ce qui précéde, VO € [0, 27, f(Rug) = 0.

On a ainsi montré que YR > A, V0 € [0, 27], f(Rug) = 0 ou encore que ¥x € R?, ||x|| > A = f(x) =0 et donc

f est nulle sur le complémentaire de B(O, A).

IIT Théoréme de support

14. Les fonctions considérées sont continues a support compact et donc intégrables sur R.
Soient p € [0, +oco[ et 6 € [0, 27t[. Puisque f est radiale,

~

foRot_g(pue + tve) dt = J f(puo + tvo) dt = (0, p).

flo,p)=| f dt =
(D)J%WW+wwt J )

R
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Ensuite,

+oo

f(0,p) :J f(puo + tvo) dt:J' F([[puo + tvol)) dt:J F(\/pz +t2) dt:2J Fv/p2 + t2) dt.
R R R

0

1

15. Soit v > 0. Posons u = v + t2 et donc du = 2t dt = 2(u — v)'/2 dt ou encore dt = Z(u—v)_lz du. Puisque

I'application t — v + t? est un C'-difféomorphisme de ]0, 4+o0[ sur Jv, +oco[, on a

+00

F(vv+1t2) dt = zrw F(v/u) x 1(11.7\))_12 du = roo F(vu)(u—v)~ /% du.

0

16. Soit h : R* — R telle que Vu € [0,+o0l, h(u) = F(yu1). F est continue sur R™ a support compact contenu

dans un certain [0, M] et il en est de de méme de h dont le support est contenu dans [0, M?]. De plus, pour v > 0,
“+o00

1?(0, V) = J F(vu)(u—v)~"2 du = Lh(v) ou la fonction Lh a été définie en page 3 de I’énoncé.
v
D’aprés les résultats admis par ’énoncé, la fonction Lh est continue sur RT, nulle en dehors de [0, M?] et de plus, la

fonction L(Lh) est dérivable sur R* avec (L(Lh))’ = —mth. Mais, pour v > A?, hypothése du théoréme 1 fournit

+00 N

Lh(v)zj FVAD) (w—v) /2 du = F(0, &) = 0

v

+o00

On en déduit que pour v > A2, (L(Lh))(v) = J' Lh(v)(u—v)~"2 du = 0 puis que —mth(v) = (L(Lh))’(v) = 0. Par suite,
v

h est nulle sur JA2 4 co[ ou encore

F est nulle sur JA, +ool.

17. Soit (x,p,0) € R? x R* x [0, 27[. Etudions le support de la fonction t — T¢ x(pug + tve, @), @ € [0,271] donné.
Soit M > 0 tel que supp(f) C B(O,M). On a

Tt x(pug + tve, @) = f(x + Rot (pug + tve)).

Cette expression est nulle dés que ||x + Rote (pug + tve)|| > M. Mais pour |t| > [|x||, on a

I+ Rot.g (puo + tva)|| x| = [ Rot (pue + tva)l = [x]| = [Ipua + tve |l = |Ix]| = /P2 + 22| = P+ 2~ x|
> [t = xII.

Par suite, si [t| > m = ||x]| + M, on a ||x + Rote, (pue + tve)|| > M et donc T¢ x(pueg + tve, @) = 0. Ainsi, pour tout réel

¢ € [0,27], le support de la fonction t — T¢ x (pug + tve, @) est contenu dans [—m, m] od m = ||x|| + M.
27t

7T
Mais alors, pour [t| > m, 7¢ x(pug + tve) = EJ' T x(pue + tve, @)de = EJ 0 de =0 et le support de la fonction
0 0

t = T¢ x(pup + tve) est également contenu dans [—m, m].
Sinon, le théoréme de dérivation sous le signe somme montre une fois de plus que 7¢ « est dans C]L(RZ, R) de sorte que
Tt x est bien définie a partir de la définition 2 et

m

Tr (0,7) :J Tt x(pug + tvg) dt :J Tr x(pue + tve) dt
R

—m

m ] 27
= J EJ Tex(pue + tve, @) do | dt
0

—m

1 27

= — J J Tt x(pug + tve, @) dt de (d’aprés le théoréme de FUBINI)
27 0 —m

1

27
= — T x t y t .
e L JR £.x(pue +tvg, @) dt de
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18. Soit p > A + [|x|| et (0, @) € [0, 27]%.

J Tt x(pue + tve, @) dt :J' f(x + Rot (pug + tve)) dt.
R R

Maintenant, d’aprés la question 4., x + Rote (pug + tve) = p'ugre + t'vere ot p’ = [||x] cos(0 + @ — 1) +p| et t’ est
un réel déduit de t par translation.
Par hypotheése du théoréme 1, si p’ > A, on a

~

J Tex(pue + tve, @) dt :J f(x + Rote (pue + tvg)) dt :J f(p'ugte +t'vore) dt' =f(0+ @,p’) =0.
R R R

Enfin, p’ > p — x| cos(6 + ¢ — ) > p — ||x|| et done, si p > A+ ||x]|, on a p’ > A puis

27

1 27
J T x(pue + tve, @) dt dq):—J 0de =0.
R

— 1
ﬂ,x(evp)_z_J' 27_[ 0

7t Jo

V0 € 10,27, ¥p > A + |[x]|, Tr x(0,p) = 0.

19. {x + Rot, (y), @ € [0, 27} est le cercle de centre x et de rayon ||y||. L’inégalité ||y|| > ||x||+ A s’écrit encore (x, ||y||) €
Qa.
20. La fonction 7  est dans C) (R, R) et est radiale d’aprés la question 3. D’aprés la question 18., ¥p > A + ||x||, V0 € R,
T7 x(6,p) = 0.
27
D’aprés la question 16., Pour y € R? tel que |Jy|| > A+]|x||, on a 7¢ x(y) = O ce qui s’écrit encore J f(x+Rote (y))de = 0.
0

27 27 27
f(x + Rue)de :J f(x1 +RcosB,x; + Rsin6) dO et

Soit R > A + ||x| puis y = (R,0). On aJ
0

f(x +Rot(y))de :J
0

0

27
puisque ||[y]| =R > A+ x|, on a J' f(x1 + Rcos®,x2 + Rsin®) d6 = 0.
0

27
En résumé, V(x,T) € Qa, J f(x1 + RcosB,x, + Rsin0) dO = 0 et le lemme 1 permet d’affirmer que f est nulle sur le
0

complémentaire de B(O, A) et donc que pour x € R? tel que ||x|| > A, on a f(x) = 0. Le théoréme 1 est démontré.
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