SESSION 2008

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE MP

I Permanents

Tout d’abord, notons que ’on a aussi

per(m1 oo ,mn) = Z mg(1)1 . mg(n)n.
SR
En effet, pour o € &, posons j; = o(1),..., jn = o(n) de sorte que 1 =0 '(j1),..., n =0 (jn). On réordonne alors le
produit myg(1) ... Mpgn) dans Pordre croissant des numéros de colonnes et on obtient
Mo(N)1 - Ma(n)n = Mo—1(51)j1 -+ Mo T(jn)jn = Mo (1)1 -+ Mo T (n)n-

Maintenant, I’application ¢ — o~ est une permutation de &,, et donc

per(my,...,my) = Z Mig(1)---Mng(n) = Z Me-1(1)1--- Mo (n)n = Z Mg(1)1---Mg(n)n-

ISICY ceEGn ISICY

n
Z mij = ||m;|| et donc
k=1

1. Pour (i,j) € [1,n]? et 0 € Gy, on a [my(i);l = /M2 .,; <

Mo(1)1Me(2)2 - - Mo(mnl < [maf[[mz] ... [[mal,

puis

Iper(mi,...,mp)| < Z IMe(1)1Me(2)2 -+ - Ma(n)nl
0eEG,
< 3 Amallmall - fmall = [ lfimall . lmal x card(& —“'HHmJH
IS j=1

n
V(mi, ..., ma) € (Mn1 (R, [per(ma, ..., mu)l <l T T IImyll-

j=1

2. Soit 0 € 6-,1. Avec la convention Mo1)1---Me(5-1)j—1 = 1si ) =1et To(i+1)j+1 - To(n)n = 1si ) =mn,

Me(1)1Mg(2)2 - Mg(n)2 = Mo(1)1 -+ - Mo(n—1)n-1 (mc(n)n - To‘(n)n) +Mg(1)1 -+ - Mon—1)n—1To(n)n

= ch .. (;4);4(“10( i — To(3)j )Ta(j+1)j+1 s Tomn | T To(1)1 -+ - To(n)n,
et donc
|m0'(1)1m0'(2)2 oo Mom)n — To(1)1 -- \ < Z \ma \ma G—1) k]Hma ()3 —Tc(j)jHTa(jH)jH\---\Ta(n)n|
j=1
<> malllmyalllmg =il lrall,

j=1
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puis

lper(my,...,mn) —per(ry,..., )| < Z Me(111Me(2)2 - - Momin — To(1)1 -+ To(n)nl
(S
n
> Il Imyallimg =il -l
ceSG, j=1
=n! Z [l fmy—alllmy =l - el

j=1

V((ma,. .., mn), (11, .)€ (D1 (R)))?,

per(my, ..., mn) —per(ri,...,m)l <Yl myallmg =il -l
j=1

3. Soit j € 1.

perM: Z Mg(1)1 -+ Mg(j)j -+ - Mo Z Z Mo(1)1 - - Mo(—1)j—1 MU MG (+1)j+1 - - - Mg(n)n
€S, i=1 0€Gy
o(j)=t
n
:Z Z Mo (1)1 -« Mo(-1)j—1Mo(j+1)j+1 - - - Mo(n)n-
i= [SICPN
olj)=t

Ainsi, on a isolé comme facteur de myj la somme de tous les produits de n — 1 facteurs oit le numéro de ligne i et le
numéro de colonne j ne sont pas utilisés. Cette somme est per (M(ifj)).
On a donc établi la formule de développement d’'un permanent suivant sa j-éme colonne :

n
¥j € In, perM = ) my jper (M(ij).

i=1

II Formes quadratiques

4. Soient H € Vi et G € V™ puis x € HNG. La restriction de ®q a H est positive et donc Qx.x > 0. Si x # 0, puisque la

On a montré que HN G = {0} et donc la somme H + G est directe. On choisit alors pour H (resp. G) un sous-espace
élément de VT tel que r1(®q) = dimH (resp. élément de V™ tel que s(@q) = dimG). H est en particulier élément de V{
et donc la somme H + G est directe. Par suite,

restriction de ®q a G est définie négative, on a Q —— < 0 et donc Qx.x < 0 ce qui n’est pas. Donc, x = 0.

n > dimH + dimG = 1(®g) + s(Po).

1(0q) +5(0Pg) <n

5. Le résultat est clair sin™(Q) = 0. Sinon, on suppose ordonnées les valeurs propres de Q de sorte que pour 1 < i < n*(Q),
Ai >0 (et Ay < 0 pour 1 >n"(Q)).

Q est symétrique réelle et donc diagonalisable dans une base orthonormée d’aprés le théoréme spectral. Soit (eq,...,en)
une base orthonormée de R™ formée de vecteurs propres de Q et associée a la famille (Aq,...,An).
nt(Q) n"(Q)

Soit H = Vect(e1,...,en+(q)). Pour x = Z xieq tel que |[x|| =1, on a Qx.x = Z Aix? > car les Ay sont strictement
i=1 i=1

positifs et les xiz sont positifs, 'un d’entre ’étant strictement.

Ainsi, la restriction de Q a H est définie positive et donc n*(Q) = dim(H) < r(Dgq).

En appliquant ce résultat & —Q, on a aussi s(®gq) > n"(Q).

T(@q) 2 n*(Q) et s(@q) =1~ (Q).
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6. Les valeurs propres de Q sont réelles et non nulles. Par suite, n =n*"(Q) + 1~ (Q). On a donc
n=n"(Q)+n7(Q) <r(@q) +s(0q) <m,

ce qui montre que les inégalités r(@q) > nt(Q) et s(@g) > n(Q) sont des égalités.

r(@q) =n*(Q) et s(Qq) =n"(Q).

7. Supposons que 1(®q) > 1. Soit H un sous-espace de R™ tel que la restriction de ®g a H est définie positive et
dimH = T‘((DQ).
@ est une forme quadratique et est donc continue sur HNS. De plus, HN'S est un fermé borné de H et donc un compact
de H d’aprés le théoréme de BOREL-LEBESQUE, non vide car dimH > 1. ®g admet donc un minimum sur HN S atteint
1
—(DQ (Xo) > 0.
2
Soit maintenant R une matrice symétrique réelle inversible de taille n telle que 3k € [0, 8] tel que V(x,y) € (R
Bq(x,y) — Brx,y)| < k[[x[[[[y]-
En particulier, ¥x € HN'S, [®q(x) — Or(x)| < k. Mais alors pour x € HN S,

en un certain xo de HN'S. Puisque la restriction de ®q & H est définie positive, on a @ g (xp) > 0. Soit & =

"2,

Dr(x) = D (x) + (Drlx) — D (x)) < Do (x) — [Drlx) — Do (x)| = Dy (xo) —k =25 —k = 5 > 0.

Ainsi, la restriction de ®r & H est définie positive et on en déduit que 1(@q) = dimH < r(®g). Par symétrie des roles de
Q et R, on a aussi 1(Pr) < 7(Dg) et donc r(Pq) = 1(Dr).
Sir(®q) =0, on applique ce qui précéde & —Q.

On a montré que

3 >0/ 1(@q) =1(Dg) si k < 5.

III Espaces de LORENTZ

8. Soit H = Vect(a, b). Puisque (a,b) est libre, H est un plan.
Supposons par I’absurde que Vp € R, ¢(p) > 0.
Soit (A, 1) € R2. SiA =0, ona Do (Ab+pa) = Pg(pa) = p20g(a) > OetsiA £0, ona g (Ab+ua) = A20q (b n %a) -

ro(2) 0.
Finalement, la restriction de ®q & H est positive.

Si maintenant G est un élément de V~ tel que dimG = s(®qg) =n — 1, la question 4. permet d’affirmer que
n > dimH+dimG =2+ (n—-1)=n+1.

Ceci est absurde et donc

IANeR/ @A) <.

9. Supposons encore que b ne soit pas colinéaire & a. Pour tout réel p, on a @(p) = @q(a)p? +2Bg(a,b)p + @q(b).
Puisque ®g(a) > 0, @ est un trindéme du second degré tendant vers +o0o en +oo. Comme d’autre part IA € R/ @(A) < 0,
le discriminant réduit de ¢ est strictement positif et donc

0< A = BQ(a,b)z — @Q(a)(DQ(b).

Ainsi, si b n’est pas colinéaire & a, on a Bo(a,b)? > ®g(a)®@q(b).

Si maintenant b est colinéaire & a, il existe k € R tel que b = ka. On a alors
Bo(a,b)? — ®q(a)®q(b) =Bg(a, ka)? — @g(a)®@q(ka) = k*(Bg(a,a)* — ®g(a)?) =0.

On a montré que

Bol(a, b)? > Do (a)Dg(b) avec égalité si et seulement si a et b sont colinéaires.
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IV Inégalité d’ ALEXANDROV

10. xq = (X—1)(X+1) et donc SpQ = (1,—1). Q est donc inversible et d’aprés la question 6., on a alors r(®q) =n*(Q) =1
et s(Og) =n"(Q) =1=n—1. Le théoréme 1 est donc établi quand n = 2.

On suppose dorénavant que n > 3 et que le théoréme 1 est établi pour tout k <n —1.

11. Soit j € I,. En développant le permanent per(my,...,mn_3, Mn_2,C, €;j) suivant sa derniére colonne & partir de la
formule de la question 3., on obtient

per(my,...,Mn_3,Mn_2,¢,¢;) = per(mq(j),...,mn_30), mn2(3),c(G)).

Maintenant, ’application B; : (mn—2(j),c(j)) — per(mi(j),..., mn—3(), mn—-2(3),c(j)) est une forme bilinéaire symé-
trique sur R™'. De plus, pour 1 < k,1 <n — 1, le coefficient de mn_>(j)xc(j)1 dans le développement de
per(mi(j),...,mn_3(j), mn_2(3),c(j)) est le permanent de la matrice carrée de format n — 3 obtenu en retirant aux
vecteurs my,..., My_3 leurs lignes n° j, k et 1 ou plutét le permanent de (mq(j),..., mn_3(j), ex,er) c’est-a-dire le
coefficient ligne k, colonne 1 d’une matrice Q de format n — 1 notée Qn_1(j).

Ainsi, la matrice de Bj dans la base canonique de R*~! est Qn_1(j). Par hypothése de récurrence, Qn_1(j) est inversible
et T'((DQn,1 (j)) =1et S((DQn71 (j)) =n-—1.

Maintenant, ®q, ,)(Mmn_20)) = per(mi(j),...,mn_3(), Mn_2(), mn_2(j)) > 0 car les m; sont & composantes stric-
tement positives. La question 9. permet alors d’affirmer que

Bj(mn_1 (3),c(3))?% > Dg,. 1 5)(Mn20G))Pq, ,()(c(j)) avec égalité si et seulement si c(j) est colinéaire & m,_2(j),

ce qui s’écrit encore

Vj € I, Vc € R™,
2
(per(m1v' . -,mn—S,mn—ZyC,ej)) Z per(m1v' . -,mn—S,mn—Zymn—Zyej) X per(m1v- .. vmﬂ—3acvcaej)

avec égalité si et seulement si c(j) est colinéaire & my_3(j).

12. Par n-linéarité et symétrie, on a

n n
0=Qc.c= Z dijCiCj = Z per(my, mp,..., My 2,€i,€j)cicj = per(my,..., My 2, E Ciei,ZCjej)
i1

1<i,j<n 1<i,j<n j=1
n
=per(my,...,mu_2,c,c) = per(mq,..., mn_3,¢,¢, E mjn_26€j)
j=1
n
= E mj‘n—zper(mh---,mn—3»CaC»ej)-
=1
On a montré que
n
si Qc =0, alors E mj n_zper(my,...,Mn_3,c,c,e) =0.

j=1

13. Soit j € 1.
e Par linéarité par rapport & 'avant derniére colonne et par symétrie, on a

n n
per(my,..., My 2,¢,€;) =per(Mmy,...,Mn 2, Y ciei, &)=Y per(my,..., My 2,ei,€)ci
i=1 i=1

= Z di,jCi = Z gjici =0 (car Qc =0).
i=1

i=1
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e En développant per(my,..., Mn_2, Mn_2, €;) suivant sa derniére colonne, on obtient
per(m] Yy )mn—Z, mn—Z» e]) = per(m] (])v A )mnfz(j)’ mnfz(j)) > 07

car les my sont & composantes strictement positives.

V) € Ina per(m1 yoee am‘rl—ZvCaej) =0et per(m1 yoee amn—vaTl—Zvej) > 0.

14. Supposons Qc = 0.

La question 13. et les inégalités (3) fournissent : Vj € I, per(mq,...,mn_3,c,c,e5) <O0.

Puisque les mj n_» sont strictement positifs, la question 12. montre que Vj € Iy, per(my,...,mn_3,c,c,e;) =0.

Mais alors, I'inégalité (3) est une égalité et d’aprés la question 11., Vj € Iy, c(j) et my_2(j) sont colinéaires. Comme 1. > 3,

¢ est colinéaire & my . Ceci impose aux composantes de ¢ d’étre toutes de méme signe.
n

Enfin, tous les q;j, i # j sont strictement positifs et les égalités Vi € I, Z di;jc; = 0 impose Vj € I, ¢j = 0 et donc

j=1
c=0.

On a montré que Qc = 0 équivaut & ¢ = 0 et donc que KerQ = {0}. On en déduit que

Q est inversible. I

15. Pour (x,y) € (R™)?,

Bo(x,y) = per(e,...,e,x,y) = Z per(e,..., e, eq, €5)xiyj.

On en déduit que V(i,j) € In, qi,; = per(e,..., e, e, e5).

e 5ii=j, en développant suivant la derniére colonne puis I’avant derniére, on obtient q;; = 0.
e Sii+#j, toujours en développant suivant la derniére puis suivant I’avant derniére colonne, on obtient per(e’,...,e’) oi
W—/

e’=(1,...,1eR* 2 . Or
(AR

per(e’,...,e') = Z 1x...x1T=card(6Gy_2) = (n—2).

c€Gn_2

Finalement,

Q est symétrique réelle et donc diagonalisable dans R. L’ordre de multiplicité de chacune de ses valeurs propres est donc
la dimension du sous espace propre correspondant.

rg(Qo + (m — 2)!1I) =1 et donc —(n — 2)! est valeur propre d’ordre n — 1. La trace de Q¢ fournit la derniére valeur
propre A : A+ (m—1)(—(n—2)!) =0 et donc A = (n— 1)L

SpQo=((n—1)L,—-Mm=2),...,—(n=2)1), 7(Dg,) =1, s(Pg,) =n—1.

n—I1

16. Soient 8 et 8’ deux éléments distincts de [0, 1]. Pour (x,y) € (R™)?2, d’aprés la question 2.,
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‘BG(Xay) - Be/(X»UN = |Per(9m1 + (] - e)e» .. ~)emn72 + (] - G)e,x,y) - per(elm1 + (1 - e/)ev .. ~)emn72 + (] - G’Je,x,y)

n—2
<l [lomy +(1—0)el ... [[[[6m; 11+ (1 —0)e]|
j=1
16" — 8)(m; — e)[[8m; 1 + (1—0")e|...[|8"mn—2 + (1—0)el|[[x][[lyll

n—2n-—2

n—2
<nllo —o/|x[llvll D TTImall+llel) = (n—2)mte — o[/l T T (Imll +vn)

j=1 i=1 j=1

n—2
<nnllo—0'l[x[[yll [ [Imll + v
j=1

n—2

¥(x,y) € (R™)?, V(6,0') € (0,112, [Bo(x,y) — Bo: (x,y)l < nnlle —0l[|x[[ [yl T ] (Ilmyll + v).

j=1

17. Tout d’abord, pour 0 € [0, 1], les vecteurs Om; + (1 —0)e, 1 <i < n — 2 sont & composantes strictement positives et
on peut appliquer & la matrice Qg les questions 11. & 14. pour obtenir

V0 € [0,1], Qo € GLR).

Considérons alors & = {8 € [0,1]/ 1(Dq,) = 1}. & est une partie non vide R (car 0 € &) et majorée par 1. & admet
donc une borne supérieure T € [0, 1].

e Montrons que T € . Il existe une suite (0p)peny d’éléments de & tendant vers T. La suite de matrices correspondantes
(Qo, Jpen tend vers la matrice Q. car les coefficients de Qg sont des fonctions continues de 8. Mais alors, la suite des
spectres (Sp(Qe, ))pen) tend vers le spectre de Q- puisque les coefficients du polynéme caractéristique de Qg sont des
fonctions continues de 0.
On en déduit que Q. admet une valeur propre positive ou nulle et n — 1 valeurs propres négatives ou nulles. Comme
d’autre part 0 n’est pas valeur propre de Q-, Q. admet une valeur propre strictement positive et 1 — 1 valeurs propres
strictement négatives. Finalement T € &2.
e Supposons par 'absurde que T < 1.
n—2
D’aprés la question 7. et la question 16., il existe un réel & €]0,1 — 1[ tel que si n n!|@ — 7| H(HmiH +v/n) < & alors
j=1
1(Pq,) =1 et donc il existe 8 €]1,1] N & ce qui contredit la définition de T.

Finalement, T € & et T =1 ce qui montre que (R™, Q1) est un espace de LORENTZ. Le théoréme 1 est donc démontré par
récurrence.

18. Puisque (R™, Q) est un espace de LORENTZ, on peut appliquer la question 9. & la forme Bg. Puisque les my, 1 <i <
n — 1, sont & composantes strictement positives, on a ®g(mn—_1) = per(my,...,Mp_2, Mn_1,My_7) > 0 et donc, si b
n’est pas colinéaire & m,,_1, on a

(Bo(mn_1,b))? > @q(mn_1)0q(b),

C 2
ce qui s’écrit (per(my,...,mpy_2,My_1,b))" > per(mq,...,My_2,My_1, My_1)per(my,...,Mmy_2,b,b).

Il reste a étudier le cas ou b est colinéaire & my,_7. Dans ce cas, il existe un réel A tel que b =Am,,_;. On a alors

2
(per(m1a---vmﬂ—vaﬂ—1ab)) _per(m1v'-'vmﬂ—van—1amn—1)per(m1a"-amn—Zabab) =
2 2 2
A ((per(m1,...,mn,z,mnq,mn,])) — (per(my,...,Mn_2, Mn_1,Mn_1)) ):0.

On a montré que l'inégalité de la question 18. est valable pour tout choix de b.
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