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Majoration de polynémes trigonométriques

Soit p un réel strictement supérieur a 1 et ¢ = p/(p — 1). On admet que si u
et v sont deux fonctions continues, a valeurs réelles, définies sur l'intervalle

le,d] C R, alors
<(/ @) ) ” (/ o) ) "

/c " w(@)o(a) da

Soit n un entier non nul, r = (r1,--- ,7,) € R™ ou pour tout k, 7 est un
réel positif et » # 0. On introduit sur R”, les deux normes suivantes:

Il = (3 ) P et [l =) Il
J=1

Pour tout € R et tout o = (ay, -+ , ;) € R, on pose

P.(x,a) =) rcos(kr — ag).
k=1

Si s est un réel positif, on note

2m
Ii(«) :/ |Pr(z, 0)|* da.
0

Dans la suite, ¢t désigne un réel supérieur ou égal a 1.

L objectif de ce probleme est de montrer que

xseué)n alenpfn |P.(z, )|

est fini et d’obtenir un majorant fonction de r.



I Préliminaires

a 1-

a 2-

a 3-

I1

Soit p(A) = A*(1 — X)? pour X € [0, 1]. Calculer max ¢(\).

€0, 1]

Soit 1 la fonction définie sur R par ¢(z) = |z|*. Montrer que 1 est
de classe C? sur R et calculer ¢’ et ",

Soit & : R — R une fonction de classe C?. Prouver que [ = |h|* est
de classe C? sur R et calculer I’ et {".

Propriétés de I;

Pour a € R"”, on introduit la fonction L, définie par

a 8-

Lo : [-1,]] xR" — R
(675) — It(Oé‘i‘Eﬁ)-

Montrer que pour tout 5 € R la fonction (¢ — L,(g, 3)) est dérivable
et exprimer sa dérivée sous forme d’intégrale.

Montrer que pour tout § € R", la fonction (¢ — L,(g, 3)) est deux
fois dérivable et exprimer sa dérivée seconde sous forme d’intégrale.

Etablir que
' 0L,
Lo+ 9) = ha) = [ G0 &

0

puis montrer que I; est continue sur R”.

En utilisant les propriétés de L., montrer que les dérivées partielles

0?1,
— pour k=1,--- ,n,
Doz

existent et les exprimer sous forme d’intégrales.

Montrer que I; est une fonction bornée sur R", qui atteint son mini-
mum.

On note @ I'un des points ou le minimum est atteint.



a 9 - Montrer que pour tout 5 € R",

0%,

0*Ls .
> —_— >
(0,3) > 0 puis que ,}1 32 (@) > 0.

02

o 10 - Etablir alors I'inégalité suivante :
Li(&) < (2t = 1) [|r* -1 (&). (2)

o 11 - Etablir la majoration suivante:

t

L(a) < 27r<(2t _ 1)|yr\|2)

III Propriétés de P,

Dans cette partie, a est un élément quelconque de R fixé.

o 12 - Etablir les deux identités
2T 2T
/ Puw,a) dz = 0 et / Pz, )? dz = |||
0 0

a 13 - Montrer que la borne supérieure S = sup |P.(z, «)| est finie et qu’il
zeR
existe z, € R tel que

|P7"(xa7a)| = Sup |PT($,O{)|.
zeR

0 14 - Montrer que [|r||* < 252

o 15 - Montrer que la fonction x +— P,(z,«) est non identiquement nulle et
n’est pas de signe constant.

o 16 - Soit A €]0,1[. Soit Vit = {€ € [, Ta + 27|, |P-(§, )| = AS}. Montrer
que V' est un ensemble compact non vide.

Soit b = min{¢, & € V,''}.



a 17 - Montrer qu’il existe a tel que:

a<xTo<betb—a<2m,
|P(a,a)| = |P.(b, )] = AS,
|P.(x, )| > AS pour tout x €]a, b|.

0 18 - Etablir les relations

®OP,
2(1-XN)S = N (z,a) dx
et
2 b|OP, 2 1
(20-08) < (b—a)/a O w0)|

0 19 - Etablir I'inégalité suivante :

/

IV Majoration

OP.
ox

(z, @)

2 n
de <m Z kQT,%.
k=1

o 20 - Etablir les inégalités suivantes :
2

A (- < (b ) < L@)(S) ™
TS ke

o 21 - Montrer qu’il existe une constante A, indépendante de n, r, t et &,
telle que I'inégalité suivante soit satisfaite :

. Ut o, 1-1/t
S? < At <Z k:%‘,%) (Z Tﬁ) .
k=1 k=1

FIN DU PROBLEME



