SESSION 2007

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE MP

I Cas particuliers

1. D’aprés A., il existe ag € Z tel que x(ap) # 0. La condition C. fournit alors x(ag) = x(ao)x(1) et donc x(1) =1
puisque x(ag) # 0.

x(1) =1.

2. On a x(0) =0et x(1) =1 et puisque X est 2-périodique, on a nécessairement

| 0sine2Z
ez, X(“)—{ Isinel427Z

Réciproquement, il est clair que A., B. et D. sont vérifiées. D’autre part, si a et b sont deux entiers relatifs impairs
alors ab est impair et x(a)x(b) = 1 = x(ab) et si 'un des deux entiers relatifs a ou b est pair, alors ab est pair et
x(a)x(b) =0 =x(ab). C. est donc également vérifiée.

0sine2Z
ez, X(“)—{ Isinel+2zZ

3. Puisque x est 4-périodique

et donc

x(3) € {-1,1}.

4. Soit n € N*.
e Si M est pair, n n’est pas premier a 4 et donc x(n) = 0.
e Sim est congru & 1 modulo 4, x(n) =x(1) =1 et si n est congru & 3 modulo 4, x(n) =x(3) = —1.

n

Il s’agit donc de vérifier la convergence de la série de terme général , N € N et d’en calculer la somme. Le rappel

2n+1
(2) montre que cette série converge et que sa somme vaut Arctan 1.

T

+o00
SiN=4etx(3) =1, ZQZE
n=1

II Convergence de la série Z @
n
1

5. Puisque a et N sont premiers entre eux, @ € (Z/nZ)*.

Considérons alors les application ¢ : (Z/MZ)* — (Z/nZ)* et b : (Z/nZ)*
k — ak k

des applications et @ o\ =1 o ¢ = Id(z/nz)-. En particulier, ¢ est une bijection.

(Z/MZ)* . @ et VP sont bien

H
- a 'k
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Mais alors

[Tek= JI o= [J ®=]I*

keP ke(Z/mZ)* ke(zZ/nZ)* keP

Ceci signifie que H ak — H k est un entier divisible par N. Maintenant,
kep keP

[Tak—]]x=(a*™ -]k

keP keP keP

Or, chaque k de P est premier a N et il en est de méme de H k. Mais alors, puisque N divise (a®™N) — 1) H k, le

keP kEP
théoréme de GAUSS nous permet d’affirmer que

VaeN*, (aAN=1=a®™ —1=0(N)).

6. Puisque x est N-périodique

et donc x(a) € {—1,1}.

7. Soit (k,1) € [1,N —1]%. On a ak = 1 (N) et al = (N). Mais alors

rk:néa(kfl)EO(N)
=k—-1=0
Sk-1=0

N) (car a AN =1 et d’aprés le théoréme de GAUSS)
car —N <k—1<N).

—_ —

Par contraposition, k # 1 = 1 #£ 11.

Les r¢ sont deux & deux distincts. I

8. Soit k € [1,N — 1]. Montrons que T # 0.
Si T =0, alors ak = 0 (N) et donc k = 0 (N) d’aprés le théoréme de GAUss. Ceci contredit k € [1,N —1] et donc 1y # 0.
On en déduit que I'application k — 1 est une injection de I'ensemble fini [[1, N — 1] dans lui-méme et donc une bijection.

Puisque x est N-périodique, on a alors

N-—1 N—1 N-—1
D xlak) =Y x(r) =) x(k)
k=1 k=1 k=1

> x=) x(k=) xlak)=x(a)d x(k)=-> x(k),
k=0 k=1 k=1 k=1 k=0
N-—1
et donc Z x(k)=0
k=0
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n+N-1
Ensuite, comme ¥ est N-périodique, Z x (k) est constant quand n varie et donc

k=n

10. Soit m € N*. Soit p =E (%) de sorte que pN < m < (p+1). Sip > 1, on peut écrire

m PN m
> x =) xk+ > x(Kk
k=1 k=1 k=pN+1
p—1 [(g+1)N m
= > x|+ ) x(k
q=0 qN+1 k=pN+1
m
= Z x(k) (d’apres 9.)
k=pN+1
m—pN

= Z X (k) (car x est N-périodique),
k=1

ce qui reste vrai quand p = 0. Donc

m m—E(m/N)N
vmeN, ) x(k= Y x(k).
k=1 k=1

Soit de nouveau m € N*. Si k ¢ P, x(k) = 0 d’aprés B. et si k € P, [x(k)] =1 d’aprés 6.. Comme le nombre de terme de

m—pN
la somme Z X (k) est au plus N —1, on a
k=T
m m—pN m—pN N-—1 1
S xm=] Y xW|[< > kK<) kK=Y =¢N)
k=1 =1 k=1 k=1 keP

-I n
11. Pour n € N*, posons u, = o on =xM) et T, = ]; o

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. D’aprés le rappel (1) (transformation d’ABEL)

n n n n—1
x (k) T — Tre—q T T
IECIRRS S SIS
=k k=2 k ok ookt
T /1 1 Tn
= __+ZTk<E_k—H) -

T

o Vn € N*, _n SM
n n

T
et donc f tend vers 0 quand n tend vers +oco0.

k € N* - -
o Vk e N, K k+1 K k+1 K k+1

1 1 1 1 1 1
Ty ( > ‘ < @(N) ( > Or, ¢(N) (— — —) est le terme général d’une série télescopique

convergente. On en déduit que la série de terme général Ty | — est absolument convergente et donc convergente.

kK k41
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k

= x(k)
Il en est de méme de la suite <Z X ) .
k=1 n>1

— x(k)
La suite (Z XT) est convergente.
k=1 n>1

IIT Comportement asymptotique

12. Puisque m et n sont premiers entre eux, I’ensemble des diviseurs de mn est I’ensemble des produits d;d, ot d; est
un diviseur de n et d; est un diviseur de m.

X

fafm=[ D x(di) ] [ D (da)] = D> xldi)xlda)= >  x(dida)
d]\Tl dz‘m d]\ﬂ‘dz\m d]\n,dz\m
= > x(d) =fnm.
dlnm

Vn,m) e (N)2, mAm=1= fnfm = fnm).

13. Soient p un nombre premier et « un entier naturel non nul. On sait que x(p) € {—1,0,1}. Donc

o 1— atl (x—i.— X
=0 ax+1six(p)=1 0six(p) = —1 et & impair

1six(p) =—1 et « pair

a+1six(p) =1
Tsix(p)=0

0six(p) =—1 et o impair °
1six(p) =—1 et « pair

f-poc -

14. Soit n e N*. Sin=1,onax(1)=12>0. Sin > 2, la décomposition primaire de n s’écrit n =p{" ...py*~ et

fn = fp;’q . fp:k > 0 d’aprés 13..

D’autre part, puisque X est & valeurs dans {—1,0, 1},

15. Avec les notations de la question précédente, on a f;2 =1 > 1 et pour n > 2,

fn = fp?oq ”'fpi“k > 1 d’aprés 13..

vne N f2>1. I

16. Notons R le rayon de la série entiére considérée.

D’aprés 15., la suite (f2 1“2) ne tend pas vers 0 et donc la série de terme général f,, 1™ est grossiérement divergente. On
en déduit que R < 1.

D’aprés 14., si x| < 1, la série de terme général f,,x™ converge. On en déduit que R > 1 et finalement

+o00
la série E fnx™ a un rayon de convergence égal a 1.

n=1
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17. Soit x € [z, 1[. D’aprés les questions 14. et 15.

+o00 +00 5 +o00 ,
f(x) = Z fax™ > Z fzx™ > Z x™ .
n=1 n=1 n=1

Maintenant, puisque 0 < x < 1, la fonction t — xt* est décroissante sur [0, +00[. On en déduit que
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