SESSION 2006

Concours commun Mines-Ponts

SECONDE EPREUVE. FILIERE MP

I. Quelques propriétés des racines de P/

1) Soit k € [0,n — 1]. Py, est continu sur [k,k + 1], dérivable sur ]k, k + 1[ et prend la méme valeur en k et k + 1 & savoir
0. Le théoréme de ROLLE permet d’affirmer que P/ s’annule au moins une fois dans |k, k + 11.

Mais alors, le polynome P/ admet déja au moins n racines deux a deux distinctes. Puisque P}, est de degré n, on a trouvé
toutes les racines de PJ,. P/ s’annule donc exactement une fois dans chaque intervalle Jk,k +1[, 0 <k < n — 1 et admet
N racines réelles simples.

nn+1)

> X™ + ... et donc

2)OnaP,=X" "1 —(14+2+. . +n)X +... =X+ —

a MEMm41)

P/ =(n+1)X 5 X4
mais aussi
n—1 n—1
PL=m+D][X=xnr)=m+1DX"—(n+1) (an,k> X
k=0 k=0
n—1 le
Ceci fournit Z Xn,k = 5 puis
k=0
) Pn—X)=m-=X)((n—=1)=X)...(1 = X)(=X) = (=1)"F'X(X=1)...(X —=n) = (=1)"*'P, puis en dérivant
P/(n—X)=(-1)"P/.
Soit alors k € [0,n—1]. P/ (N —Xnn_1-x) = (—1)"P} (xn,n—1-k) = 0 et donc N —xn n—1_k est une racine de P/ . Enfin,

n—1l-k<xpn-1-k<n—k=>k<n—xpn-1-x <k+1,

et donc M —Xp n_1-k = Xn k-

vn € N* Vk € [[O,TL* 1ﬂ, Xnn—1-k =M — Xn k-

4) Soit k € [0,n—1].

ocn‘k"’ocn‘n—]—k = (Xn,k+xn‘n—1—k) - (k+n_] _k) =n-— (TL—]) =1

YneN* vke[0,n—1], dnk+otnn-1-x=1.
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5) P, est a racines simples et donc change de signe & chaque franchissement d’un x, .
Tableau de variations de P;; quand n est impair. On pose n=2p+ 1, p € N.

X —00 0 Xn,0 1 Xn,1 A 2k Xn,2k 2k + 1 Xn,2k+1 2k +2 . 2p Xn,2p 2p+1 “+00
— 0 n

Prois ~ 0 + 0 .. — 0 + 0 E——
+0oQ
P2p+1 \0\/ O\/\O O\/

Tableau de variations de P,, quand n est pair. On pose n = 2p, p € N*.

+o00

X —00 0 Xn,0 1 Xn,1 2k Xn,2k 2k +1 Xn,2k+1 2k +2 Z‘p—] Xn,2p—1 2]9 “+00
Pl - 0 +

+ 0 - 0 .+ 0 — 0 + .
+00
P2y /\ ces 0/\0\/0 . 0 /
—00 \
6) Si 1 est pair, on a Pr(xn2k) > 0 et Pu(xn 2k+1) < 0 et quand n est impair, Ppn(xn 2k) < 0 et Py (xn 2k+1) > 0. En

résumé, le signe de Py (xn k) est (—1)™* ou encore

vne N, ke [0,n—1], (=)™ *Py (xnx) > 0.

7) Soit n > 2. On a P, = (X —n)Pn_1 et donc P/, =Pr_1 + (X—n)P/ ;. Pour k € [0O,n — 2], on a alors

(=D *PL (xn—1k) = (1) F Py (xn1 k) = — (=1 "D7KPL 4 (xn_1x) <O.

vn > 2, vk € [0,n—2], (=) *P/(xn_1x) <O.

8) D’aprés 5), (—1)"¥P/ est strictement positive sur [k, xn k[ et strictement négative sur Ixn x, k+ 1]. Puisque xn_1 x €
Tk, k + 1[ et que (—=1)""*P/ (xn_1x) <0, on a donc xn—1,x > Xn k-

Vn > 2, Vk e [0,n—2], xn—1x > Xn k-

9) Soit n > 2. On a Py, = XP_1(X—1) et donc P}, =P,,_1(X—1) +XP/_,(X—1). Pour k € [1,n— 1], on a alors

n—I1

(=)™ %P/ (1 +xn—1x-1) = (=) FPp_q (xn—1 k1) = (=1)=D=0=DP 4 (xy 1 x-1) > 0.

n 2 2‘ vk € [[]vni 1ﬂv (71)n7kp.{/1('| +Xn7],kf1) > 0.

10) Comme en 8), on en déduit que

vn>2 vVke[l,n—=1], xnk >1+Xn_1x-1.

11) Soient n > 2 puis k € [1,n —1].
Xn k = Xn k —k> (1 +Xn—1,k—1) _k:Xn—l,k—1 - (k_ ]) > Xn,k—1 — (k_ ” = Kn k-1,

et donc

¥n > 2, la suite (otn kx)o<k<n—1 €st strictement croissante.

II. Un développement asymptotique

1
12) Soit x € R. La fonction hy est continue et donc localement intégrable sur ]0, +ool, négligeable devant z quand t tend

vers +o00. Par suite, h, est intégrable sur ]0, +ool si et seulement si h est intégrable sur un voisinage de 0 a droite.
Or, h, est positive et équivalente & t*~ ' quand t tend vers 0. On en déduit que hy est intégrable sur ]0, +-00[ si et seulement
si x —1 > —1 ou encore x > 0.
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& =10, +ool.

13) Soit x €]0,4oo[. La fonction t + t*"'e™! est continue, positive et non nulle sur ]0,4+oo[. On en déduit que

+00
J > Te tdt > 0.
0

La fonction T est strictement positive sur ]0, +ool.

14) Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Soit h : [a,b]x]0,+o0[ — R
(x,t) - e Tet

e Pour chaque x de [a, b], la fonction t — h(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur ]0, 4+ool.
e h admet sur [a, b]x]0, +oo[ des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 définies par

oh 9%h
Y(x,t) € [a,b]x]0, +ool, —(x,t) = (Int)t* ! et — (x,t) = (Int)?t* .
0x ox?2
. oh 2 .
Pour chaque t €]0, +oo[, les fonctions x — a(x,t) et x — W(X’t) sont continues sur [a, b] et pour chaque x € [a,b],

. oh 2 .
les fonctions t — a—(x,t) et t — ﬁ(x,t) sont continues par morceaux sur 0, +o0ol.
X X

e Enfin, pour (x,t) € [a,b]x]0,+ool et k € {1,2},

’ o*h

W(x,t)’ = |Int*t* Tet <|Int/*max{t® T t° et = @y (1).

1
Pour k € {1,2}, la fonction @y est continue sur ]0, +-oo[ (car max{t®~1 t*~1} = Z(t“_1 +tP7 T +[te= T —tP=1))), négligeable
1
en +oo devant z positive et équivalente en 0 & |Int/*t*~" (car pour t €]0,1], ' >t~ 1) et donc négligeable devant
a . a . .
t~1*%, d’aprés un théoréme de croissances comparées, avec —1 -+ 3 > —1. On en déduit que @y est intégrable sur ]0, +ool.

D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme (théoréme de LEIBNIZ), la fonction T est de classe C? sur tout
segment de 10, +oo[ et donc

“+o0
la fonction T est de classe C2 sur 10,400l et Yk € {1,2}, Vx €]0,+oo[, T®)(x) = J (Int)*t*Tet dt.
0

t

15) Soit x €]0,4o00[. Soient ¢ et A deux réels tels que 0 < ¢ < A. Les deux fonctions t — t* et t — —e ™" sont de classe

C! sur [e, A]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

A A
e tdt=—A%e A +e¥e ¢ + XJ' < Te t dt.

€

A A
J te bt dt = [—t"e*t]e +XJ'

€ €

Quand ¢ tend vers 0 et A tend vers 400, on obtient I'(x 4+ 1) = xI'(x).

Vx>0, I'(x+1) =xI'(x).

16) 1 est dérivable sur ]0, +o0o[ en tant que quotient de fonctions dérivables sur ]0, +oo[ dont le dénominateur ne s’annule
pas sur ]0, +ool et pour x > 0,

Maintenant, d’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

+o0o 2 +00 2
(M(x))? = (J (Int)t* Tet dt) = (J (Int)tx—1)/2e=t/2  {(x=1)/2p=1/2 dt)
0 0
+00 Foo
< (J (Int)?t* et dt) (J txTet dt) =T"(x)T(x).
0 0
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On en déduit que ¢’ est positive sur ]0, +oco[ et donc que

U est croissante sur 0, +ool.

17) Pour tout x > 0, on a I'(x + 1) = xI'(x). En dérivant, on obtient I'(x + 1) = I'(x) 4+ xI''(x). En divisant les deux
membres de cette égalité par I'(x + 1), on obtient
Mx+1) I'(x) xI'(x) Mx)  xI'(x)

1
YD =T T T T D ) g x TP

Vx>0, Y(x+1) le)(x)-i-%.

18) Quand n tend vers +oo,

¢m+nmm_mmwﬂ¢mnmm+nmm_%m0+—)_—l+o<—)_o<—)

On en déduit que

la série de terme général ¢(n + 1) — d(n), n > 1, converge.

19) On sait que la suite de terme général d(n), n > 1, et que la série télescopique de terme général ¢(n + 1) — b(n),
n > 1, sont de méme nature et donc

la suite (¢(n))nen+ converge.

20) Soit x € [1,4ool. Puisque { est une fonction croissante sur ]0,4oo[, on a P([x]) < dp(x) < ([x] + 1) puis

P([x]) —Inx < b(x) < d(Ix] + 1) —In(x).

X gy

Maintenant, P([x]) —Inx =P ([x]) — In([x]) + In (l) N Ccarl1< o

[x] — 400 [x
De méme, P([x] +1) —Inx =P([x] + 1) —In([x] +1) + In (

Le théoréme des gendarmes permet alors d’affirmer que

A

X
[X] +]) x~>—J>roo C

lim ¢(x) =C.

X— +00

21) Supposons C # 0. Les fonctions ¢ et t — C sont continues sur [1,+o0o[, équivalentes en +oco et en particulier de
signe constant au voisinage de +o00. Comme la fonction t — C n’est pas intégrable au voisinage de 400, les théorémes de
sommation des relations de comparaison montrent que

JX¢(t)dt ~ J?Cdt—C(xU ~ Cx.

1 X— +o00 X— +o00

22) Pour x > 0,

JX¢(t) dt = JX (m lnt) dt =In[l'x)]—In|T(1N)] —xInx+x—1=In(T(x)) —xInx +x — 1.
1 1\ T(t)

En particulier, pour n entier naturel non nul,

Jn¢(t) dt =In(FM)) —mlnn+n—T=mh(n—1)!)—mhn+n—-1=1In (%) =In (L:H)
1 exn exn

nle™ n"e™v2mn B V21

xntl e xennntl  ey/n

Quand n tend vers 400, la formule de STIRLING fournit et donc
e
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" V21 1
L b(t )dt“m(eﬁ) Nlenn

n
En particulier, J ¢(t) dt = o(n) ce qui n’est pas si C # 0 d’apreés la question 21). Donc,
1

lim (P(x) —1In(x)) = 0.

xX— 400
23) Soient x €]0, +oo[ et m € N*. D’apres la question 17), on a
m m ]
Plx+m+D) =)+ (Wx+j+1)—bx+i) =b) + ) —:,
j=0 j

et donc

x)+Z—X+. —lnm=yPx+m+1)—Inm=yPp(x+m+1)—In(x+m+1)+1In (%)

j=0
=¢(x+m+1)+In (%)

Quand m tend vers +o0o a x fixé, cette derniére expression tend vers 0 et on a monté que

ITI. Comportement asymptotique des o, x

24) Soient 1 € N* puis k € [0,n — 1]. Puisque P;, = X(X—=1)...(X —n), on a l'identité

1=0 Xn‘k -1 i=0 n,
k k 1
1 1 1

- Y o5l L oo

j=—(n—k) Xnk +) i=0 Xnkt+) = (n—k) Xn k1)
k 1 n—k—1 1

+ - (en posant j = —(j’ + 1))

-Z“n,kﬂ = omx—('+1) P

j=

25) Soient t €]0, 1] et n € N*. Posons k = [nt]. k est un entier élément de [0,n — 1]. D’apreés la question 23)

k

Ylun +k+1) =un) + Y

j=0

k
1

Plun) +
un+) " ;“nk""]

et
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1
Y1 —Un +n—Kk) =P(1 —uy) + Z T =) + Z
D’aprés la question précédente, on a alors

dlun +k+1)—d(1—up+n—%k) = Plup +k+1) —In(up +k+1) - P(1—up +n—-%k) —In(1 —u, +n—%k))

=YP(un) =Pl —un) —1In (m)

Maintenant, un +k+1>0+(nt—1)+T=ntet I —up+n—k > 0+n— (nt) = (1 —t)n. Par suite, EIE Uun+k+1=
n [o¢)

lim 1—u, +n —k=+oco. D’apreés la question 22), on a alors
n— +oo

lirf dlun+k+1)—d(1 —up, +n—%k) =0.

D’autre part, comme u,, € [0,1],

Un +k+1  up+ Mt +1 nt t
T—up4+n—k T—up+n—Mmt] noto n(1—1t) 11—t

k+1 1—t
On en déduit que lim —In _UntkH ] =In|{ —— | et donc que
n— 400 T—u,+n—%k t

vt €]0,1, lim [mp(un)ﬂpuun)+1n<1tt>}_o.

n— +oo

26) Pour x €]0,1[, on a I'(x)I'(1 —x) = sin?ﬂx) et donc In(I"(x)) + In(I'(1T — x)) = In(7t) — In(sin(7x)). En dérivant on
obtient
() — (1 —x) = B e,
sin(7tx)

1-
D’aprés la question 25), on a donc lim |[—7t cot(mmuyn ) + In (T)} = 0 et donc, puisque 7mu, €J0,7[, lim w, =

n—+oo n—+oo
1 1 —
—Arc cot {— In (:)]
T T t

Vvt €0, 1, lim o ey = lArc cot [l In (5)]
n— +o0 7T 7T

t
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