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Le but de ce probleme est 'étude de deux suites réelles F' = (fn),cy €t G = (gn),cy et des séries

entieres de termes généraux (f,2"), cy €t (gnz™),cn-

Soient F' = (fn),en et. G = (gn)pen les c.leux suites réelles définies chacune par leurs deux premiers
éléments et la méme relation de récurrence ci-dessous :

F : fo=0, fi=1, pour tout entier naturel n, frio = fns1+ fn;
G P go=2, g1=1, pour tout entier naturel n, gn42 = gn+1 + gn-

Soit Mo l'espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre 2 ; soient I la matrice unité et J la
matrice carrée définies par les relations suivantes :

(39) (8 T)-EC )

Pour tout entier naturel n, soit U,, la matrice définie par la relation suivante :

1

Soient U la matrice Uy (U =U;=J+ %I) et E le sous-espace vectoriel de M, engendré par les deux
matrices I et J.



Premiére partie
Le but de cette partie est I’étude alternée des deux suites de réels et de la suite des matrices ; elle

permet d’obtenir des résultats préliminaires.

Quelques propriétés :
1. Démontrer que la suite des matrices (U™), oy , ott U™ est la matrice U élevée a la puissance n,
(avec la convention habituelle U° = I), appartient a espace vectoriel E.

2. Etablir la relation qui, pour tout entier naturel n, lie les matrices Upn+2, Upy1 et U,

Caractérisation de la suite de matrices (U, ),y ; quelques conséquences :
3. Comparer, pour tout entier p compris entre 0 et 2 (0 < p < 2) les matrices U, et UP. Démontrer
qu’il existe, pour tout entier naturel n, une relation simple entre les matrices U,, et U".

4. Déduire des deux résultats précédents les relations suivantes :

pour tout entier naturel n, detU, = (—1)", (gn)° =5 (fn)’ =4(=1)".

5. Etant donnés deux entiers naturels p et g, exprimer les termes f,14 et gp44 des suites F' et G en
fonction des termes f,, gp, fq et g4 de ces mémes suites.

Inverse des matrices U, :
6. Déterminer I'inverse de la matrice U, en fonction des matrices I et J. Exprimer les coefficients des
matrices I et J a l'aide des réels f, et g,.

Des polynoémes annulés par la matrice U
Soit, pour tout entier n supérieur ou égal & 2, P, (X) le polynéme défini par la relation suivante :

Po(X)=X"=fo X = fa-1.
7. Démontrer que le polynéme P, (X) est divisible par le polynéme X 2 — X — 1.
8. Quel est le polynéme caractéristique de la matrice U 7
9. Calculer la valeur de la matrice C,, =U " — f,, U — fn_11 .
Divisibilité du polynéme X 2" —g, X "+ (—-1)" par X 2 — X —1:

Soit toujours n un entier supérieur ou égal a 2 .
10. Déterminer le polynéme caractéristique de la matrice U,. En déduire la relation suivante :

U?"—g, U™+ (-1)" I=0.

11. Soient @ et R les polynomes obtenus en effectuant la division euclidienne du polynéme X 2 ™ —
gn X ™+ (=1)" par le polynome X 2 — X — 1 :

X2"—g, X"+ (-1)"=Q(X) (X ?*-X—1)+R(X).
Préciser les degrés des polynomes @ et R.

Démontrer, en utilisant par exemple les résultats de la question précédente, que le polynéme X 2 ™ —
gn X ™+ (=1)" est divisible par X 2 — X — 1.



Deuxiéme partie

Le but de cette partie est I’étude de propriétés de suites construites a partir des deux suites F et G.

Un calcul de sommes :
12. Le but de cette question est de calculer, pour tout entier n supérieur ou égal & 2 (n > 2), des
expressions plus simples des deux expressions suivantes :

an = fotfat.tfon=) for

k=0

n
Bn = go+gz+...+g2n2292k-
k=0

Déterminer les expressions de «,, et de (3, en fonction respectivement de fo, 11 et de go,+1 en con-
sidérant par exemple la matrice S,, définie par la relation suivante :

n

Sn:UO“FUQ"'..."'UQn:ZUQk.
k=0

Soit T la suite (t,) définie par les relations suivantes :

neN

to =1, t; =4, pour tout entier naturel n, t,42 =4 t,t1 + tn.

Détermination des éléments t¢,, de la suite T a ’aide des réels f, et g,.
13. Démontrer que le polynéome X ¢ —4 X 3 — 1 est divisible par le polynéome X 2 — X — 1.

14. En déduire que la matrice U vérifie, pour tout entier naturel p, la relation suivante :

UStr=4U 3P4 UP

15. Déduire de la relation précédente que les termes des suites F' et G vérifient, pour tout entier
naturel p, les relations suivantes :

f6+p =4 f3+p + fpa 96+p =4 g31p + Gp-

16. Déduire des résultats précédents l’expression du terme général t,, de la suite T, définie par les
relations suivantes :

to =1, t1 =4, pour tout entier naturel n, t,12 =4 t,41 + tn,

en fonction de termes des suites I’ et G.



Troisieéme partie

Le but de cette partie est I’étude des deux séries entieres de termes généraux a, = f, " et b, = g, ™.
Pour tout entier naturel n, soit A, la matrice définie par la relation suivante :

A, =2"U, .

et 3, (z) la somme des n + 1 premiéres matrices Ay, :

Yo (x) = Zxk U .
k=0

17. Déterminer pour quelles valeurs du réel x la matrice I — x U est inversible et déterminer son
inverse sous la forme d’une combinaison linéaire des matrices I et U.

Il est admis qu’une suite de matrices (Ay), y de 'espace vectoriel £ tend vers 0, lorsque I'entier n
croit vers l'infini, si et seulement si tous les termes de la matrice A,, tendent vers 0.

18. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le réel x pour que la suite de matrices
(2" Uy),cn tende vers 0 lorsque I'entier n croit vers I'infini.

19. En déduire, lorsque la condition obtenue sur le réel = est réalisée, la limite de la suite de matrices
(zn (x))nGN :

20. A partir des résultats précédents, déterminer un minorant p des rayons de convergence des deux
AT aa Naa B n n - . .
séries entieres de termes généraux ( f,, "), oy et (gn "), cn et les sommes A (x) et B (x) de ces deux
séries :

Ax) = an 2" ; B(x)= Zgn ™.
n=0 n=0

FIN DU PROBLEME



