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Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale
sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Dans tout le probléme V'entier n est strictement positif (n > 1) ; Pexpression C? désigne le nombre
des parties ayant p éléments d’un ensemble de n éléments. Autre notation :

cg:(g).

Premiére partie

Soit (un), ey €t (Pn),cy les suites de polynomes définies par les relations suivantes :

1 d"

up () =2" (zx—-1)" ; P,(z)= — g Un ().

Intégrale de la fonction u,, sur le segment K = [0,1] :
1. Etant donnés un réel strictement positif a (a > 0) et un entier naturel k¥ (k € N), démontrer
lexistence de l'intégrale I, j définie ci-dessous et la calculer :

1
I, k:/ 21 (z—1)" da.
0

2. Déduire du résultat précédent la valeur de 'intégrale de la fonction u, , étendue au segment
K =[0,1], en fonction du coefficient du binéme C¥ , :



1
/ 2" (x—1)" du.
0
Polynémes P, :

3. Déterminer le degré du polynéme P, et préciser le coefficient de son terme de plus haut degré.

4. Déterminer de deux manieres différentes le polynome P, : la premiere, par dérivation de ’expression
de u,, obtenue apres développement ; la seconde, par dérivation du produit 2™ (z —1)" ; le résultat sera
exprimé en fonction d’expressions du type =¥ (z — 1)"_k.

5. En déduire la relation :

cy. =Y (Ch.

k=0

Deuxiéme partie

Etant donnés deux réels a et b, strictement positifs (a >0, b>0), soit J(a, b) I'intégrale suivante :
1 ta—l
J(a, b) :/0 mdt.
Intégrale J (a, b) :

6. Etudier lexistence de I'intégrale .J (a, b).
7. Démontrer que Dintégrale J (a, b) est égale & la somme de la série de terme général (—1)* / (a + k b),

keN: .
- (D
I (a, b)_kZ:OaJrkb'

8. En déduire la somme de la série suivante :

11 1 1
=l—c o — 4 — ...
S F AR TR T

Etant donné un réel a strictement compris entre —1 et 1 (—1 < a < 1), soit ¢, la fonction définie sur
l'intervalle ouvert I =]—1,1[ par la relation suivante :

_ 1
#a (@) = (1—az)V1—2a?

9. Démontrer que la fonction ¢, est intégrable sur I'intervalle ouvert I.

Soit K (a) I'intégrale de la fonction ¢, étendue & l'intervalle I :

! 1
K(“):/_1 0—anvi—z ™

10. Démontrer, pour tout réel a appartenant & I'intervalle ouvert I = ]—1, 1], la relation suivante :
N A
K (a) = a / —— dx.



11. Déterminer, en admettant le résultat suivant
m
V1—a?’

le développement en série entiere de la fonction K : a — K (a) dans un voisinage de l'origine. Préciser
le rayon de convergence.

K (a) =

12. Exprimer, pour tout entier n strictement positif, la valeur de I'intégrale L,, ci-dessous en fonction
du coefficient du binéme C3 , :

1 1‘2 n
L:/A———dw
" —1 \/1 — $2
Troisieme partie

Soit f la fonction définie sur la demi-droite ouverte |—oo, 1[ par la relation suivante :

1
t) =
F(O) =
Soit ¢ la fonction définie sur Uintervalle ouvert I = ]—1, 1[ par la relation suivante :
arcsin (z
g(x) = )

V1i—a2Z’

Développement en série entiére de la fonction f dans un voisinage de 0 :

13. Déterminer le développement en série entiere de la fonction f dans un voisinage de 1’origine 0.
Préciser le rayon de convergence de la série entiere. Déterminer des coefficients a,,, n € N*, de fagon que
ce développement s’écrive sous la forme suivante :

1 oo
)= =14+ a, Cy, "
n=1

Vit

Développement en série entieére de la fonction g dans un voisinage de 0 :
14. Etablir que la fonction g vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre.

15. En déduire le développement en série entiere de la fonction g dans un voisinage de 0. Préciser le
rayon de convergence R de la série entiere obtenue.

16. Etablir, lorsque le réel z appartient a l'intervalle ouvert de convergence de la série entiere,
lexpression ci-dessous de g (z) :

17. Déduire des résultats précédents la somme ¥ de la série suivante :

21 241 246 1

Y=1l+-c+—5+—=+....
T3atss e sy T
Soit h la fonction définie sur I'intervalle ouvert I =]—1,1[ par la relation suivante :
h(2) x? x arcsin ()

= 1_]:2 (171:2)3/2.



18. Démontrer que la fonction h est développable en série entiere dans un voisinage de 0 ; déterminer
des coefficients (3, n € N*, de fagon que ce développement s’écrive sous la forme suivante :

— B an
h(z) = Z o 2"
n=1 27

19. Déduire des deux dernieres questions la somme de chacune des séries de termes généraux v,
n € N*, et w,, n € N*  définis respectivement par les relations suivantes :
1 1

Wy = .
n ’ n n
nC2n 2n

Up =
Quatrieme partie

Le but de cette partie est de montrer que, plus généralement, étant donnés une fonction F, définie
et continue sur le segment K = [0, 1], et un réel « strictement positif, il existe des coefficients ¢ (a),
k € N, permettant d’écrire la relation suivante :

[N F@) _OCC o ! k
Ia_/o 7(1_t)adt—kz:;) k()/OF(t)t dt.

Etant donné un réel o strictement positif (a > 0), soit f, la fonction définie sur la demi-droite ouverte
]—o0, 1| par la relation suivante :

1
)= ——.
fa ( ) (1 _ t)a
Développement de la fonction f, en série entiére :
20. Déterminer le développement en série entiére de la fonction f, dans un voisinage de 0 ; préciser
le rayon de convergence. Soit ¢ (o) t*, k € N, le terme général de la série entiere obtenue. Démontrer
que les coefficients ¢ (o), k € N, sont strictement positifs.

L’intégrale I, est égale a la somme d’une série.
21. La fonction F' étant une fonction définie et continue sur le segment K = [0, 1], étudier, lorsque
le réel «v est strictement compris entre 0 et 1 (0 < o < 1), l'existence de l'intégrale I, :

1
F(t
= [
o (1—1)
22. Démontrer, lorsque le réel «v est strictement compris entre 0 et 1 (0 < o < 1), la relation suivante

Iazooc(a) 1F(t) th dt.
e |

23. Application : démontrer que le coefficient du bindéme C%' , est égal & la somme d’une série dont le
terme général dépend de coefficients C’§ & 3 choisir, par exemple, la fonction F' et le réel o définis par les
relations suivantes :

F()=t"—7 ; a=g.

FIN DU PROBLEME



