SESSION 2002

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE MP

PREMIERE PARTIE

I-1. Fonction E :
a. Soit x € R.

(o) “+o00 1 5 “+o0o “+o00 n Xn
_ e — _ X _ -
B =e) =) e =3 T

k=0 k=0 \n=0
. . KX R X
Maintenant, la suite double, de terme général | — — — —— vérifie
k! n! k! n!
+oo +o0 K x™ e
k=0n=0
n Xn
On en déduit que la suite double (—‘ —') est sommable. La formule d’interversion permet alors d’écrire pour
k! n! n>0, k>0
tout réel x
+00 +0o0 +o00 +o00
x k™ x™ 1 k"
e _ -~ r _ _ n
o3RRS L (EN)e
n=0 k=0 n=0 k=0
Par suite,
E est développable en série entiére sur R. I
: . EM0)  An e
b. On sait alors que E est de classe C*® sur R et que, pour n € N, le coefficient de x™ vaut — = Par identification,
n! n!

on obtient alors

c. Soit n € N. Pour x € R, on a E’(x) = e*E(x). Dérivons n fois cette égalité a I’aide de la formule de LEIBNIZ. On obtient
n n
vx € R, B (x) = Z Cr(eX)mMEM (x) = e Z CREM (x).
k=0 k=0

Pour x = 0, on obtient alors

n
VneN, Anp =) CRAx (et Ag =e).
k=0

1 1
On a By = EAO. Soit alors n € N. Supposons que Vk € [0,1n], Bk = EAk. On a alors

n n
1 1
Bni1 = Z CKBy = P Z ChAy = EAn-H-
k=0 k=0

1 I
Yn € N, Bn = EAn
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On a ainsi montré par récurrence que




I-2. Comparaison de sommes infinies :
a. Soit p > 2 (quand p =1, Rp n = Uy ). Montrons que quand n tend vers +oo,

p—1
Sn—Rpmn =) ukk™=0(Rpn).
k=1

Par hypothése, la série de terme général uy converge.

Soit n € N. D’une part,

p—1 p—1
Zukkn <(p-N" Zuk-
k=1 k=1

D’autre part,

+o00 +00
Rnp = Z w k™ > p" Z Uy.
k=p k=p

Donc,
p—1 p—1
Suk Yuw
0< k=t < k= p—1 -0
= R, o™ P n— oo
S w
k=p
Ainsi,

Vp € N, U, e Rpn.

€ €
b. Soit ¢ > 0 et n € N*. Il existe un rang p tel que pour k > p, uy — zuk <wvk <ux+ Zuk. En sommant, il vient

(1 _ %) Ry (1) < Ryn(v) < (1 + %) Rp ().

p étant ainsi fixé, d’aprés a., quand n tend vers 400, Ry n(u) ~ Uy, et il existe un rang no tel que pour n > ng

Un(T—¢) < (1 _ %) Ry (1) < (1 + %) Rp (1) < Un (1 +¢).

Ainsi, toujours d’apres a., quand n tend vers 4+o00, Uy ~ Rp (V) ~ Vn.

U, ~ Vi

n— 400

I-3 Fonction f,, :
a. Soit n € N*. On a f,,(0) = 0 et pour k > 1, f, (k) = e~ kInktk+(n=1/2)Ink pyr syite, quand k tend vers +oo,

K2f, (k) = e KInktkt(n+3/2)Ink
1
Ainsi, (k) =0 (ﬁ) et la série de terme général f,,(k), k € N, converge.
— +00

b. Soit n € N*. | :
Pour k € N, posons ux = l et pour k € N*, vy = Tekk_k_l/z. (uk)k>0 est une suite strictement positive telle que,
T

pour tout naturel n la série de terme général wi k™, k > 0 converge. D’apreés [-2.a., quand n tend vers +oo

+oo +oo
An =) wk™~Rin=) wk™
k=0 k=1
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Ensuite, (ui)k>1 et (vk)k>1 sont deux suites strictement positives, équivalentes d’aprés la formule de STIRLING. On en
déduit, d’aprs I-2.b., que quand n tend vers +oo,

+00 +00 1 +0oo
uk™ ~ k™ = — (k).
]; x ]; k mén

Finalement,

DEUXIEME PARTIE

II-1. Etude de la fonction @, :
a. Soit A > 0. Immédiatement,

Dxr(x) ~ Alnxet Dr(x) ~ —xlnx.

x—0 X— +00

b. @, est dérivable sur ]0, ool et

A
Vx >0, ®5(x) = —Inx + "

d)>’\ est continue et strictement décroissante sur ]0, +oo[ en tant que somme de deux fonctions strictement décroissantes
sur |0, +oo[, tend vers +00 en 0 et vers —oo en +oo. @4 s’annule donc une et une seule fois sur ]0, +o0[ en un certain réel
1 de 10, 4+o0[. De plus, @ est strictement positive sur ]0, u[ et strictement négative sur |p, +ool.

Jlu €]0, oo/ @) atteint son maximum en L.

1 est 'unique solution de I’équation @4 (p) =0, ce qui s’écrit encore pwlnp = A. On note que puisque @4 (1) =A >0, on
ap>1T.

c. Pour x > 1, posons h(x) = xInx. h est de classe C' sur ]1,+oco[ et h’ ne s’annule pas sur |1, +oo[ (h/(x) =1 +Inx > 0
pour x > 1). Donc, h est un C'-difféomorphisme de ]1,4oo[ sur h(]1,+oo[) =]0, +-ool. Sa réciproque ¢ est donc définie et
de classe C! sur ]0, 4+o0l.

II-2. Maximum de la fonction f,, :

1
Prn ) ot Ay =N — =, et pour x < 0, on a fy(x) = 0. Puisque la fonction x — e*

2

1
est strictement croissante sur R, f;; atteint sur ]0, +0o[ un maximum en un unique point u, = @A) = (n— z) Puisque

a. PourneN*et x >0,onaf,(x)=e

fn, est nulle sur ] — 0o, 0] et strictement positive sur |0, +oo[, f(in) est le maximum de f,, sur R.

fn est de classe Clsur]— 00, 0] et sur ]0, +ool. Mais, f,, et f}, tendent vers 0 quand x tend vers 0 par valeurs supérieures.
D’aprés un théoréme classique d’analyse, f,, est de classe C! sur R.

1 3
b.i. h(1)=0<h(pw) == <h(2) =2In2 < = = h(n2) et puisque h est strictement croissante sur ][1, +ool,

2 2
]<u1<2<p2.l

1 1 1
Soit n > 3. On a h(y/n) = zﬁlnn, h(pn) =n— = et h(n) = nlnn. Déa, puisque n >3, nlInn>nln3>n>n— =

2
1 1 1 1
W(X*z*zﬁlnx)—\/z —Inx.

et n > uy,. Soit alors pour x > 3, k(x) =

1
2k 2
1 1 T 2x41-2y%  2x(VxX—1)+1

— > 0.

BN AN A Ixy/x Ixy/x

k est donc strictement croissante sur [3, +oo[ et

k'(x)

1 11 15 15
k(X)Zk(fv):ﬁ(fv—z—zﬁln?ﬁ)>ﬁ(§—ln3)>7§(z—
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Ine?) = —— >0.
2



L’autre inégalité est donc démontrée.

Vn>3, yn<p, <n I

ii. D’apres a., Yn > 3, u, > /1 et donc

lim p, = +o0.
n— —+oo
Ensuite,
1

nf_
n _ HnIn(pn —1/(2
Bn _ pnln(pn) 2 _1-1@n) o

n nin(p,) B nin(p,) In(pn)

Wn = o(n). I

iii. Soit o €]0, 1[. Puisque & > 0 et 1 — o > 0, les théorémes de croissances comparées remettent d’écrire

et donc

P n'T*—1/2n%) _ n!"*—1/(2n%)
ne In(pn ) = In(n) n— foo

+00.

Donc

Vo €]0,1[, n® = o(pn).

TROISIEME PARTIE

III-1. Propriétés de la fonction g, :

a. Soit x € R.
fn(pn)gn (\/\/s;nx—\/ﬁ) =t |:Hn (1 + % (\/%x—\/ﬁ))} =fn(x).

VX € R, fu(x) = fa(1tn)gn ( AL ﬁ).

i

b. gn est continue sur R, nulle sur | — oo, —y/nJ]. Pour x €] —/n,0], on a 0 < w, (1 + ) < Wn et gn est strictement

X
vn
croissante sur [—y/m,0]. gn atteint son maximum en O et ce maximum vaut 1, puis gn est strictement décroissante sur
[0, +00[ et tend vers O quand x tend vers +oo.

1

NG

c. Soit x € R fixé.

1 x r X
7fn(un)fn [Hn <1 + ﬁ)] = exp _(Dn—1/2 (un <1 + ﬁ)) - q)n—l/Z(len):|;

et donc, pour n > x2, d’aprés la formule admise en fin de II-1, on a

gn(x) = exp (<un n+ %) (% —In(1+ %)) - un%mu + %))

gn(x) =
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D’aprés I1.2.i., uy, = o(n) et donc
n

—+0o0
1 X X X X x? 1 x?
D’autre part
(425 = oty = = o)
Hn Vvn n vn M- 400 Hn ° N’ notoo °
. . X x?
Finalement, nBToo Qg2 a1+ ﬁ —DOn_q2(un) = -5 et donc
la suite de fonctions (gn)nen+ converge simplement sur R vers la fonction x +— e x"/2,
d. Soient n un entier naturel non nul et x un réel tel que x > —y/n. On rappelle que
1 X X X X
Déja, que x soit positif ou négatif, on a \/Lﬁ In(1T+ %) > 0 et puisque pun > 0,
1 X X
gn(x) < exp ((Hn —n+ z) (ﬁ —In(1+ ﬁ)))
1
Ensuite, py, —m—+ p —n et donc il existe un entier naturel non nul ng tel que, sin > ng, un, —n+ 5 < f%. D’autre
n— -+oo

part, il est connu que pour u > —1, uw—1In(1 4+ u) > 0. Par suite, si n est un entier naturel supérieur ou égal a ngy et x un

X X
réel strictement supérieur & —/m, on a — — In(1 + —=) > 0.
n Vyn

Mais alors, <un —n+ %) (% —In(1+ %)) < f% (% —In(1+ %)) et finalement,

dng € N*/¥n > ng, Vx > —\/H, gn(x) < exp (_% (% —hn (] * %)))

ITI-2. Une majoration de la fonction g, :

a. La fonction u est définie et dérivable sur | — 1, +00[\{0}. De plus, quand x tend vers 0, u(x) = 7~ % + o(x). On en

1
déduit que u se prolonge par continuité en 0 en posant u(0) = 7 et que le prolongement ainsi obtenu est dérivable en 0
1
avec u'(0) = —=.

3
Pour x €] — 1, 4+00[\{0}, on a

2 1 1 1 x? 1 x% 4 2x
x2 + 2x .
Pour x > —1, posons v(x) = — T x + 2In(1 + x). v est dérivable sur ] — 1, +oo[ et pour x > —1, on a
v,(x):_(2x+2)(1+x)—(x2+2x) 2 x? <o,
(1+x)? T+x (1+x)?
v est donc décroissante sur | — 1, +oo[. Puisque v(0) = 0, v est positive sur | — 1,0] et négative sur [0, +oo[. Mais alors,
1
puisque pour x €] — 1, 0[U]0, +oco[, u'(x) = g et que u'(0) = ~3 u’ est négative sur | — 1, +oo[. u est donc décroissante

sur | — 1,+o0o[ et puisque lim u(x) =0, u est positive sur ] — 1, +ool.
X— +00
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b. Soient n > ng et x € R. )
e Supposons x < 0. Si x < —y/M, on a gn(x) =0 < e X /% et si — /N < x < 0, par décroissance de u sur ] — 1, +o0[, on a

F (R - (F) ek

() < nxxz - x2
OnlX) < €xp 7 % In = exp T

X X
e Six >0, on a déja x > —y/n. De plus, comme — < x, on a U (T) > u(x), puis
mn

N

et donc

2 2
gn(x) =exp (% X %u (%)) < exp(f% X ;—nu(x)) = exp (%(xln(] +x))>.

L’inégalité étant vraie quand x = 0, on a montré que

vn Z Mo, Vx € Ra gn(x) S

—%(x—ln(] +x))) six >0 '

QUATRIEME PARTIE

IV-1. Intégrabilité de la fonction g,, : Soit n € N*.

e La fonction g, est continue par morceaux sur R et donc localement intégrable sur R.
e g, est nulle au voisinage de —oo et en particulier intégrable sur un voisinage de —oo.
e D’aprés les théorémes de croissances comparées

1 X
2 — 2
ol = Ty <““ <1 - ﬁ)) w00 O

et donc la fonction g, est intégrable sur un voisinage de +oo.

vn € N*, la fonction g, est intégrable sur R. I
Maintenant,

e chaque fonction g, est continue par morceaux sur R,
e la suite de fonction g,, converge simplement vers la fonction g : x — e x"/2 (d’apres III-1.¢) qui est continue
par morceaux sur R,

Finalement

2
X .
exp —I) six <0
e pour n grand, Vx € R, 0 < gn(x) < @(x) = 1 . De plus, ¢ est continue
exp z(xln(]—i—x))) six >0

1
par morceaux sur R, négligeable devant — en —oo et puisque pour x > 0, @(x) = V1 +xe */2, également négligeable
X

1
devant — en +o00. @ est donc intégrable sur R.
X

D’aprés le théoréme de convergence dominée, la suite <J gn) converge et
R

+00 +o00
lim J gn :J lim gn :J e /2 dx = \/ZJ' e v dx = V2m.
n—+oo Jp R T tT0 —00 —00
lim J gn = V2.
n—+oo Jp
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IV-2. Un encadrement de la somme S,, : Soient n € N* puis p = E(W,, ). Puisque la fonction f;, est croissante sur
[0, p] et décroissante sur [p + 1,400, on a

) P P +o0 +o00 +o0
[ falx < Y falk) < fulp)+ | Faxidxer | fabxiaxs 3 fall) Sfapr | fale) d
0 k=0 0 P+l k=p-+1 Pl
et en additionnant membre & membre ces deux inégalités et en tenant compte du fait que f, est nulle sur ] — oo, 0], on
obtient
p+1 p+1
[ famax— |t axsse < | fald des | ) dx fulp) +alp 1) ()
R P R P

Maintenant, d’aprés II-1.a.

J £ (x) dx—fn(un)rm on (ﬁxﬁ) ax
R

n

_ Unfn(HnJJ+m)g (W) du = Unfn(un)l
N no
(x) s’écrit alors
f p+1 f p+1
Breinly, - L falb) dx < 8, < Sty L Fa(x) dx -+ i (p) + Fu(p + 1.
p+1 p+1 p+1
Maintenant, ~ | f(x) dx+ fa () fa(p 1) < 0 fulban) +Fuliin) = 2fn(in) ot = | fule)de= = | fulin] =
P P P
—fn(wn) > —2f1(1n). On a ainsi montré que
f f
vnene, Bufnlindy o op ) <5, < Befelindy e )
vn mn
ou encore
vn e N*, Kn(In —
IV-3. Un équivalent du réel B,, : D’aprés II-2.b.,, vyn = o(un) et donc lim €, = 0. Puisque d’autre part,

n— +oo n— +oo

Ih ~ V27, la question précédente montre que Sy, ~ V21K, . D’autre part, d’aprés I-1.c. et I-3.b.
n—+oo

1 1 = 1 Kn tnfn(pn)
B = _A- ~ f k ~ Vz K = V— = —
T e Mot e,/zﬂ];) n )n~>+oo e/2m Thn e eyn

N Unfn(un)
Thoteo  eymn
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