A 2001 Math PSI 1

ECOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSEES.
ECOLES NATIONALES SUPERIEURES DE L’AERONAUTIQUE ET DE L'ESPACE,
DE TECHNIQUES AVANCEES, DES TELECOMMUNICATIONS,
DES MINES DE PARIS, DES MINES DE SAINT-ETIENNE, DES MINES DE NANCY,
DES TELECOMMUNICATIONS DE BRETAGNE.
ECOLE POLYTECHNIQUE (Filiére STI).

CONCOURS D’ADMISSION 2001

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
PREMIERE EPREUVE
Filiere PSI
(Durée de I épreuve: 3 heureg
(L’usage d’ ordinateur ou de calculette est interdit).
Sujet mis a la disposition des concours : Cycle International, ENSTIM, INT, TPE-EIVP.

Les candidats sont priés de mentionner de fagon apparente sur la premiére page de la copie :
MATHEMATIQUES 1-Filiere PSI.

Cet énoncé comporte 5 pages de texte.
Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

Dans tout ce probléme I'enti@rest supérieur ou €gal a(h > 1) ; E est un espace vectoriel
complexe de dimensiam Le but de ce probleme est d’étudier les applications semi-linéaires de
I'espace vectoriel complexg dans lui-méme. Une applicatiande E dans lui-méme est
semi-linéaire si elle posséde la propriété suivante :

Pour tout scalaira et tout couple de vecteuxrety de I'espace vectoridt la relation
ci-dessous est vérifiée :

u(ax+y) =aux) +ucy).
Le nombre complexa est le nombre complexe conjuguéale

Un nombre complexg@ est une valeur co-propre de I'application semi-linéaigil existe
un vecteu différent de 0 tel que la relation ci-dessous soit vérifiée :

uix) = u X

Le vecteurx est un vecteur co-propre associé a la valeur co-prppre

Premiere partie
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Le but de cette partie est d'étudier, pour une application semi-linéairelonnée, les valeurs
et vecteurs co-propres.

[-1. Premiéres propriétés
Soit u une application semi-linéaire de I'espace vectoriél,

a. Démontrer qu’étant donné un vectaudifférent de 0, appartenant a I'espdgel existe
au plus un nombre complexetel que la relationu(x) = u x ait lieu.

b. Démontrer que, si le nombre complexest une valeur co-propre de I'application
semi-linéaireu, pour tout réeb, le nombre complexg €' ¢ est encore valeur co-propre de
I'application semi-linéairei. Exprimer un vecteur co-propre associé a la valeur co-prp@fé
en fonction d’un vecteur co-propreassocié a la valeur co-propseet du réeb.

c. Etant donnée une valeur co-proprée I'application semi-linéaira, soitE, 'ensemble
des vecteurg de I'espace vectoridt qui verifient la relatioru(x) = u X :

E.=<{xe€E | u®X) =ux}.
Est-ce que I'ensemblg, est un espace vectoriel complexe ? réel ?

d. Etant données deux applications semi-linéairety, étudier la linéarité de I'application
composéelo V.

[-2. Matrice associée a une application sentinéaire :

Soit u une application semi-linéaire de I'espace vectoriél; soit(e;),.,., une base de
I'espace vectorieE. A un vecteurx, de coordonnées;, x», ..., Xn, €st associée une
matrice-colonneX, d’éléments, Xz, ..., Xn, appelée (abusivement) vecteur.

a. Démontrer qu’a I'application semi-linéaineest associée dans la base) ., deE une
matriceA, carrée complexe d’ordmg telle que la relatiory = u(x) s’écrive :

Y=AX
La matrice colonn& est la matrice complexe conjuguée de la matrice-colofine

b. SoientA et B les matrices associées a une méme application semi-linédans les bases
(&) 1<i<n €t (fi) 1<, respectivement. Sofla matrice de passage de la bgsg,.;., a la base
(fi) 1<i<n- Exprimer la matricéB en fonction des matricesetS.

Etant donnée une matrice caréecomplexe, d’ordray, le vecteuiX , différent de 0,
(X # 0) est un vecteur co-propre de la matriseassocié a la valeur co-propue si le vecteuix
et le nombre complexg vérifient la relation matricielle ci-dessous :

AX = puX

Dans la suite toutes les matrices considérées sont des matrices carrées complexes.

[-3. Exemples:
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a. Soit Alamatrice d'ordre 2 définie par la relation suivanté\:= ( ) Rechercher

a -
les valeurs co-propraset les vecteurs co-propres= ( o ) associés.

b. Démontrer que, si une matriéeest réelle et admet une valeur propre rég|leette
matrice a au moins une valeur co-propre.

[-4. Correspondance entre les valeurs co-propresde la matrice A et les valeur s propres
delamatriceAA:
Soit A une matrice carrée complexe d’ordre

a. Démontrer que, si le scalaipeest une valeur co-propre de la matrisde nombre réel
|u|> est une valeur propre de la matrieA.

b. SoitA une valeur propre positive ou nulié > 0) de la matriceA.A et X un vecteur propre
associé :

AAX =1 X

Démontrer que le réell est une valeur co-propre de la matrisen envisageant les deux
cas suivants :

i. les vecteurd\.X et X sont liés ;

ii. les vecteurdA.X et X sont indépendants ;

c. En déduire que, pour que le réel positif ou pudoit valeur co-propre de la matriég il
faut et il suffit que le réeli? soit valeur propre de la matriggA.

d. Etant donné un réeh, soitAn la matrice définie par la relation suivante :

m -1
Am: .

Déterminer les valeurs co-propres réelles positives ; discuter suivant les valeursu réel

|-5. Casd’une matricetriangulaire supérieure:
Dans cette question la matrice A est une matrice triangulaire supérieure (les éléments situés
en-dessous de la diagonale principale sont nuls).

a. Démontrer que, gi est une valeur propre de la matriéepour tout réeb, le nombre
complexel €' est une valeur co-propre de la matrise

b. Démontrer que, gi est une valeur co-propre de la matrisgl existe un réeb tel que le
nombre complex € ? soit valeur propre de la matride

c. SoitA la matrice définie par la relation ci-dessous :
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“(11)

Démontrer que le réel 1 est valeur co-propre de cette matrice et déterminer un Yecteur

., a+ib
co-propre associé. PoseX = _ )
c+id

[-6. Une caractérisation des valeurs cepropres :
Soit A une matrice carrée complexe d’ordne; soientB et C les matrices réelles définies par
la relation suivante :

A=B+iC.

Démontrer que le nombre complepest valeur co-propre de la matriéesi et seulement si
le nombre réeju| est une valeur propre de la matride carrée réelle d’ordrer? définie par

blocs par la relation suivante :
B C
D= .
C -B

Seconde partie

Etant données deux matrices carrées complée® d’ordren, s'il existe une matrice
carrée complex8d'ordren inversible(S € GLy(C)) telle que la relation

B=SAS!

soit vérifiée, les deux matriceset B sont dites co-semblables. Si une matdcest
co-semblable & une matrice diagonale, la matiiest dite co-diagonalisable. Le but de cette
partie est de rechercher a quelles conditions une matrice est co-diagonalisable.

[1-1. Unerelation d’équivalence:
Etant données deux matrices carrées compl&ets d'ordren, ces matrices sont dites
satisfaire la relatior si et seulement si ces deux matrices sont co-semblables :

A~B < 3Se GL,(C) : B= SAS™.

Démontrer que la relatiom est une relation d’équivalence dans I'ensemble des matrices
carrées complexes d’ordre

[1-2. Indépendance des vecteurs epropres :

Soit A une matrice carrée complexe d’ordm soientXs, X, ..., Xk, kvecteurs co-propres de
la matriceA associés a des valeurs co-propees iz, ..., t ; I'entier k est inférieur ou égal a
I'entier n (k < n). Démontrer que, si les valeurs co-proprgsp = 1,2, ...k ont des modules
différents les uns des autrgs + q = |up| # |uql), la famille (X1, Xz, ..., X«) est libre.
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En déduire que, si la matricR A an valeurs propreg, p = 1,2,...n, positives ou nulles,
(1p = 0), distinctes les unes des autfgs+ q = A, # Aq), la matriceA est co-diagonalisable.

[1-3. Quelques propriétés :
a. Soit Sune matrice carrée complexe d’ordmeinversible(S € GL,(C)) ; soitA la matrice
définie par la relation

A=SSh

Calculer la matrice produA.A.

b. SoitA une matrice carrée complexe d’ordréelle que
AIE\ = In,

démontrer qu’il existe au moins un réetel que la matrice&S(0) définie par la relation
ci-dessous

SO)=€e?A+eill,,

soit inversible. Calculer, en donnant au réekette valeur, la matricA.S6) ; en déduire la
matriceS(Q).S(@)fl.

[1-4. Une condition nécessaire
Soit A une matrice d'ordre n co-diagonalisable. Il existe par suite une mat@geversible
telle que la matric&*.A.Ssoit diagonale. Démontrer que la matris@ est diagonalisable, que

ses valeurs propres sont positives ou nulles et que le rang de la rfagste&gal au rang de la
matriceA.A.

[1-5. Exemples:
a. SoitA une matrice symétrique réelle d’ordre est-elle co-diagonalisable ?

b. SoientA, B, C etD les matrices d’ordre 2 suivantes :
i 1 1
. ’B: ’
(0 i ) ( 1 1 )
01 1
, D= _ .
( 00 ) ( i1 )

Est-ce que ces matrices sont diagonalisables ? co-diagonalisables ?

A

C

FIN DU PROBLEME
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