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NOTATIONS

Soit V un espace vectoriel réel ; l’espace vectoriel des endomorphismes de l’espace vectoriel
V est désigné parLÂVÃ. Soit f un endomorphisme de l’espace vectorielV ; l’endomorphisme noté
f k, oùk est un entier naturel désigne l’endomorphisme unitéIdV si l’entier k est nul,
l’endomorphisme obtenu en composantf k-fois avec lui-même si l’entierk est supérieur ou égal à
1 :

f 0 = IdV ; f k+1 = f k E f.

Soit E l’espace vectoriel des polynômes réels ; étant donné un entier natureln, soitEn

l’espace vectoriel des polynômes réels de degré inférieur ou égal àn :

E = RÄXÅ ; En = RnÄXÅ.

Soit D l’endomorphisme de l’espace vectorielE = RÄXÅ qui, au polynômeQ, fait
correspondre le polynôme dérivéQ´. De même, soitDn l’endomorphisme de l’espace vectoriel
En = RnÄXÅ qui, au polynômeQ, fait correspondre le polynôme dérivéQ´.

L’objet du problème est de rechercher des réelsV pour lesquels l’endomorphismeV IdE + D
est égal au composé d’un endomorphismeg de l’espace vectorielE avec lui-même ; ainsi que
des réelsV pour lesquels l’endomorphismeV IdEn + Dn est égal au composé d’un
endomorphismeg de l’espace vectorielEn avec lui-même.
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Les troisième et quatrième parties peuvent être abordées indépendamment des première et
deuxième parties ainsi que des préliminaires.

PRÉLIMINAIRES

Noyaux itérés:
Soient V un espace vectoriel réel etf un endomorphisme deV.
a. Démontrer que la suite des noyaux des endomorphismesf k, k = 0,1,2, ... est une suite de

sous-espaces vectoriels deV emboitée croissante :

kerf 0 µ kerf 1 µ kerf 2 µ ... µ kerf k µ kerf k+1 µ ...

b. Démontrer que, s’il existe un entierp tel que les noyaux des endomorphismesf p et f p+1

soient égaux kerf p = kerf p+1 , pour tout entierq supérieur ou égal àp, les noyaux des
endomorphismesf q et f q+1 sont égaux kerf q = kerf q+1 ; en déduire la propriété suivante :

pour tout entierk supérieur ou égal àp, kerf k = kerf p.

En déduire que, si l’espace vectorielV est de dimension finien, la suite des dimensions des
noyaux des endomorphismesf k est constante à partir d’un rangp inférieur ou égal à la dimension
n Âp � nÃ. En particulier les noyaux kerf n, kerf n+1 sont égaux.

c. Démontrer que, si l’endomorphismeu d’un espace vectorielV de dimension finien, est tel
qu’il existe un entierq supérieur ou égal à 1Âq � 1Ã, pour lequel l’endomorphismeuq est nul
Âuq = 0Ã, l’endomorphismeun est nulÂun = 0Ã.

L’endomorphismeu est dit nilpotent.

PREMIÈRE PARTIE

Le but de cette partie est d’établir des propriétés des endomorphismesg recherchés et de
donner un exemple.

I-1.Une caractérisation des sous-espaces vectoriels stables parg :
Soit V un réel donné.
a. Étant donné un entier natureln Ân 5 NÃ, soitp un entier naturel inférieur ou égal à l’entier

n Â0 � p � nÃ. Démontrer que, s’il existe un endomorphismeg de l’espace vectoriel
En = RnÄXÅ, tel que

g2 = V IdEn + Dn,

l’endomorphismeg commute avecDn :

g E Dn = Dn E g.

En remarquant que le sous-espace vectorielEp = RpÄXÅ est égal à kerÂDnÃ
p+1, démontrer que

Ep est stable par l’endomorphismeg deEn ; soit gp la restriction de l’endomorphismeg à Ep.
Démontrer la relation :

ÂgpÃ
2 = V IdEp + Dp.

b. Démontrer que, s’il existe un endomorphismeg de l’espace vectorielE = RÄXÅ, tel que
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g2 = V IdE + D,

l’endomorphismeg commute avecD :

g E D = D E g.

En déduire que, pour tout entier natureln, le sous-espace vectorielEn = RnÄXÅ est stable par
l’endomorphismeg et que, sign est la restriction de l’endomorphismeg à En, il vient :

ÂgnÃ
2 = V IdEn + Dn.

c. Soitg un endomorphisme de l’espace des polynômes réelsE = RÄXÅ tel que :

g2 = V IdE + D.

i/ Soit F un sous-espace vectoriel de l’espace vectorielE de dimensionn + 1 stable par
l’endomorphismeD. Démontrer que l’endomorphismeDF, restriction deD à F, est nilpotent.

En déduire que le sous-espace vectorielF est égal àEn = RnÄXÅ. Déterminer ensuite tous les
sous-espaces vectorielsG deE (de dimension finie ou non) stables parD.

ii/ Démontrer que, pour qu’un sous-espace vectorielG deE soit stable par l’endomorphisme
g, il faut et il suffit qu’il soit stable parD.

I-2. Une application immédiate : le casV < 0 :
a. À quelle condition nécessaire sur le réelV existe-t-il un endomorphismeg de l’espace

vectorielE0 = R0ÄXÅ tel que

g2 = V IdE0 + D0 ?

b. SoitV un réel strictement négatifÂV < 0Ã, déduire des résultats précédents les deux
propriétés :

. Il n’existe pas d’endomorphismeg deE tel que :

g2 = V IdE + D.

. Il n’existe pas d’endomorphismeg deEn tel que :

g2 = V IdEn + Dn.

I-3. Une représentation matricielle simple deDn :
Soient n un entier naturel supérieur ou égal à 1,V un réel.

Matrice AV : soit AV la matrice carrée d’ordren + 1 définie par les relations suivantes : ses
coefficientsai j, i = 0,1, ...n, j = 0,1, ...,n, sont définis par les relations :

ai i = V, ai i+1 = 1, ai j = 0 si j � i ou si j � i + 1.

C’est-à-dire :
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AV =

V 1 0 ... 0

0 V 1 ... 0

0 0 V ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... V

.

a. Soitf un endomorphisme d’un espace vectorielV de dimension finien + 1 tel que
l’endomorphismef n+1 soit nul sans que l’endomorphismef n le soit :

f n+1 = 0, f n � 0.

Démontrer qu’il existe un vecteury de l’espace vectorielV tel que la famille
B = f nÂyÃ, fn?1ÂyÃ, ..., y soit libre. Quelle est la matrice associée à l’endomorphismef dans la
baseB ?

b. En déduire qu’il existe une baseBn de l’espace vectorielEn = RnÄXÅ pour laquelle la
matrice associée à l’endomorphismeDn est la matriceA0. Que vaut la matrice associée à
l’applicationV IdEn + Dn dans cette baseBn ?

I-4. Un exemple :
Dans cette question l’entiern est égal à 2.
a. Démontrer que les seuls endomorphismesh deE2 qui commutent avec l’endomorphisme

D2 sont les polynômes de degré inférieur ou égal à 2 enD2 :

h = a IdE2 + b D2 + c ÂD2Ã
2.

a, b, c sont trois réels.

b. En déduire qu’il existe des endomorphismesg deE2 qui vérifient la relation suivante :

g2 = V IdE2 + D2.

Déterminer les matrices carréesG d’ordre 3 qui vérifient la relation suivante :

G2 = A1.

DEUXIÈME PARTIE

L’objet de cette partie est d’étudier le cas où le réelV est nul. Dans cette partie l’entiern est
supposé donné supérieur ou égal à 1.

II-1. Existence d’un endomorphisme g tel que g2 = Dn :
a. Montrer que, s’il existe un endomorphismeg de l’espace vectorielEn = RnÄXÅ tel que

g2 = Dn, alors l’endomorphismeg est nilpotent et le noyau de l’endomorphismeg2 a une
dimension au moins égale à 2Âdim kerg2 � 2Ã.

b. En déduire qu’il n’existe pas d’endomorphismeg de l’espace vectorielEn = RnÄXÅ tel que
g2 = Dn.

c. En déduire qu’il n’existe pas d’endomorphismeg de l’espace vectorielE = RÄXÅ tel que
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g2 = D.

II-2. Existence d’un endomorphisme g tel que gk = Dm :
Soit m un entier supérieur ou égal à 1Âm � 1Ã et k un entier supérieur ou égal à 2Âk � 2Ã.

Soit g un endomorphisme de l’espace vectorielE = RÄXÅ tel que la relation ci-dessous soit
vérifiée :

gk = Dm.

a. Démontrer que les deux endomorphismesD et g sont surjectifs.

b. Démontrer que les sous-espaces vectoriels deE, kergq ont des dimensions finies lorsque
l’entier q est inférieur ou égal à l’entierk Â0 � q � kÃ.

c. Soitp un entier supérieur ou égal à 2 et inférieur ou égal àk Â2 � p � kÃ. Soit�
l’application définie dans l’espace vectoriel kergp par la relation :

� : P Ð gÂPÃ.

Démontrer que cette application� est une application linéaire de kergp dans l’espace
vectoriel kergp?1. Quel est le noyau de l’application� ? Démontrer que l’application� est
surjectiveÂIm� = Kergp?1Ã.

En déduire une relation entre les dimensions des sous-espaces vectoriels kergp et kergp?1.
Quelle est la dimension de l’espace vectoriel kergp en fonction de la dimension de l’espace
vectoriel kerg ?

d. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les entiersk et m pour qu’il existe au
moins un endomorphismeg de l’espace vectorielE tel quegk = Dm. Retrouver le résultat de la
question II-1.c.

TROISIÈME PARTIE

L’entier strictement positifn est supposé fixé. Dans cette partie, l’espace vectoriel
En = RnÄXÅ est muni de la baseBn définie à la question I-3.b. La matrice associée à l’application
IEn est la matriceIn+1 ; la matrice associée à l’endomorphismeDn, est désignée par le même
symboleDn.

Étant donné un réelV supposé strictement positifÂV > 0Ã, soitLn l’application deR dans
l’espace des matrices carrées réelles d’ordren + 1, Mn+1ÂRÃ qui, au réelt associe la matriceLn

définie par la relation suivante :

LnÂtÃ =>
k=1

n

Â?1Ãk?1 tk

k
ÂDnÃ

k.

La matriceÂDnÃ
k est le produit k-fois avec elle-même de la matriceDn.

III-1. Dérivée de l’application t Ð ÂLnÂtÃÃk :
a. Démontrer que, pour toutt réel, la matriceIn+1 + t Dn est inversible et que son inverse,
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noté In+1 + t Dn
?1

, s’écrit sous la forme suivante :

In+1 + t Dn
?1 =>

k=0

n

akÂtÃ ÂDnÃ
k.

Déterminer les fonctionsak : t Ð akÂtÃ (bien sùr :ÂDnÃ
0 = In+1Ã.

b. Démontrer que l’application deR dans l’ensemble des matrices, réelles, carrées, d’ordre
n + 1 : t Ð In+1 + t Dn

?1
est dérivable ; exprimer sa dérivée à l’aide des matrices

In+1 + t Dn
?1

et Dn.

c. Démontrer que, pour tout réelt, la matriceLnÂtÃ, élevée à la puissancen + 1 est nulle :

ÂLnÂtÃÃn+1 = 0.

d. Calculer la fonction dérivéet Ð d
dt

LnÂtÃ de la fonctiont Ð LnÂtÃ au moyen des matrices

Dn et In+1 + t Dn
?1

.

Étant donné un entier naturelk donné, déduire des résultats précédents l’expression de la
fonction dérivéet Ð d

dt ÂLnÂtÃÃk de la fonctiont Ð ÂLnÂtÃÃk à l’aide de l’entierk et des matrices

LnÂtÃ, Dn et In+1 + t Dn
?1

.

III-2. Matrice juÂtÃ :
Étant donné un réelu, soitjuÂtÃ la matrice définie par la relation suivante :

juÂtÃ =>
k=0

n
uk

k!
ÂLnÂtÃÃk.

La matriceÂLnÂtÃÃk est la matriceLnÂtÃ élevée à la puissancek.

a. Démontrer qu’étant donnés deux réelsu et v le produit des matricesjuÂtÃ etjvÂtÃ est égal
à la matriceju+vÂtÃ :

juÂtÃ.jvÂtÃ = ju+vÂtÃ.

b. Démontrer que la fonctiont Ð juÂtÃ est dérivable et que sa dérivéeju´ est définie sur la
droite réelle par la relation suivante :

ju´ÂtÃ = u In+1 + t Dn
?1

.Dn.juÂtÃ.

c. Dans cette question le réelu est égal à 1 ; démontrer que la dérivée seconde de la fonction
j1 est nulle : pour tout réelt, j1´´ÂtÃ = 0. En déduire la relation :

j1ÂtÃ = In+1 + t Dn.

III-3. Existence de l’endomorphisme g :
a. SoitV un réel strictement positifÂV > 0Ã ; en utilisant les résultats de la question
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précédente et en remarquant la relation suivante

V In+1 + Dn = V In+1 + 1
V Dn ,

démontrer qu’il existe une matrice carrée réelle d’ordren + 1 telle que

M2 = V In+1 + Dn.

Exprimer cette matriceM avec une matricejuÂtÃ. En déduire l’existence d’un
endomorphismeg deEn tel que :

g2 = V IdEn + Dn.

b. Retrouver les matrices obtenues à la question I-4.

QUATRIÈME PARTIE

IV -1. Un développement en série entière:
a. Soit h la fonction définie sur la demi-droiteÄ?1,KÄ par la relation :

hÂxÃ = 1 + x .

Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre dont une solution est cette
fonctionh.

b. En déduire qu’il existe un intervalle ouvertÅ?R,RÄ dans lequel la fonctionh est la somme
d’une série entière de terme généralbp xp, p = 0,1,2, .... Déterminer le rayon de convergenceR
et les coefficientsbp.

pour tout réelx appartenant àÅ?R,RÄ, hÂxÃ = >
p=0

K

bp xp.

c. Déterminer les valeurs des réelscn, n = 0,1,2, .... définis par la relation suivante :

cn =>
p=0

n

bp bn?p.

IV-2 Existence d’un endomorphisme g de E tel que g2 = V IdE + D où V est strictement
positif :

Soit V un réel strictement positif donnéÂV > 0Ã.
a. SoitT l’application définie dansE = RÄXÅ par la relation :

pour toutP deE, TÂPÃ =>
p=0

K

bp

Vp DpP.

Démontrer queT est un endomorphisme deE.

b. Calculer pour tout polynômeP deE son image par l’application composéeT E T = T 2.
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c. En déduire l’existence d’un endomorphismeg deE qui vérifie la relation suivante :

g2 = V IdE + D.

d. En déduire, pour tout entier natureln, l’existence d’un endomorphismegn de l’espace
vectorielEn = RnÄXÅ tel que la relation ci-dessous ait lieu :

ÂgnÃ
2 = V IdEn + Dn.

Exprimer l’endomorphismegn comme un polynôme de l’endomorphismeDn. Retrouver les
matrices obtenues à la question I-4.

FIN DU PROBLÈME
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