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NOTATIONS

SoitV un espace vectoriel réel ; I'espace vectoriel des endomorphismes de I'espace vectoriel
V est désigné pdr(V). Soitf un endomorphisme de I'espace vectokell’endomorphisme noté
fk, ouk est un entier naturel désigne I'endomorphisme ulai{ési I'entier k est nul,
I'endomorphisme obtenu en composéktfois avec lui-méme si I'entiek est supérieur ou égal a
1:

fO=Idy; f*! =fkof.

SoitE I'espace vectoriel des polyndmes réels ; étant donné un entier natw@lt E,
I'espace vectoriel des polynémes réels de degré inférieur ou égal a

E = R[X]; En = Ri[X].

SoitD I'endomorphisme de I'espace vectoriel= R[X] qui, au polyndme), fait
correspondre le polyndbme déri@. De méme, soiD, 'endomorphisme de I'espace vectoriel
En = Rn[X] qui, au polyndme), fait correspondre le polynéme deriqe.

L'objet du probleme est de rechercher des régisur lesquels I'endomorphisnielde + D
est égal au composé d’un endomorphignue I'espace vectoridt avec lui-méme ; ainsi que
des réelsl pour lesquels 'endomorphisnieldg, + D, est égal au composé d’'un
endomorphismeg de I'espace vectoridt,, avec lui-méme.
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L estroisieme et quatrieme parties peuvent étre abordées indépendamment des premiére et
deuxieme parties ainsi que des préliminaires

PRELIMINAIRES

Noyaux itérés:

Soient V un espace vectoriel réel etf un endomorphisme dé.

a. Démontrer que la suite des noyaux des endomorphisimés= 0, 1,2, ... est une suite de
sous-espaces vectoriels de@mboitée croissante :

kerf® c kerf! c kerf?2 c ... c kerfk c kerf¥1 — ...

b. Démontrer que, s'il existe un entiptel que les noyaux des endomorphisrhest f P
soient égau>(kerf P = Kkerf Wl), pour tout entieq supérieur ou égal p, les noyaux des

endomorphismefd etf 41 sont égau>( kerf 9 = kerf q*l) ; en déduire la propriété suivante :

pour tout entiek supérieur ou égal p, kerfk = kerfP.

En déduire que, si I'espace vectoriékst de dimension finig, la suite des dimensions des
noyaux des endomorphismisest constante a partir d’'un rapgnférieur ou égal a la dimension
n(p < n). En particulier les noyaux kéF, kerf ™! sont égaux.

c. Démontrer que, si 'endomorphismeal’un espace vectoridf de dimension finien, est tel
gu’il existe un entieig supérieur ou égal ay > 1), pour lequel 'endomorphismé* est nul
(u? = 0), 'endomorphismes” est nul(u" = 0).

L’endomorphismeu est dit nilpotent.

PREMIERE PARTIE

Le but de cette partie est d’établir des propriétés des endomorphismgescherchés et de
donner un exemple.

I-1.Une caractérisation des sousspaces vectoriels stables pay:

Soit A unréel donné.

a. Etant donné un entier nature{n € N), soitp un entier naturel inférieur ou égal a I'entier
n (0 < p < n). Démontrer que, s’il existe un endomorphisgee I'espace vectoriel
En = Rn[X], tel que

gz = 2/ IdEn + Dn,
I'endomorphismey commute ave®, :
g o Dn = Dn o g

En remarquant que le sous-espace vect&iier Rp[X] est égal a keD, )P, démontrer que
E, est stable par 'endomorphisngele E;, ; soitgp la restriction de I'endomorphisnga Ep.
Démontrer la relation :

(9p)? = 1 1dg, + Dp.

b. Démontrer que, s'il existe un endomorphisge I'espace vectoridt = R[X], tel que
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92 =2 |dE + D,
I’endomorphismeg commute ave® :
goD=Dog.

En déduire que, pour tout entier natunele sous-espace vectorig) = R,[X] est stable par
I'endomorphismeg et que, s, est la restriction de 'endomorphism& Ey, il vient :

(On)? = A ldg, + Dn.

c. Soitg un endomorphisme de I'espace des polynémes EelR[X] tel que :

gz=l|dE+D.

i/ Soit F un sous-espace vectoriel de I'espace vectérigeé dimensiom + 1 stable par
I'endomorphisméd. Démontrer que I'endomorphisni®-, restriction deD aF, est nilpotent.

En déduire que le sous-espace vectdriekt égal &, = Rny[X]. Déterminer ensuite tous les
sous-espaces vectori€lsde E (de dimension finie ou non) stables dar

i/ Démontrer que, pour qu’un sous-espace vectdsieke E soit stable par 'endomorphisme
g, il faut et il suffit qu'il soit stable paD.

I-2. Une application immédiate: le casA < O:
a. A quelle condition nécessaire sur le raetxiste-t-il un endomorphismgde I'espace
vectorielEp = Ro[X] tel que

92=l|dE0+Do?

b. SoitA un réel strictement négaiift < 0), déduire des résultats précédents les deux
propriéteés :
. Il n’existe pas d’endomorphisntedeE tel que :
92 = Aldg +D.
. Il n’existe pas d’endomorphisngede E, tel que :

92 = /l IdEn + Dn.
[-3. Unereprésentation matricielle simple deDy, :
Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 4,un réel.

Matrice A; : soitA, la matrice carrée d’ordne+ 1 définie par les relations suivantes : ses

coefficientsa;;, i = 0,1,..n, j = 0,1,...n, sont définis par les relations :

a;=4 a&;;=1 a;=0sij+iousij=+i+l.

C’est-a-dire :
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[ 210 ..0
0411 ..0
A= 00 A .. 0

\ 0 00 .. 2
a. Soitf un endomorphisme d’'un espace vectoviele dimension finien + 1 tel que
I'endomorphisméd ™! soit nul sans que I'endomorphisrhile soit :
fl =0, f"+0.

Démontrer qu’il existe un vecteyrde I'espace vectoriél tel que la famille
B = (f"(y), f"*(y),..., y) soit libre. Quelle est la matrice associée a I'endomorphisdans la

baseB ?

b. En déduire qu’il existe une baBg de I'espace vectoridt, = Ry[X] pour laquelle la
matrice associée a I'endomorphisibg est la matriced,. Que vaut la matrice associée a
I'application A Idg, + D, dans cette bad®, ?

[-4. Un exemple:

Dans cette question I'entierest égal a 2.

a. Démontrer que les seuls endomorphismde E, qui commutent avec I'endomorphisme
D, sont les polyndmes de degré inférieur ou égal a Bgn

h=aldg, + bDs+c(D2)2
a, b, csont trois reels.
b. En déduire qu’il existe des endomorphisrgete E, qui vérifient la relation suivante :
g% = A ldg, + Do.
Déterminer les matrices carré@sd’ordre 3 qui vérifient la relation suivante :

G2 = A

DEUXIEME PARTIE

L’objet de cette partie est d’étudier le cas ou le réebt nul. Dans cette partie I'entiarest
supposé donné supérieur ou égal a 1.

I1-1. Existence d’un endomor phismegtel queg? = Dy :
a. Montrer que, s'’il existe un endomorphismde I'espace vectoridt, = R,[X] tel que

g? = Dy, alors I'endomorphismg est nilpotent et le noyau de I'endomorphisgfea une
dimension au moins égale @m kerg? > 2).

b. En déduire qu’il n’existe pas d’endomorphismde I'espace vectoridt, = Ry[X] tel que
gz = Dn.

c. En déduire qu’il n’existe pas d’endomorphismde I'espace vectoridt = R[X] tel que
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g% =D.

I1-2. Existence d’un endomor phisme g tel quegk = D™ :

Soitmun entier supérieur ou égal 1h > 1) etk un entier supérieur ou égal §R > 2).
Soitg un endomorphisme de I'espace vectoket R[X] tel que la relation ci-dessous soit
vérifiée :

gk =DM
a. Démontrer que les deux endomorphisiext g sont surjectifs.

b. Démontrer que les sous-espaces vectoriels, derg? ont des dimensions finies lorsque
I'entier q est inférieur ou égal a I'entide (0 < g < k).

c. Soitp un entier supérieur ou égal a 2 et inférieur ou édal(2 < p < k). Soit®
I'application définie dans I'espace vectoriel kgrpar la relation :

®:P— gP).

Démontrer que cette applicatidnest une application linéaire de lgfrdans I'espace
vectoriel keigPL. Quel est le noyau de I'applicatiah ? Démontrer que I'applicatiof est
surjective(Im® = Kergh1),

En déduire une relation entre les dimensions des sous-espaces vectogelsthargP 1.
Quelle est la dimension de I'espace vectorieldgéeen fonction de la dimension de I'espace
vectoriel keig ?

d. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les ekgénspour gu’il existe au

moins un endomorphisngede I'espace vectoridf tel quegt = D™. Retrouver le résultat de la
guestion ll-1.c.

TROISIEME PARTIE
L’entier strictement positifi est supposé fixé. Dans cette partie, I'espace vectoriel
En = Ry[X] est muni de la basB,, définie & la question I-3.b. La matrice associée a I'application
le, est la matricéd .1 ; la matrice associée a 'endomorphisig est désignée par le méme
symboleDy,.
Etant donné un réel supposé strictement positit > 0), soitL, I'application deR dans

I'espace des matrices carrées réelles d’ordrel, Mn.1(R) qui, au réel associe la matrick,
définie par la relation suivante :

La(t) = Y (-DF Do)
k=1

La matrice(Dy)* est le produit k-fois avec elle-méme de la matiie

111-1. Dérivée de lapplication t +— (Ln(t)):
a. Démontrer que, pour totitéel, la matricdn.1 + t D, est inversible et que son inverse,
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noté (In1+tDn) ', s'écrit sous la forme suivante :
1 n
(Ina+tDn) = > at) (D)~
k=0

Déterminer les fonctionay : t +— ax(t) (bien sur :(Dn)° = In1).

b. Démontrer que I'application d® dans I'ensemble des matrices, réelles, carrées, d’ordre
-1 , . . e s .
n+1:t— (Ina+tDy) ~ estdérivable ; exprimer sa dérivée a I'aide des matrices

(In+]_ + t Dn>_l etDn
c. Démontrer que, pour tout réela matriceL(t), élevée a la puissancer 1 est nulle :

(La(t))™ = 0.

d. Calculer la fonction dérivée— %Ln(t) de la fonctiont — L,(t) au moyen des matrices
Dnet(Ina+tDy)

Etant donné un entier natudetionné, déduire des résultats précédents I'expression de la
fonction dérivéd — %(Ln(t))" de la fonctiort +— (Ls(t)) & l'aide de I'entierk et des matrices

La(t), Dn et (I +tDn) .

I11-2. Matrice gu(t) :
Etant donné un réel, soitgy(t) la matrice définie par la relation suivante :

n

pu®) = D W (Lot

k=0

La matrice(Ln(t))* est la matrice.n(t) élevée a la puissande

a. Démontrer qu'étant donnés deux raett v le produit des matricegy(t) et (t) est égal
a la matricep . (t) :

Pu()-@u(t) = Pun(l).
b. Démontrer que la fonction— ¢(t) est dérivable et que sa dérivgg est définie sur la
droite réelle par la relation suivante :
, -1
(pu (t) =Uu (In+]_ + t Dn) Dn(pu(t)

c. Dans cette question le réeést égal a 1 ; démontrer que la dérivée seconde de la fonction
@1 estnulle : pour tout réd| ¢1""(t) = 0. En déduire la relation :

(p]_(t) = |n+1 + t Dn.

[11-3. Existence deI’endomor phismeg :
a. SoitAd un réel strictement posit{fl > 0) ; en utilisant les résultats de la question
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précédente et en remarquant la relation suivante
2/ In+]_+ Dn = 2/ (In+1+ %Dn),
démontrer qu’il existe une matrice carrée réelle d’om#el telle que
M2 = /l In+1+ Dn.

Exprimer cette matric® avec une matricey(t). En déduire I'existence d’'un
endomorphisme deE, tel que :

gz = 2/ IdEn + Dn.

b. Retrouver les matrices obtenues a la question I-4.

QUATRIEME PARTIE

IV -1. Un développement en série entiere
a Soit h lafonction définie sur la demi-droitgé-1,co[ par la relation :

h(x) = Vy1+X.

Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre dont une solution est cette
fonctionh.

b. En déduire qu’il existe un intervalle ouvéAR, R[ dans lequel la fonctioh est la somme

d’'une série entiere de terme génédsakP, p = 0,1, 2, .... Déterminer le rayon de convergeRce
et les coefficient$y.

pour tout réek appartenant &R, R[, h(x) = Z by XxP.
p=0

c. Déterminer les valeurs des réels n = 0,1, 2, ... définis par la relation suivante :

n
Cn = Z bp bn_p.
p=0

V-2 Existenced’ un endomorphismegdeE tel queg? = A Ide + D ou A est strictement
positif :

Soit A un réel strictement positif donn@ > 0).

a. SoitT l'application définie dan& = R[X] par la relation :

pour toutP deE, T(P) = > _ % DPP.
p=0

Démontrer qudl est un endomorphisme de

b. Calculer pour tout polynémi@ de E son image par I'application compos€e T = T?2.
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c. Endéduire I'existence d’'un endomorphismeeE qui vérifie la relation suivante :
92 = A lde +D.
d. En déduire, pour tout entier naturgll’existence d’'un endomorphisngg de I'espace
vectorielE, = Ry[X] tel que la relation ci-dessous ait lieu :
(gn)? = A1dg, + Dn.

Exprimer 'endomorphismg, comme un polyndme de 'endomorphisme. Retrouver les
matrices obtenues a la question |-4.

FIN DU PROBLEME
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