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Exercice

D’apres la formule du binome de Newton, pour tout « € R,

ZC’ aF -1 —Zn:Cé“na:k = zB(x)
k=1

avec
2n—1

ch k—1 02n+202nk1+02n 2n1

Donc, le polynéme B est de degré 2n — 1, son coefficient dominant est C37 = 1 et son
terme constant by vaut C%n = 2n.

2ik
2 est racine de A si et seulement si (z 4+ 1)%" = 1 ce qui équivaut & z + 1 = exp 5 W)
n

ol k est un entier compris entre 0 et 2n — 1. Donc les racines de A sont zg = 0 et

2ikm
2L = exp ( 5 ) — 1 avec k est un entier compris entre 1 et 2n — 1.
n

(a) Faisons dans P, le changement d’indice ¢ = 2n — k. Alors :

2n—1 (27’L . f)ﬂ' 2n—1 In 2n—1 In
P, = H sin (T) = H sin <7r — %> = H sin <%>
l=n+1 {=n+1 l=n+1
car sin(m — z) = sinz.
On en déduit que
2n—1 2n—1

H sin <k:_7r> = P2,
2n

k=n-+1

Qn:kljlsm< ) Hsm( >xsin<g)x

km
De plus, pour tout entier k£ compris entre 1 et 2n — 1 , on appartient a [0, 7]
n

km
d in(—
onc sin <2

n

> > 0 ce qui implique que P, et @, sont positifs. Par conséquent,



k=2n—1 k=2n—1
(b) Ona B(z)= [] (z—2) donc B(0) = (~1)*""" J] 2k = bo, soit
k=1 k=1
k=2n—1
H zL = —by = —2n.
k=1

D’autre part, pour tout entier k compris entre 1 et 2n — 1 :

—oxp [T (exp (P —exp (=T ) = 2isin (57 ) exp (57
= XA o *P A o *P 2n R T A WO

donc,
k=2n—1 k=2n—1
.. Em\ e«
H zZp = H 2isin [ — | e'2n
2n
k=1 k=1
in k=2n—1 k=2n—1 kn
=on—l2n—loen | — k sin [ —
ply, 2 k) 11 sin(3, )
k=1 k=1
d’ou

k=2n—1
—-1)" 2n —1
H Zk:22"71—( ) exp( n2 iﬂ') Qn;
7
k=1

1. . o —_1)n .
or exp (2”2 1m) =e"Me 2 = (T) d’ou

NG

Qn—l'

Qn:2n><21*2":4nL_ ot P, =

Probleme

I. Continuité et dérivation sous le signe |[.

1. Pour tout = € I, la fonction ¢ — f(z,t) est continue sur [a, b] donc intégrable sur [a, b].
La fonction ¢ est ainsi bien définie.

Soient xy € I et r > 0, tel que [xg — r,x9 + 7] C I, ce qui est possible puisque I est
ouvert. Le pavé [zg — 7,20 + 7] X [a,b] est une partie compact de R? (il est fermé et
borné). La fonction f est donc uniformément continue sur [zg — r,z¢ + ] X [a,b]. Soit
e > 0, il existe n > 0 tel que pour tout z,z’ € [xg — r,x + 7] et pour tout ¢,t' € [a,b],
on a

(|t_t/‘§7] et |33_1’/‘§77) = f(xat)_f(xlat/) Se.

Soit = et 2’ appartenant & [xg — 7, 29 + r]. Nous avons

b b
@)~ 9| = | [ (#(.0) = £ 0)at] < [ |7(ant) = £l ).

Appliquons l'uniforme continuité de f sur [xg — r,xo + r] X [a,b] en choisissant ¢ =
t'. Si |z —a'| <, alors on a |f(x,t) — f(2',t)] < e quel que soit t € [a,b], d’on



2.

f; |f(z,t) — f(2/,t)|dt < e(b—a). Ainsion a |g(z) — g(z)| < e(b—a) des que z et
a’ appartiennent & [zg — r,zg + r]. Cela montre que g est uniformément continue sur
[xg — 7, o + 7], en particulier g est continue au point zg.

Le point x( étant pris arbitrairement dans I, cela entraine que g est continue sur I.

(a) La fonction ¢ est dérivable sur I, car elle est somme de fonctions dérivables et

Ip of of

L (2,t) = == (2,t) — == (z0,1).

or (xu ) ox (137 ) o (1307 )

Soient xg € I et € > 0. Soit r > 0, tel que [zg — 7,29 + 7] C I, ce qui est possible
puisque [ est ouvert. La fonction % est uniformément continue sur le compact
K = [xg—r, o+ 7] X [a,b], il existe donc g > 0 tel que pour tout (¢,z), (t',2') € K,
on ait :

(it <o et fo—a|<0) = |2t~ L)

<e,
ce qui, en prenant n = min(p, ), donne
Iy
Vt € [a,b], Yrel; |z—x9<n = ‘a—(a:,t)‘ <e.
x
(b) Soit € > 0, par la question précédente, il existe n > 0, tel que
Iy
Veel, |o—xo| <y = Vte[ab], ‘a—(a:,t)‘gg. (1)
x
Soit = € [xg —n,x0 + 1] et t € [a,b], par le théoreme des accroissements finis,
il existe £ €] min(xg, z), max(zg,x)[ tel que ¢(x,t) — ¢(xo,t) = (x — xo)g—i(f,t).
Comme ¢(z9,t) = 0 et £ € [zg — 1,0 + 7], par (1), |p(z,t)| < |z — x0le. Ce qui

donne,
T € [xO —1,%o +77] = |(,0(.1‘,t)‘ < ‘J} - l‘o‘& ; Vit € [aa b]

(¢) Soit g € I fixé. En intégrant la fonction ¢ entre a et b on a pour tout x € I,

b 8f b
o) — g(o0) — (o = 20) [ S tyte] = | [ ot ]
a €z a
D’apres la question précédente, pour tout € > 0, il existe n > 0, tel que
b 8f
Veel, |z—xg| <n = ‘g(a:)—g(:vo)—(x—mo) %(wo,t)dt‘ <elz—xo||b—al.
a
La fonction ¢ est ainsi dérivable en xg avec pour dérivée :

b
a0) = [ S twotyir

Enfin, la fonction % étant continue, le théoreme de continuité sous le signe f

démontré dans I. 1., nous donne la continuité de ¢'.
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. C’est une simple récurrence sur k € N*. En effet, la démonstration a 'ordre k = 1, est

traitée dans la partie I.2. Supposons que la relation est vraie jusqu’a l'ordre £ > 1 et
supposons que f est de classe C¥T! sur I x [a,b]. Alors, par 'hypothese de récurrence
g est de classe CF et

b akf
W) = [ = (x,t)dt.
g a axk (x? )
Comme f est de classe C**1 sur I x [a,b], la fonction % est de C! sur I x [a,b].

On applique le résultat de la récurrence pour k£ = 1 a la fonction % et on obtient
immédiatement le résultat a ordre k + 1.

. Soit x > 0, comme lintégrale Sf(x) converge, la somme partielle ZnN:() up(x) =

0N+1 ;;J(rtt)Q dt converge vers Sf(z) quand N tend vers +oo. Autrement dit, la série

de fonctions ) u,, converge simplement sur ]0, +o00[ et a pour somme S'f.

. On utilise le résultat de la premiere partie : 'application (z,t) — O de R* x[n,n+1]

x2+t2
dans R est de classe C*°. La fonction u, est donc de classe C*°, et pour tout k € N* et

n+1 ak t
R* . k) :/ — (——at.
T ERY, uy(7) n f(t)amk <x2—|—t2)dt

. On a 2?2 +t? = (z — it)(w + it). Par les méthodes classiques on décompose la fraction

. t 12 i i N
rationnelle Tz en éléments simples, on trouve a = —g et f=a = 5 :

td 1 +i 1
224+t 2x—it  2x+4it’

(2)
Or, pour tout k € N*,

k _1)kR k _1)ER
8(1) (—1)%k! t8(1>:((1)k'

— = et — .
Oxk \x — it (x —it)k+1 Ok \x + it x + it)ktl

d’ou

" tN e R 1 1
W(az%rt?) = (1) 25[(33—2'15)’%1 a (a:—l—z't)’“‘l} '

Pour tout couple de réels (x,t) # (0,0), on a |x — it| = |z + it] = (2 + tQ)% et

oot k! 1 1

oot (72| < 5 = * ]

Ozk \ 22 + t2 2 Lz —at)s+1 |z 4 itk t!
k!

(22 +12)

k+1 *
2

4. Rappelons que d’apres la question II, b, la fonction u, est de classe C* et

. n+1 8k t
VkeN*, VzeR", U%)(ﬂf)Z/ f(t)@(rﬂz)dt‘
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La fonction f étant bornée sur R, la quantité M = sup |f(¢)| € Ry est finie. Posons
tER+

A, = ME! On a pour tout x € [a, +00|

k i dt
M)(ﬂﬁ)!SAk/ @R
n a 2

e dt
Comme l'intégrale / R est convergente (car kK +1 > 2 et % ~
0 ((12 + t2) (a2+t2) 2

1
f:Jr dt LZ31 est convergente, ce qui prouve la
(a2+t%)7 2"

(k)

convergence normale sur [a, +oo[ de la série > u, .

t,c%), la série de terme général Ay

On démontre par récurrence la propriété suivante, pour tout entier k € N*, Sf appar-

tient & C* et o
& t
(Sf)(k)(33) :/o @(m)f(t)dt-

Démontrons la propriété pour k = 1, la preuve du passage de k a k-+1 est identique a celle
pour k = 1. Soit a > 0, la série ) un(z) est convergente sur [a,+oo[ et pour tout
n € N, la fonction u, est de classe C! sur [a, 4+o00], de plus la série de fonction Y, - ul,
est normalement convergente sur [a,+oo[. D’apres le théoreme de dérivation terme a
terme la fonction Sf =" .y un est dérivable sur [a, 400 et pour tout = € [a, +-00],

= Zu%(x) = /000 %(ﬁ)f(t)dt

neN

Enfin, comme a > 0 est arbitraire, Sf est de classe C! sur R%.

Posons u(t) = ﬁ et v(t) = —cos(t). Par intégration par parties, on obtient, pour
tout T > 0,
T . T 2 2
t sin(t T cos(T —t
/ zln( ldt - —;L(Q) +/ L cos(t)dt
0 x*+t x4+ T 0 (%2 +12)
L’intégrale |, oo % cos(t)dt est absolument convergente puisque
‘ z? —t? ‘ |22 — 2| 1
- C .
(z2 4 12)? T (22 412)2 T a2 412
Par ailleurs ‘ZST(TTQ < :BQITQ — 0 quand T' — +o00. Il en résulte que f oo ts;i el dt est

convergente et g € £. De plus

+oo sin +o0 x2_ 2
Sq(t) = /O tsin(t) ), _ /O %cos(t)dt. (3)

22 + 12 22 + 12)2

(a) En utilisant la décomposition (2), on vérifie que

8_2< e — __8_2(L)
0x2\z2 +t2)  (x—it)3  (x+dt)3  Ot2\a2 4 ¢2



(b) D’apres la question précédente et II. 5, on a

" too 52 t , oo 92 t ,

On intégre une premiere fois par parties, on a

(Sg)" (z) = — [%( L ) sin(t)] o + /0+OO %( ! ) cos(t)dt

x? 12 0 x? + 12

te9 st
:/0 a<$27+t2) cos(t)dt ,

9] t t? — 2
a<m) sin(t)‘ < m‘ — 0 quand ¢ tend vers +oo. Par une

deuxieéme intégration par partie on obtient

car

o0 +00
(SQ)” (z) = [#—I-tQ cos(t)]:)r —i—/o #ﬁ-t? sin(t)dt
= (S9)(z),
car lim _ cos(t) = 0.

t—+too 12 + 12
(c) L’ensemble des solutions de I’équation (E) sur R est 'ensemble des fonctions y
de la forme y : * — ae® + be~*, ou (a,b) € R2

(a) D’apres (3),

+oo t ) +oo .7}2 _ t2
/0 m Sln(t)dt = /0 m COS(t)dt .

+o0 t 4 400 ‘$2—t2‘ p
——=sin(t)dt| < ————=dt
‘/0 S ‘ = /0 (@2 + 12)?

+o0o 1
[T
0 X +t2

Puis par le changement de variable u = x/t on obtient,

On a donc

(S9)( )</+0071 dt =~ [arctan())| "™ = 7
= — T n - —.
ga:io x? 4 12 o A T 2
Il en résulte que lim (Sg)(x) = 0.
T—+00
(b) La fonction % définie sur R est prolongeable par continuité au point zéro, elle

est donc intégrable au voisinage de zéro et sur tout intervalle de type [0, M], en
particulier sur [0,7/2]. Montrons la convergence de I'intégrale sur [7,+oo[. Par
une intégration par parties, pour tout M > 7/2, on a

/M sin(®) g, _ _cosM) _ /WM coslt) gy

- t M 12



M
cos(t)dt ot lim cos(M)

M—+o00

+oo
L’absolue convergence de / = 0 implique la conver-
3

+00 o3 +00 o3
sin(? sin(?
gence de / H;( )dt et par suite celle de / H;( )dt. Nous avons alors,
0

uy

/+°° t sin(t) dt_/+°° sm(t)dt 2/+°° sin(t) i@t
0 x2+t? 0 t o ta?+t?)

+oo g
_ _/ sin(z\) I\
o AA2+1)

par le changement de variables ¢ = zA.
Or pour tout u € R, |sin(u)| < |u|. Donc pour tout z > 0,

‘/Jroo sin(z\) d)\‘ /+°° T\ I\
AAZ +1) AAZ +1)

_x/Jroo d\
I D CINE|

X .

T

2

Foo o by

Donc / %d)\ tend vers 0 quand x tend vers 0 et Sg(z) tend vers
0

+oo
/ smt( )dt 5 quand x tend vers 0.
0

(c) D’apres les questions (b) et (c) de III. 2., il existe deux constantes a et b telles que

Sg(x) = ae® + be™*, pour tout x > 0. Comme lirf Sg(x) =0, la constante a est
T— 100

nulle, a = 0 et puisque lim Sg(z) = E, onab=7F. Dou
T—+00 2

Vee Ry, Sg(x)= ge_’c.
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Exercice n®1

Soit E le sous espace vectoriel de R®déterminé par :

E={xY,2)/x+y+z=0}

1. Déterminer une base de E. On notera X la matrice dont les colonnes sont constituées d’une
base de E.

1 0
Ona: (x,¥,2)=(X,y,—x-Yy)=x(,0,-1)+y(0,1,-1),d’'ou X = 0 1
-1 -1
2. Calculer la matrice M =1 — XX, ou | désigne la matrice unité et X la matrice transposée
de X.
0 0 1
Onobtient: M=|{0 0 1
11 -1

3. Déterminer les valeurs propres de M.
det(M —Al)=A(1-A)(2+ A) . Les valeurs propres sont donc : -2, 0O et 1.

4. Déterminer les sous espaces vectoriels propres de M. Que peut-on constater ?

Le sous espace propre associé a la valeur propre -2 est engendré par le vecteur : (1, 1, -2),
Le sous espace propre associé a la valeur propre 0 est engendré par le vecteur : (1, -1, 0),
Le sous espace propre associé a la valeur propre 1 est engendré par le vecteur : (1, 1, 1).

On obtient ainsi une base orthonormée, ce qui est toujours vérifié pour une matrice
symétrique. On pourrait méme choisir une base orthogonale.



Exercice n® 2

Etudier la suite (u,) définie par: u,, :%un —4etu, =1.

On vérifie aisément que u,, —u, =%(un—unl), d’ou u,,,—u =2in(u1—u0) <0, la suite

n

(u,) est donc décroissante.

L

Si la suite (u,) converge vers une limite I, celle ci doit verifier I’équation: | = 5 4,

soit | =-8.

On montre facilement par réecurrence que u, >—8. La suite (u,) est donc décroissante et
minorée, elle converge vers —8.

Remarque : On peut aussi chercher le réel k tel que la suite v, = u, + k est une suite
géométrique v,,, =a.v,

On trouve k =8,a="%et donc v, —» Oetdonc u, - —8.

Exercice n® 3

Pour t nombre réel strictement positif, on définit la fonction f, de la variable reelle x
dépendant du paramétre t de la fagon suivante :

1+t
t+ x?

ft (X) =

1. Déterminer, quand ils existent, les réels M (x) et m(x) définis par :

M (x) = Max f,(x)

t>0

m(x) = Min f,(x)

t>0

2 —
La dérivee de f, par rapport a la variable test égale a: f, (x) = ﬁ
+ X

. 1.
Pour [x>1, f, estcroissante, pour t>0, de —a1.
X

Pour [x|<1, f, estdécroissante, pour t>0, de iza 1.
X



On obtient donc :
1/x si|x>1
1 si |x|<1

m(x) = Min f (x) :{

M (x) = Max f,(x) =

t>0

1/x* si |x/<1
1si|x>1

2. Représenter les graphes des fonctions M et m.

Les graphes sont simples a tracer et ils sont «complémentaires», puisque
m(x) = Min(L,1/x*)et M (x) = Max(1,1/ x?).

3. Etudier les variations de f, (t>0) en fonction de la variable x et tracer son graphe.

—2xX(1+1)
(t+x?)°
fonction paire. Cette fonction est décroissante sur R"de 1+1/ta 0. Elle admet une tangente
horizontale en (0,1+1/t). Sa dérivée seconde s’annule pour x = +/t/3 et la valeur de f, en

ces points est 3(1 + t)/4t. La fonction est concave sur I’intervalle [— Nt/3,++/t/3 Jet convexe
sinon.

La dérivée de f, par rapport a la variable x est égale a: ft'(x) = et c’est une

Exercice n® 4

1. Pour tout entier n strictement positif, la suite («,) est définie par la récurrence d’ordre 2 :

1 1
Ao :E(anﬂ +an)’ a, :1’ et a, :E

Exprimer ¢, en fonction de n et calculer sa limite.

L’équation associée a la relation de récurrence s’écrit :
2x? —x—-1=0 et les solutions sont : x =1ou x =-1/2.

Le terme général de la suite («,) est de la forme: o, =A@Q)" + u(-1/2)" avec

o, =1=A+u(-1/2)et a, =1/2 =1+ u(1/4). La résolution du systeme donne : 1=2/3et
1 =(=2/3).0n obtient :

Et Lime, =2/3.



2. Pour tout entier n, on définit la suite réelle(x,) , récurrente d’ordre 2, de la fagon suivante :

X =4/X

n+2

X X

n+1 n

Ondonne x, =1 et x, =2.

Donner I’expression du terme général x, de la suite.
On Vérifie aisément que cette suite (x,) est bien définie, car toujours strictement positive.

On peut calculer quelques premiers termes, par exemple : x, = 2" x, =2%*, x, =2"'%,

On montre alors par récurrence que x, =2“ . En effet: x_, = /2% x2% = (2“" )2 gt

L _ . 1
X,., est de la forme 2“2 si et seulement si on a la relation: «,,, =E(an+l+an)

1 N : -
avec o, =l et o, = 5 On se trouve dans la situation de la question précédente, donc

X, =2 avec «, =§_§(_£)n
3 3 2

3. Déterminer la limite de x, quand n — + .

Limx, =227
n
Remarque : Puisque la suite de terme général x, est strictement positive, on peut passer au
logarithme de base 2. On a alors «, =log, x, (le log base 2 est obligatoire pour retrouver les
valeurs de ¢, et «, de la question 1.

Exercice n®5

On considére n couples fixes (x;,y;) de valeurs réelles strictement positives et 4 un
parameétre réel non nul également fixé.

On cherche a déterminer une fonction f qui minimise I’expression suivante :

L(f,ﬂ):_zn:(yi — f(x,))’ +/1jf"(x)dx

dans chacun des cas ci dessous :
1. f(x)=ax
2. f(x)=ax?

3. f(x)=ax* +bx



1. Pour f(x)=ax, ona: L(f,/1)=Z(yi —ax;))® . Cette fonction admet un minimum pour
i=1
la valeur de a qui annule la dérivée de cette fonction L par rapporta a.
n n in yi
Onobtient : 2a()_x’)-2>_x y; =0, d’oll a=—
i=1 i=1

X

2. Pour f(x)=ax®, L(f,2)=)(y;—ax’)?+2ai . En dérivant par rapport a a
i=1
n n ZX'Z Yi —A
onobtient: 2a(> x) -2) x?y; +21=0,d0ll a=———=——
i=1 i=1 ZXI
3. Pour f(x)=ax?+bx, L(f,2)=)_(y;—ax? —bx,)*+2a4. On dérive par rapport a a
i=1

et par rapporta b.
L, =22} x!)+2b(> x*) -2) x? y; + 24 =0 et
i=1 i i=1

L, =23} )+ 20(Xx) = Y,

On a donc a résoudre le systéme linéaire suivant :

a(y X )+b(ExE)= Y %2y~
a(yx?)+b(Y %})=0

La résolution de ce systéme donne, en posant A=(>"x)O_ x?)- (O x%)*:

(z Xiz)(z Xi2 Yi _i) - (Z X?)(Z X; yi)
— I | 1 i e

A

(Z Xi4)(z X yi) _(Z X?)(Z Xi2 Yi _ﬂv)

A

a t

b




Exercice n® 6

Dans une population donnée, la proportion d’individus atteint d’une certaine maladie est égale
a X. On dispose d’un test de dépistage de cette maladie et on souhaite étudier sa fiabilite.
On dispose des expériences suivantes :

- Le test de dépistage effectué sur 100 personnes considérées comme malades s’est averé
positif dans 98% des cas.

- Le test de depistage effectué sur 100 personnes considérées comme saines s’est avéré positif
pour une seule personne.

On choisit au hasard une personne de la population et on la soumet au test.

On note M= « la personne est malade » et T= « la personne a un test est positif ».

Enfin, on note p(x) la probabilité qu’une personne ayant un test positif soit malade.

1. Exprimer p(x) en fonction de x.

Ona: p(x)=M ou encore p(x) = PMAT) —
P(T) P(TAM)+P(T M)

Py (T)X
Py (Mx+Po(T)L-X)

probabilité conditionnelle de T sachant M.

D’ou p(x) = car PMnNT)=PR,(T)xP(M) ou P,(T) est la
Dans I’application numérique : P(M) = xet P(V) =1-x, By (T)=098et P_(T)=0,01

On obtient ;

0,98x 98X
0,97x+0,01 97x+1

p(x) =

2. Tracer le graphe de la fonction p sur I’intervalle [O,l]

Le graphe de la fonction p est une fonction hyperbolique croissante restreinte a
I"intervalle [0,1].

3. On considere que le test est fiable quand la probabilité qu’un individu ayant un test positif
soit malade est supérieure a 95%.

Le test est-il fiable si la proportion x d’individus malades est de 5% ?

0(0,05) = —28x005 376
97 % 0,05 +1



Le test n’est pas fiable si 5% de la population est malade.
A partir de quelle proportion x, le test est-il fiable ?

98x

On doit résoudre I’équation : p(x) > 0,95. Soit
97x+1

> 0,95 et on obtient x > E ~ 01624 .
117

Le test est donc fiable si au moins 17% de la population est malade.



