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Premier Problème

I : Moyenne de Cesàro d’une suite

1. Soit ǫ > 0, comme la suite (xn)n∈N tend vers l lorsque n tend vers l’infini, on a

∃n1 ∈ N
∗ : (n ≥ n1) =⇒ |xn − ℓ| <

ǫ

2
.

D’autre part, puisque la suite (xn) est convergente, elle est bornée :

∃M > 0 : ∀n ∈ N, |xn| ≤ M ,

on a alors lorsque n ≥ n1,

|yn − ℓ| ≤
1

n + 1

n1−1
∑

k=0

|xk − ℓ| +
1

n + 1

n
∑

k=n1

|xk − ℓ|

<
n1

n + 1
(M + ℓ) +

n − n1 + 1

n + 1
×

ǫ

2

≤
n1

n + 1
(M + ℓ) +

ǫ

2
.

En faisant tendre n vers l’infini, on obtient

n ≥ n1 =⇒ |yn − ℓ| ≤
ǫ

2
< ǫ .

Puisque ǫ est arbitraire, ceci prouve que lim
n→∞

yn = ℓ.

2. On a
1

n + 1

n
∑

k=0

(

zk+1 − zk

)

=
zn+1

n + 1
−

z0

n + 1
.

Puisque lim
n→∞

z0

n + 1
= 0, il suffit d’utiliser le résultat de la première question à la suite

(xn)n∈N, où pour tout n ∈ N, xn = zn+1 − zn.
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II : Recherche d’équivalents

1. Comme lim
x→0+

ϕ(x) = 1, on a

(∀ǫ > 0), (∃0 < η < 1) : 0 < x < η =⇒ −ǫ + 1 < ϕ(x) < ǫ + 1 ,

en particulier pour ǫ = 1
2 , ∃ρ ∈]0, 1[ tel que ∀x ∈]0, ρ[, 1

2 < ϕ(x) < 3
2 . D’où l’existence

de ρ ∈]0, 1[ tel que
1

2
≤ sup

x∈[0,ρ]
ϕ(x) ≤

3

2
.

2. D’après la question précédente, pour tout n ∈ N, 0 ≤ un+1 = f(un) ≤ un ≤ ρ. Donc
pour tout n ∈ N, 0 ≤ un+1 ≤ un ≤ ρ. La suite (un) est alors décroissante et minorée,
donc elle converge vers une limite ℓ. Par la continuité de f , on a f(ℓ) = ℓ et ℓ ∈ [0, ρ],
d’où 0 ≤ f(ℓ) ≤ ℓ(1 − a

2 ℓα), ce qui exige que ℓ = 0 ; (car sinon, alors 0 ≤ f(ℓ) < ℓ, ce
qui est en contradiction avec le fait que f(ℓ) = ℓ)

3. On a
1

uα
n+1

−
1

uα
n

=
uα

n − uα
n(1 − auα

nϕ(un))α

uα
nuα

n+1

=
1 − (1 − auα

nϕ(un))α

uα
n+1

=
1 −

[

1 − αauα
nϕ(un)) + o(uα

nϕ(un))
]

uα
n+1

=
αauα

nϕ(un)) + o(uα
n)

uα
n+1

.

D’autre part, on a un+1

un
= 1 − auα

nϕ(un) et lim
n→+∞

un = 0. Donc lim
n→+∞

uα
nϕ(un) = 0 et

lim
n→+∞

un+1

un
= 1 .

Donc

lim
n→+∞

( 1

uα
n+1

−
1

uα
n

)

= αa .

D’après la question I.2.
1

uα
n

∼ nαa, d’où

un ∼
( 1

αan

)
1

α

.

4. Il suffit d’appliquer les résultats des questions précédentes avec a = 1
6 et α = 2 :

sin(x) = x
(

1 −
1

6
x2ϕ(x)

)

, avec ϕ(x) = 6
x − sin(x)

x3
.

On trouve : un ∼
√

3
n
.
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Deuxième Problème

I : Étude analytique

1. Soient f ∈ E et F une primitive de f , alors

[

ma(f)
]

(x) =
1

2a

(

F (x + a) − F (x − a)
)

.

Puisque f est continue, sa primitive F est de classe C1, la fonction ma(f) est donc de
classe C1 sur R et :

[

ma(f)
]′

(x) =
1

2a

(

f(x + a) − f(x − a)
)

2. On a

ma(f) est constante ⇐⇒ ∀x ∈ R,
[

ma(f)
]′

(x) = 0

⇐⇒ ∀x ∈ R, f(x + a) − f(x − a) = 0 .

En posant y = x − a dans la dernière égalité, on a

∀x ∈ R, f(x + a) − f(x − a) = 0 ⇐⇒ ∀y ∈ R, f(y + 2a) = f(y) .

On déduit alors des deux équivalences que ma(f) est constante si et seulement si f est
2a-périodique.

3. Soit x ∈ R, en utilisant le changement de variable u = −t on a :

[ma(f)](−x) =
1

2a

∫ −x+a

−x−a

f(t) dt

=
1

2a

∫ x+a

x−a

f(−u) du

=

{

[ma(f)](x) si f est paire

−[ma(f)](x) si f est impaire .

La fonction ma(f) est donc de la même parité que f .

4. Comme la fonction ma(f) est de classe C1 sur R, elle est monotone si et seulement si
[

ma(f)
]′

est de signe constant sur R, ce qui est équivalent d’après 1. à f(x+a)−f(x−a)
est de signe constant, pour tout x ∈ R.

Si f est croissante, ∀x ∈ R, f(x + a) − f(x − a) ≥ 0, ainsi
[

ma(f)
]′

≥ 0 et ma(f)
croissante; de même si f est décroissante alors ma(f) décroissante.

Ainsi ma(f) est de même monotonie que f .

5. On suppose qu’il existe A > 0 tel que f(x) = 0 pour |x| ≥ A.

(a) ma(f) est à support borné car :
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• si x ≥ A + a, [x − a, x + a] ⊂ [A,+∞[, donc
[

ma(f)
]

(x) = 0,

• si x ≤ −A − a, [x − a, x + a] ⊂ ]−∞,−A], donc
[

ma(f)
]

(x) = 0,

donc
[

ma(f)
]

(x) = 0 pour |x| ≥ A + a.

(b) Une première intégration par parties, en posant u = ma(f) et v′ = 1 donne

∫ A+a

−A−a

[

ma(f)
]

(t) dt

=
[

t
[

ma(f)
]

(t)
]t=A+a

t=−A−a
−

∫ A+a

−A−a

t
1

2a

(

f(t + a) − f(t − a)
)

dt

=
A + a

2a

(

∫ A+2a

A

f(t) dt −

∫ −A

−A−2a

f(t) dt
)

−
1

2a

∫ A+a

−A−a

t
(

f(t + a) − f(t − a)
)

dt

= −
1

2a

∫ A+a

−A−a

tf(t + a) dt +
1

2a

∫ A+a

−A−a

tf(t − a) dt .

car f(x) = 0 pour |x| ≥ A

Puis, en effectuant les changements de variables u = t + a (resp. v = t − a) sur la
première (resp. la seconde) intégrale du membre de droite de la dernière égalité,
on obtient

∫ A+a

−A−a

[

ma(f)
]

(t) dt =
1

2a

(

−

∫ A+2a

−A

(u − a)f(u) du +

∫ A

−A−2a

(v + a)f(v) dv
)

=
1

2a

(

−

∫ A

−A

(u − a)f(u) du +

∫ A

−A

(v + a)f(v) dv
)

=

∫ A

−A

f(w) dw

car f(x) = 0 pour |x| ≥ A.

II : Étude de norme sur B

1. (a) • ∀x ∈ R, |f(x)| ≤ 1 et f(0) = 1 donc ‖f‖ = 1.

• ∀x ∈ R, |g(x)| ≤ 1 et g(0) = 1 donc ‖g‖ = 1.

• ∀x ∈ R, |h(x)| = |λ| donc ‖h‖ = |λ|.

• ∀x ∈ R :

[

ma(f)
]

(x) =
1

2a

∫ x+a

x−a

cos
2πt

a
dt =

1

2a

a

2π

[

sin
2πt

a

]t=x+a

t=x−a

=
1

4π

(

sin
2π

a
(x + a) − sin

2π

a
(x − a)

)

=
1

4π

(

sin
(2πx

a
+ 2π

)

− sin
(2πx

a
− 2π

)

)

= 0

donc ‖ma(f)‖ = 0.
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• ∀x ∈ R,
∣

∣

[

ma(h)
]

(x)
∣

∣ = |λ| donc ‖ma(h)‖ = |λ|.

(b) On a [ma(g)]′(x) = 1
2a

(

1
1+(x+a)2

− 1
1+(x−a)2

)

≤ 0 si x ≥ 0, donc ma(g) est

décroissante sur [0,+∞[, positive, et admet un maximum en 0, de plus ma(g) est

paire car g est paire, d’où, [ma(g)](0) = 1
2a

2 arctan a, et donc ‖ma(g)‖ =
arctan a

a
.

2. Soit f ∈ B. Pour tout x ∈ R,

∣

∣

∣

[

ma(f)
]

(x)
∣

∣

∣
=

1

2a

∣

∣

∣

∣

∫ x+a

x−a

f(t) dt

∣

∣

∣

∣

≤
1

2a

∫ x+a

x−a

|f(t)| dt

≤
1

2a

∫ x+a

x−a

‖f‖ dt = ‖f‖

donc
∀f ∈ B, ‖ma(f)‖ ≤ ‖f‖ .

3. Si ‖f‖ = 1 alors ‖ma(f)‖ ≤ ‖f‖ = 1 et ‖ma(f)‖ = ‖f‖ = 1 pour f : x 7→ 1, donc :

N(ma) = sup
‖f‖=1,f∈B

‖ma(f)‖ = 1 .

III : Polynômes de Tchébychev

1. (a) Raisonnement par récurrence sur p ∈ N. La formule est vraie pour p = 0 et p = 1.
Soit p ≥ 2; on suppose la formule vraie jusqu’au rang p. En utilisant la formule

∀x ∈ R, cos(p + 1)x + cos(p − 1)x = 2cos x cos px ,

on a

Tp+1(a cos x) =
2a cos x

a
Tp(a cos x) − Tp−1(a cos x)

= 2 cos x cos px − cos(p − 1)x

= cos(p + 1)x .

La formule est donc vraie au rang (p + 1).

Par le théorème de récurrence la formule est donc vraie pour tout p ∈ N.

(b) On prend x = π
2 dans la formule précédente et on obtient

Tp(0) = Tp

(

a cos(π/2)
)

= cos p
π

2
=

{

0 si p est impair

(−1)
p

2 si p est pair

Dérivons les deux membres de l’identité Tp(a cos x) = cos px, ∀x, on a

−a sin xT ′
p(a cos x) = −p sin px , ∀x .
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Pour x /∈ πZ, T ′
p(a cos x) =

p

a

sin px

sin x
, ce qui donne le résultat en faisant tendre x

vers 0.

T ′
p(a) = lim

x→0
T ′

p(a cos x) = lim
x→0

p2

a

sin px

px

x

sinx

=
p2

a
.

(c) Montrons, par récurrence sur p, que l’entier p et le polynôme Tp sont de même
parité. La propriété est vraie pour p = 0 et p = 1. Soit p ≥ 2; supposons la
propriété vraie jusqu’au rang p; alors les polynômes 2X

a
Tp et Tp−1 sont de même

parité que (p + 1) et donc aussi de même parité que Tp+1 = 2X
a

Tp − Tp−1. La
propriété est donc vraie au rang (p + 1). Le théorème de récurrence donne alors le
résultat.

2. (a) Montrons, par récurrence sur p, que Tp est un polynôme de degré p et de terme

dominant 2p−1

ap Xp pour p ≥ 1.

La propriété est vraie pour p = 0 et p = 1. Soit p ≥ 2; supposons la propriété
vraie jusqu’au rang p; alors le terme dominant de Tp+1 est la terme dominant de
2X
a

Tp, soit 2X
a

2p−1

ap Xp. La propriété est donc vraie au rang (p + 1).

Le théorème de récurrence donne donc que Tp est un polynôme de degré p, de

terme dominant 2p−1

ap Xp pour p ≥ 1.

(b) Puisque Tp est un polynôme de même parité que p dont on connâıt le terme dom-
inant, pour p ∈ N

∗ on a

Tp =
2p−1

ap
Xp + Q ,

où Q est un polynôme de degré ≤ (p − 2). En dérivant (p − 1) fois, on a

T (p−1)
p =

2p−1

ap
(Xp)(p−1) + Q(p−1)

=
2p−1

ap

p!

1!
X + 0

et en posant X = a, on obtient

T (p−1)
p (a) =

2p−1

ap−1
p! ∀p ∈ N

∗, .

3. Puisque Tp est un polynôme de même parité que p, on a

[

ma(Tp)
]

(0) =
1

2a

∫ a

−a

Tp(t) dt =











0 si p est impair

1

a

∫ a

0
Tp(t) dt si p est pair
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Calculons ma(T2k)(0). Par le changement de variable t = a cos u, on a

ma(T2k)(0) =
1

a

∫ a

0
T2k(t) dt

=
1

a

∫ 0

π

2

T2k(a cos u)(−a sin u) du

=
1

2

∫ π

2

0
2(cos 2ku)(sin u) du

=
1

2

∫ π

2

0

[

sin(2k + 1)u − sin(2k − 1)u
]

du

=
1

2

[− cos(2k + 1)u

2k + 1
+

cos(2k − 1)u

2k − 1

]u= π

2

u=0

=
1

2

( 1

2k + 1
−

1

2k − 1

)

= −
1

4k2 − 1

D’où

[

ma(Tp)
]

(0) =







0 si p est impair
1

1 − p2
si p est pair

4. (a) On a
[

ma(Tp)
]′

(x) = 1
2a

(

Tp(x + a) − Tp(x − a)
)

, donc

[

ma(Tp)
]′

(0) =
1

2a

[

Tp(a) − Tp(−a)
]

=







0 si p est pair
1

a
Tp(a) =

1

a
si p est impair .

Remarquons que si Tp est paire alors T ′
p est impaire et si Tp est impaire alors T ′

p

est paire, donc

[

ma(Tp)
]′′

(0) =
1

2a

[

T ′
p(a) − T ′

p(−a)
]

=







0 si p est impair

1

a
T ′

p(a) =
p2

a2
si p est pair

(b) D’après la question II : 2.(b), on a

[

ma(Tp)
](p)

(0) =
1

2a

[

T (p−1)
p (a) − T (p−1)

p (−a)
]

= p!
2p−1

ap
.

5. (a) Le polynôme ma(Tp) est de classe C∞; son développement limité à à l’ordre 2, au
voisinage de x = 0 est donné par

[

ma(Tp)
]

(x) =
[

ma(Tp)
]

(0) +

[

ma(Tp)
]′

(0)

1!
x +

[

ma(Tp)
]′′

(0)

2!
x2 + o(x2) ,
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ce qui donne

[

ma(Tp)
]

(x) =















1

1 − p2
+

p2

2a2
x2 + o(x2) si p est pair

1

a
x + o(x2) si p est impair

(b) Remarquons que ma(Tp) est un polynôme de degré p dont le terme dominant est
le terme dominant de Tp, donc

ma(Tp) =
2p−1

ap
Xp + Q ,

où Q est un polynôme de degré ≤ (p − 1).

D’autre part, pour k ∈ N, ma(X
k) est un polynôme unitaire de degré k, ce qui

montre, grâce à la linéarité de ma, que

[

ma(Tp)
]

(x) ∼|x|→+∞
2p−1

ap
xp .
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AVRIL 2010 

CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES 

ITS voie B Option Mathématiques 

CORRIGE DE LA 2ème COMPOSITION DE MATHEMATIQUES 

Exercice n° 1 

Soit 

















pqq

qpq

qqp

M

2/2/

2/2/

2/2/

, où 0, qp et 1 qp  

1. Déterminer les valeurs propres de la matrice M. 
2)2/)(1()det(   qpIM , d’où 1 est une valeur simple et 2/qp   est une 

valeur propre double. 

2. Etudier la diagonalisation de la matrice M.+ 

Si ,12/  qp alors IM  . 

Si ,12/  qp la matrice M est diagonalisable si et seulement si la dimension du sous-espace 
propre associé à la valeur propre 2/qp   est égale à deux. 

On trouve deux vecteurs propres : )0,1,1(2 u et )1,1,0(3 u . Et )1,1,1(1u est un vecteur propre 

associé à la valeur propre 1. 

M est diagonalisable et semblable à 



















2/00

02/0

001

qp

qp  

3. Calculer nM pour tout entier n. 

1 PPM nn , avec 



















n

nn

qp

qp

)2/(00

0)2/(0

001

, 
















101

111

011

P   

et 



















211

112

111

3

11P . 

On obtient 





















nnn

nn

nnn

n

qpqpqp

qpqp

qpqpqp

M

)2/(21)2/(1)2/(1

)2/(311)2/(31

)2/(1)2/(1)2/(21

3

1
 



 

4. Calculer n

n
MLim


 

Pour ,12/  qp



















111

111

111

3

1n

n
MLim , sinon la convergence n’est pas assurée. 

Exercice n° 2 

Soient  
x

n
n dttxf

0

2 )1()(  et 
x

n

n
n dt

f

tf
xF

0 )1(

)(
)( où n est un entier naturel et x un nombre réel 

strictement positif. 

1. Trouver une relation de récurrence entre )1(nf et )1(1nf . En déduire la valeur de )1(nf en 

fonction de n. 
On obtient : 1)1(0 f  et 3/2)1(1 f  

A l’aide d’une intégration par parties : 

    
1

0

122
1

0

122
1

0

1221

0
2 )1)(11(2)1(2)1(2)1()1( dtttndtttndtttnttf nnnn

n  

)1(2)1(2)1( 1 nnn fnfnf , d’où )1(
12

2
)1( 1
 nn f

n

n
f  

Par récurrence, on obtient : 
)!12(

)!2(
)1(

2




n

n
f

n

n  

2. Montrer que 
)1(2

1
))()1((

1

0 
 n

dttff nn  

  
1

0

1
2

1

0

))1(())()1((
t

n
nn dtdxxdttff . On fait une intégration par parties, en posant : 1' u  

et  
1

2 )1(
t

n dxxv  et on obtient immédiatement le résultat : 
)1(2

1
))()1((

1

0 
 n

dttff nn . 

3. Etudier la suite )( nu  définie par : )1(1 nn Fu   

 


1

0

1

0

1

0 )1()12(

1
))()1((

)1(

1

)1(

)(

)1(

)1(
)1(1

n

nn

nn

n

n

n
nn fn

dttff
f

dt
f

tf
dt

f

f
Fu  

On a : 
42

321






n

n

u

u

n

n . La suite )( nu est décroissante et minorée par 0, donc elle converge. 



 

Exercice n° 3 

Soient f la fonction numérique définie sur 2R  par : ))(exp(),( 22 yxyxf  et   RRD . 

1. Calculer 
D

dydxyxfI ),(  

Soit  222,0,0/),( nyxyxyxK n  .  

  
n

nr

K

r

K

n edrredddrredydxyxfI
nn 0

2/

0

222

44
),(




. 

Et 
4


 n

n
ILimI . 

2. En déduire la valeur des intégrales : 



0

2 )exp( dxx  et 




 dxx )exp( 2 . 

 
 


0

2

0

22

0

2

4
))exp(()exp()exp(),(


dxxdyydxxdydxyxfI

D

. On obtient : 

2
)exp(

0

2 




dxx  et 




dxx )exp( 2  

3. En déduire la valeur de 




 dx
x

)
2

exp(
2

1 2


 et interpréter ce résultat.  

Par un changement de variable 2/xt  , on obtient : 1)
2

exp(
2

1 2






dx
x


. La fonction 

)
2

exp(
2

1
)(

2x
x 


 est positive te d’intégrale égale à 1 sur R, c’est donc une densité et 

on reconnait celle de la loi normale centrée réduite. 

4. Soit RRf : définie par : )()(2)( xxxf   , où R , )
2

exp(
2

1
)(

2x
x 


 et  





x

dttx


 )()( .  Déterminer )(xfLim  
 

Pour x=0, 
 2

1
)( 


xfLim  et 

Pour 0x , )(2)( xxfLim 



 

5. Déterminer )(xfLim  
dans le cas où )exp()( 2xxx   

Pour tout x, 0)( 


xfLim 
 



 

Exercice n° 4 

Soit )( nu une suite de nombres réels positifs. 

1. Etudier, selon la nature de la série de terme général nu , la convergence de la série de terme 

général : 
n

n
n u

u
v




1
 

Si 0n
n

uLim , alors nv  est équivalent à nu et les deux séries sont de même nature. 

Si 0n
n

uLim , alors 0n
n

vLim  et les deux séries sont toujours de même nature. 

2. Etudier, selon la nature de la série de terme général nu , la convergence de la série de terme 

général : 
21 n

n
n u

u
w


  

Si la série de terme général nu converge, alors 0n
n

uLim  et nw  est équivalent à nu , donc la 

série de terme général nw converge. 

Si la série de terme général nu diverge et si la suite )( nu est majorée )( Kun  , on a : 

21 K

u
w n

n 
 et la série de terme général nw diverge également. 

Si la série de terme général nu diverge et si la suite )( nu n’est pas majorée, on ne peut rien dire 

sur la série de terme général nw . Par exemple, pour nun  , la série de terme général 

nw diverge et pour 2nun  , la série de terme général nw converge . 

Exercice n° 5 

Soient    Rbagf ,:, continues sur  ba,  et dérivables sur  ba, . 

1. On pose ))()(())()(()( agxgafxfx   . 

 Déterminer et de sorte que )()( ba   . 
Comme 0)( a , il faut aussi 0))()(())()(()(  agbgafbfb  . Parmi les 

solutions possibles, on trouve : ))()((0 agbg  et )()(0 afbf  . Les autres couples 

),(  vérifient : ),(),( 00  kk . 

2. En déduire que :   0)())()(()())()((,, ''  cfagbgcgafbfbac  

On applique le théorème de Rolle à   sur  ba, , il vient : 0)(' c , ce qui donne la relation 
recherchée. 



 

3. En déduire, sous des conditions que l’on précisera  que :  
)(

)(

)()(

)()(
,,

'

'

cg

cf

agbg

afbf
bac 




  

Il faut que 'g  ne s’annule pas sur  ba, puisque 0)()(  agbg par le théorème des 

accroissements finis appliqué à g sur  ba, . 

Exercice n° 6 

Trouver toutes les matrices qui commutent avec : 




















521

1243

402

M  

La matrice M est diagonalisable et semblable à : 

















200

010

000

 et 



















012

103

244

P  

Donc 1 PPM  et MPP 1 . 

Soit B une matrice qui commute avec M. Posons BPPX 1 . On obtient : 1 XPPMB  
et 1 PPXBM . Donc  XX et il faut et il suffit que X commute avec la matrice 
diagonale . 

En écrivant les produits X  et X , on trouve la condition nécessaire et suffisante : X matrice 
diagonale. Soit ),,( cbadiagX  , on obtient : 






















cababa

cacaca

cbacbacba

B

1084422

12124633

2440168168684

 


