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CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie B Option Mathématiques

Corrigé de la 1™ Composition de Mathématiques

Partie I : Les polynémes de Legendre

1.

(a)

(b)

(t>—1)" est un polynome de degré 2n de coefficient dominant 1 et L,, est sa dérivée
nieme donc,

(2n)!
n! [

L,, est un polynome de degré n de coefficient dominant 2n(2n —1)---(2n—n+1) =

Lo(t) = (" = 1)) =1

Li(t) = (=))W = (> — 1) = 2¢

Lo(t) = (2 = 1))® = (¢* =2 +1)" =12 — 4

La(t) = (2 = 1)) = (15 = 362 + 32— 1)®) = 6 x 5 x 443 — 3 x 4 x 3 x 2t = 12063 — 72t .
Pour tout n, (t2—1)" est un polynéme pair donc, pour k pair (k < 2n), Cgc—kk(tQ -1

est un polynéme pair, et pour k impair, di—kk(ﬂ — 1)" est un polynéme impair. En

L, ala méme parité que n. ‘

particulier,

Démonstration par récurrence. On a Lo(1) = 1 = 2° x 0!, I'assertion est vraie
pour n = 0. Supposons que L, _1(1) = 2" 1(n — 1)!. En appliquant la formule de
Leibniz et en remarquant que seules les dérivées premieres et secondes de (t2 — 1)
ne sont pas nulles :

((t2 . 1)(752 . 1)n71)(n) _ zn:C,’j(tQ . 1)(k)((t2 . 1)7171)(”*]4)
k=0

= (@ - )(@ - )" )"+ ope -1y (@@ - )Y
+ O -1y (2 - 1)

=~ 1)((#2 - )" H™ 4 clag((? — 1y Y
+ o2 (-1

D’autre part, d’apres la caractérisation des racines multiples a I'aide des dérivées
successives, 1 est racine simple de ((t2 — 1)"*1) (n=2) car 1 est racine de multiplicité




2.

4.

n—1de(t?—-1)""1. Ona

(@ -1E -0 )" = - (@ - )"+ (e -y )" )
+ 022((752 _ 1)n—1)(n—2)(1)
=nx2x2" Y n—-1I+C%2x0

=2"xnl.

On peut donc conclure que

(WneN, Ln(1)=2"xnl|.

D’apres la parité de L,,,

¥neN, Ly(-1)=(-2)" xnl|.

Par une intégration par partie, on a

- [(:Z;_—ll( 24)“)(2—2(#—1)“1)}1_1 1)
- /_11 (;;—11 - 1) (;;:1 (22 = 1))t

En remarquant que pour 1 < k < n, 1 et —1 sont racines multiples d’ordre k£ de

(Los L) = /11 (;%(t? —1y) (C%(t? 1))

((t2 — 1)")(n_k), ce qui fait que le “crochet” dans I'intégration par parties est nul et en
réitérant n fois cette intégration par parties, on obtient

(st = = [ (G @ =) (G 2 = 1)t

— (~1)" /_11 (2 - 1)”(521 (2= 1))t

Puisque par définition pour tout entier n, || K| = 1, il suffit de montrer que la famille

{Ln : neN } est orthogonale. Soit n et m deux entiers naturels distincts, supposons

que n > m, alors (%(ﬂ - 1)m) = 0, car c’est la dérivée (n + m)®™¢ d’un polynéme
de degré 2m, avec n +m > 2m. On en déduit que <Ln,Lm> = 0 pour tout entiers

n # m. Ce qui prouve que la famille est orthogonale

(a) Considérons ’espace Vect(f, F},). Puisque 7, (f) est la projection orthogonale de
fsur F,,, on a

VjE{O,"',n}, <f_7rn(f)>Kj>:07

ce qui donne

VjE{O,"',TL}, <f>Kj>:<7T”(f)’Kj>'



Dans I'espace vectoriel euclidien F,, de base orthonormée (Kj)jc(o.... n}, 00 a la
décomposition

n n

Ta(f) =Y (), Kj)Kj =D (f Kj)K; -

J=0 Jj=0

Toujours parce que (Kj);eqo,.. n} st orthonormée
. 2
(I = (f 1)
j=0

(b) D’apres le théoreme de Pythagore,

vneN, |m (O +I1f = m(HIF = 117
ce qui donne

Vn € N, Z<f,Kj>2 < [If1?

Jj=0

On en déduit que la série de terme général < 7 Kn>2 est convergente de somme

Foo (LK) < 1%

Partie II : Opérateurs linéaires positifs et densité de R[z]
dans

5. Propriétes des opérateurs linéaires positifs

(a) Soit u un opérateur linéaire positif sur £. Montrons tout d’abord que I’application
u est croissante pour la relation d’ordre partiel. En effet, pour tout f,g € E

f29=>f—-920=u(f—g)>0=u(f) —ulg) >0=u(f) > ulg) .

Pour montrer I'inégalité annoncée, il suffit de remarquer que
(F=irl et = £ <Iifl) = (w(h) S ullfl) et —u(f) =u(f) <u(lf)) .

(b) Il est clair que si u est I'opérateur nul alors u(Qo) = 0. Réciproquement, supposons
que u(Qo) = 0. Soit f € E alors f est bornée par une constante C' > 0, car elle
est continue sur le compact I. On a donc |f| < C = CQy = |u(f)| < u(CQp) =
Cu(Qo) =0, donc u(f) = 0. Ce qui démontre que pour tout f € E, u(f) = 0.

(¢) Soit u un opérateur linéaire positif non nul sur E. Soit f € E, alors | f| < || f|lccQo,
ce qui donne |u(f)| < u(|f]) < ||flleot(Qo). De méme, si f,g € E, on a

[u(f) —u(g)l = [u(f = g)| < ullf —gl) < [If — gllooru(Qo) ,

Or u(Qp) > 0 car Qo > 0, ce qui montre la continuité de w.



(d) Si les fonctions (up k)o<k<n sont positives il est évident que l'opérateur w, est
positif. Réciproquement, supposons que 'opérateur u, est positif. Soit 0 < 57 < n,
puisque les réels x,, 0, .1, ... Tn,n sont distincts, il existe § > 0 tel que

Tnj € 1; :]:rn,j -9, Tn,j + (5[ﬂf et Tpk ¢ I;, Vk £7j.

On peut donc construire une fonction f : I — R™ continue telle que f(z, ;) =1 et
f(xnk) =0, Vk # j. On a donc pour une telle fonction f,

Un(f) = Z f(xn,k)un,k = Un,j -

k=0

n
Comme u,, est positif, on en déduit que la fonction u, ; est positive.

(e) Pour cette question on suppose que I = [0, 1], on se place donc dans E = C°([0,1]).
i. Pour tout z € [0, 1],

Bu(fy)(x) =Y fy(k/n)Byi(x)
k=0

_ Ze(k/n)yczl’k(l - x)nfk

k=0
= Z ck (:Ue(y/n))’f(l — )k
k=0
= (1 -2+ ze®/™)"
= ¢n(z,y) .
ii. On a "
Bn(Qj)(x) = _(k/n) By (x)
k=0
Or '
& n & (N ki)
5y 9= 5 (k:f (@)
nogi (e(ky/n)
=> — B, ()
k=0 dy?
= (l{:/n)je(ky/”)B k()
k=0
Ainsi '
oy, -




iii. On a, d’apres la question précédente,

Bn(Qo)(x) = (96 0) =
B,(Q1)(z) = n_ (xe(o/") +1-— )nil =z,

Bo(Qs)(x) = "T—l 26(0/m) (16(0/m) 41— )"

n lxem/n) (2e®™ 41— z)""

n—l 9 1
= x°+ —x.
n n

Ce qui donne

B, (Qo) = Qo, Bn(Q1) =Q1 et By(Q2) = 1 n—1

6. Densité de R[z] dans E.

(a)

La fonction f étant continue sur le compact I, elle est donc uniformément continue
sur I. Donc

Ve>0, In>0, V(z,y)el’, |z—y[<n=>|f(x)-fy)]|<e. (3)

Soient € > 0 et 1 > 0 défini comme ci-dessus. Soit (¢,z) € I?. Nous allons traiter
les deux cas |t — x| < n et |t — x| > n séparément :
- Si |t — x| <, alors d’apres I'uniforme continuité de f, on a

|f(x) = f(t)| <e <g+2HfH°°( —z)”.

- Si |t — x| > n, alors

(t—s)?
(t—s)?

|[f(2) = F®)] < 20l lloe = 2/ fllo

R

On en déduit donc que

V(t,z) e I x I, |f(t)— flx)| <e +2”f”°°( —3:)2.

C’est une conséquence du résultat de la question précédente. Soit € > 0 et n > 0
tel que

V(t,z) e I x I, |f(t) = f(z)] <e +2”fH°°(2—2tx+x2),
ce qui peut s’écrire comme
Veel, Vtel, |F(t)=f(2)Qo(t)] < 6Q0(t)+2‘|f77!00(Qz(t)—QfUQl(t)+x2Qo(t)),

ce qui donne le résultat demandé.



()

(d)

Soit € > 0, d’apres la question précédente, la positivité de u, il existe n > 0 tel que
Ve €1,

[u(f = f(2)Qo)| < u(lf = f(2)Qol)

eu(Qo) +2 (u(Q2) — 22u(Q1) + 2*u(Qo)) -

||f||oo
n?

i. Soit € > 0, puisque pour 0 < j < 2, u,(Q;) converge uniformément vers Q;
sur I, il existe ng € N, tel que pour tout n > ng, et 0 < 5 <2

[un(Q5) — Qjlloc < €
En remarquant que pour tout tout t € I,
(Q2 — 207 +2Q2Q0) (1) =" — 2 + 2 =0,
on obtient pour tout n € N

[[un(Q2) — 2Q1un(Q1) + Qaun(Q0)||
= | (Un Q2 — Q2) — 201 (ua(Q1) — Q1) + Q2(un(Q0) — Qo)]|
< Jun(Q2) = Q2| . + 201Q1 lloo|Jun(@1) = Q1| + 1Q2lloo][un(Q0) — Qol|

On en déduit la convergence uniforme de la suite (gy,)nen vers la fonction nulle
sur [.

ii. D’apres I'inégalité (5), pour tout n € N on a pour tout = € I,

o (@)] = |un(f — F(2)Q0) (@)
cun(Qo) + 2 ”{7 b (4, (1) — 200n(@1) + 2 (Q0)) (2)

IN

= 6un(Q0) +2

Ul )

Ce qui implique

[1nloe < ellun(Qo) — Qolloo + €llQolloo + 2

||f||oo
n?

Comme lim,, o [|un(Qo) — Qollcc = 0 et limp—o0 ||gnlloc = 0, on obtient par
passage a la limite

Ve >0, lim |hnloco <el|Qolloo -
n—oo

Ce qui prouve que h,, converge vers la fonction nulle quand n tend vers +oo.
iii. On a pour tout z € I

b () = un(f)(7) — f(2)un(Qo) (),



()

donc
un(f)(2) = f(2) = hn(2) + f(2) (un(Qo)(z) — Qo()) -
On en déduit que

[un(f) = fllo < IPnlloo + [ fllool[un(Qo) — Qolloo -

Puisque le membre de droite de cette derniere inégalité tend vers 0 quand n
tend vers l'infini, on en conclut que (uy(f))nen converge uniformément vers f.

Comme les opérateurs B, sont positifs et compte tenu de ce qui précéde, pour
montrer que la suite (By(f))n>1 converge uniformément vers f, il suffit de mon-
trer que (By(Qj))n>1 converge uniformément vers @; pour 0 < j < 2. Puisque
B, (Qo) = Qo et que B,(Q1) = Q1, il reste a montrer la convergence uniforme de
Bn(Q2) vers Qa. Or Bn(Q2) = £Q1 4 “51Qa ce qui implique

. . 1
nlgrolo [ Bn(Q2) — Q2lloc = nhjgo ﬁ”Ql — @2l =0.

On remarque tout d’abord que sur [0, 1], pour tout n > 1, B, (f) est un polynome,
donc de la question précédente on déduit la densité de R[z] dans C°([0, 1]) pour la
norme de le convergence uniforme.

Si maintenant I = [a,b], on considére la fonction 7,5 : [0,1] — I définie par
Tap(x) = a + (b — a)x qui est polynémiale et dont la réciproque est polynémiale.
Soit f € CO(I), alors f o7, € C°([0,1]). De la remarque précédente, on déduit

alors que (Bp(f o 7qp))n>1 converge uniformément vers f o 7., donc que <Bn(f o
Tab) oTJ;) converge uniformément vers f. Par conséquent, R[x] est dense dans
’ 7/ n>1

CY(I) pour la norme de le convergence uniforme.

Montrons tout d’abord que pour tout f € C%([a, b])
1Al < Vo —allflloo s
soit f € C%([a,b]), on a
vt € [a,b], [f(O] <[ fllo = ¥t € [ab], [fOF <|fI5% -

Ce qui implique

b
11l = /(f(t))thS\/(b—a)llfH%oz\/(b—a)\lflloo-

a

Soit f € CO(I) et soit (py)nen une suite de R[z] qui converge uniformément vers
f sur I, donc lim, o0 ||pn — flloo = 0. D’apres la remarque précédente on a pour
tout n € N

lon — fIl < Vb —allpn — flloo

On en déduit que lim, oo ||[pn — f|| = 0 et par la suite la densité de R[x] dans C°(T)
pour la norme ||.]|.
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CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES
VOIE B Option Mathématiques

CORRIGE DE LA DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES
DUREE : 3 HEURES
EXERCICE N°1

On dit qu’une matrice carrée (de taille n) A est nilpotente s’il existe un entier r > 0 tel que
A" =0.

1. Calculer M? et NP, pour tout entier p > 1, pour les matrices

01 -1 1 0 -1 —1 -1
00 1 -1 0O 0 0 -1
M=1090 0 1| Y=o 0 0o o
00 0 O 0O 0 0 0
Solution
001 -2 00 01
> [ 000 1 3 | 0000 4 -
M= = 000 0 , M° = 000 1 , M* =0, M? =0 pour p > 4.
000 O 0000
et
0 001
> [ 0000 3 -
N* = 000 0 , N> =0, N’ =0 pour p > 3.
0 00O

2. Montrer que si A est nilpotente alors elle ne peut pas étre inversible (indication : on
pourra utiliser rq, le plus petit entier r > 0 tel que A" = 0).

Solution

Soit ry le plus petit entier v > 0 tel que A" = 0. Si A était inversible d’inverse A=t, on
aurait d’abord A non nulle, et ensuite A™ = 0 donc en multipliant ro — 1 fois A™ par
A= on trouverait A =0, ce qui est contradictoire.

3. Montrer que si A est nilpotente alors I — A est inversible et son inverse est
T+A+ A+, . + A,
pour un entier r a préciser.

Solution
Soit o le plus petit entier r > 0 tel que A" = 0. En remarquant que

(I-A)YT+A+A+. . FA ) =T-A" =T et ([+A+A+. . A HYI-A) =T-A" =1
on en déduit la réponse a la question, avec r = ry.

4. En utilisant les questions précédentes (sans calculer de déterminant, ni résoudre de
systeéme), montrer que la matrice

T =

o O o
OO = =
S = O =
— O R

[



est inversible et calculer son inverse T 1.

Solution

OnaT =1— N ou N désigne la matrice nilpotente étudiée dans la question 1. Par
conséquent, on déduit de la question précédente que T = I— N est inversible et d’inverse

1 -1 -1 0
o . |0 1 0 -1
T = I+NEN = | 00 1
00 0 1

5. Montrer qu'une matrice nilpotente (non nulle) n’admet que 0 comme valeur propre et
qu’elle n’est donc pas diagonalisable.

Solution

Soit M une matrice nilpotente non nulle. Supposons que \ soit une valeur propre non
nulle de M. Il existe alors u vecteur non nul tel que Mu = Au. Sir désigne un entier
> 0 tel que M™ =0, on a alors 0 = M"u = X'u donc, puisque X\ # 0, u est nul, ce qui
est impossible. On a donc démontré par l’absurde qu’il ne pouvait pas exister de valeur
propre non nulle pour M.

Par conséquent, 0 est l'unique valeur propre de M. Si M était diagonalisable, M serait
donc nécessairement semblable a la matrice diagonale ne comportant que des 0 sur sa
diagonale, cad il existe une matrice inversible P telle que P~'M P soit la matrice nulle.
Ceci implique nécessairement que M est la matrice nulle, ce qui n’est pas possible par
hypothese de travail.

EXERCICE N2

1 -3 4
Soit la matrice A= | 4 —7 8 |. Le but de cet exercice est de triangulariser cette matrice.
6 -7 7
1. Montrer que 3 et —1 sont les valeurs propres de A et déterminer les sous-espaces propres
associés.
Solution

Pour A\ € R, on a

1-A -3 4 I-x -3 4
det(A—\) = 4 —T—=X 8 | =]2+2x -1-X 0
6 -7 7= 6 -7 T—=A
1-X -3 4 1-A —5—-X 4
= (1+N] 2 -1 0 = (1+XN)]| 2 0 0
6 -7 7T—2A 6 -8 T7T—2A
= 1+N=2)((-5=N)(T—=AN)+32) = —2(1+X)(\>—2)1-13)
—2(1+ X)X —3)

donc 3 est valeur propre simple et —1 est valeur propre double.

x —2r—-3y+4z = 0 —2r—-3y+4z = 0
(A=3)| y | =0 < dr —10y+82 = 0 <« —16y + 162 = 0
z 6r —Ty+4z = 0 —16y + 162 = 0

z =y

< {29@ =y



donc le sous-espace propre associé a la valeur propre 3 est SEPy = {(z,2x,2x); x € R},
dont u; = (1,2,2) constitue une base.

x 20 —3y+42 = 0 —2r—-3y+42 = 0
A+D)| vy | =0 < 4r —6y+82 = 0 & 0+0+0 = 0
z 6r—Ty+8z = 0 2y —42 = 0

o r = z
22 =y
donc le sous-espace propre associé a la valeur propre —1 est SEP_y = {(x, 2z, z);x € R},
dont u; = (1,2,1) constitue une base.

. En déduire que A n’est pas diagonalisable.

Solution

Comme —1 est valeur propre double et que le sous-espace propre associé est seulement
de dimension 1, on en déduit que A n’est pas diagonalisable.

. Soient uy,us et e; les vecteurs dont les coordonnées dans la base canonique sont respec-
tivement (1,2,2), (1,2,1) et (1,0,0). Montrer que (uy,us, e;) forment une base de R3.

Solution

On trouve que det(uy, us, e1) = —2 # 0 donc (uy,ug, €1) constitue une famille libre dans
R3, ce qui en fait une base de R3.

. Montrer que A est semblable, dans cette nouvelle base, a la matrice triangulaire

3 0 4
T=10 -1 =2
0 0 -1
Solution
1 11
On doit montrer que T = PYAP ou P=| 2 2 0 |. On trouve
2 10
1 0o 1 =2
Pl=—2| 0 -2 2
2l2 1 o
donc
0 1 =2 3 -1 1 3 0 4
P'AP=—| 0 -2 2 6 -2 4 |=[0 -1 -2
-2 1 0 6 —1 6 0 0 -1



PROBLEME

On appelle Polynomes de Legendre les polynomes définis par

ou

w d™ »

axm

1 dm(x*—1)"
p_ 1 -

— N
ol dxn "€

signifie dérivée n—ieme.

Rappelons la formule de Leibniz dont on aura besoin dans les questions 3.(a), 4.(c) de la
partie 1, et 2.(b) de la partie 2 :

oil la notation f signifie dérivée n—ieme de f et C* =

(fg)m =3 CkfBgn=h)
k=0

n!
kl(n—k)!*

Partie 1 :
1. Calculer P, et Ps.

Solution
OnaPy =X etP,=1(3X?-1).

2.

(a)

Montrer que pour tout n > 1 le degré de P, est n.

Solution

e

Le polynome (X% — 1)™ étant de degré 2n, son polynéme dérivé-n®me est de degré
n, ce qui est donc le cas de P,.

2n(2n—1)---(n+1)

Montrer que le coefficient a,, de X™ dans P, vaut Sree] .

Solution

Comme le polynome (X% — 1)" est de degré 2n et de la forme X*™ + Q ot Q est
un polynome de degré 2n — 1, son coefficient de degré 2n est donc égal a 1, et
par conséquent le coefficient de degré n de sa dérivée n®™ est égal a (2n)(2n —

1)---(n+1). Le coefficient de degré n de P, est donc égal o ZRCE—D-(ntl)

2nn!

En écrivant (X? — 1)" = (X — 1)"(X + 1)", montrer que

1 n
Pp= - (CP(X =)™ (X + 1),
2" i
Solution
Il s’agit d’appliquer la formule de Leibniz a f = (X —1)" et g = (X + 1)", ce qui
donne
1 " ! dF(X — 1) dVF(X + 1)
P S NC £V i £51
2nn) = kl(n— k)l dX* dXxXn—Fk

AT (M) (n—=1)-(n—k+1)(X = 1)" ) x
()= 1) (k +1)(X +1)F)

2": Kl(n — k)! ((n'/(n — k)X — 1)”"€> ((n!/k!)(X i 1)k)



(b) En déduire que P,(1) =1 et P,(—1) = (1)
Solution

Dans l'expression de P, établie a la question précédente, en prenant ['indéterminée
égale a 1 le seul terme de la somme qui n’est pas nul en raison du facteur (X —1)"*
est celut pour lequel k = n, donc

1
Po(1) = S (CP (1) =1
En suivant le méme raisonnement, on aboutit a

Pu(~1) = 5 (O (-1~ 1) = (1"

4. Dans la suite, la notation f” désigne la dérivée de f.

(a) Montrer que [(X% —1)"™) —2(n+ 1) X (X% —1)" =0 (*).
Solution
C’est évident, puisque la dérivée de (X?* —1)"™! vaut (n + 1)(2X)(X? —1)".

(b) Montrer que (X% — 1)[(X? —1)") — 2nX (X2 — 1)" =0 ().
Solution
Idem, puisque la dérivée de (X% — 1)" vaut n(2X)(X? — 1)"L, il suffit alors de
multiplier par (X? —1).

(c¢) En dérivant (n + 1) fois la relation (*), montrer que

P, =XP +(n+1)P,.

Solution
On part de
dmt! ntl
et O =)™ =200+ 1) S (XX - 1))

ce qui donne, en appliquant la formule de Leibniz a X et (X? —1)", et en remar-

quant que dans la somme qui en découle, il n’y a que 2 termes non nuls (di au
fait que X© = X, X' =1 et X® =0 pour tout k > 2),

-
dxn

2"+ DIPL, = 2(n+1) (X(X?* - 1)”)1/

= 2(n+1) an CEX®((X? - 1)")<”k>]/

r dr dn—l
— 0 2 _ 1\n 1
= 20+ 1) [C2X S (X7 = 1) + Ol

2(n+ 1) 2"(n) X P,)' +2(n + 1) x n2"(n!)P,
"+ DIP, + XP)) +n2" (n+ 1P,
dow P, ., =XP, +(n+1)P,.

(x? - 1)“]/

Partie 2 : On appelle Opérateur de Legendre application L définie sur R, [X] par

_d
dX

ou R, [X] est I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n, a coefficients réels.

VP € R,[X], L(P) (X% —=1)P).

5



1.

(a)

Montrer que L est un endomorphisme de R, [X].

Solution
Soit P € R,[X]. Comme le degré de P est < n, celui de (X? — 1)P’ est inférieur
ou égal an+ 1, donc celui de L(P) est < n. Ainsi L est a valeurs dans R,[X].

Il suffit alors de démontrer la propriété de linéarité. Soient P et Q) dans R,[X],
et A€ER. On a

LOAP+Q) = d;l( [(X2 —1)(\P' + Q’)}
= Adi( [(x2—1)P|+ d;i( (x*=1)Q]

= AL(P)+ L(Q)

Donner la matrice M de L dans la base canonique (1, X, ..., X™) de R, [X].

Solution
On doit déterminer les images par L des polynomes 1, X, X? ..., X". Ona L(1) =
0, L(X) =2X,

/

L(XF) = [(X? = DEXM] = R = X7 = k(k + 1)X = k(k — 1) X2,

et ce, pour tout entier k compris entre 2 et n. La matrice M de l’endomorphisme
L dans la base canonique B = (1, X, X?,..., X™) est donc

00 -2 -~ 0 --- 0
02 0 -6 0 --- 0
00 6 0 . 0
M= 0 12 :
Do e o —n(n —1)
00 --- 0
00 --- n(n+1)

Déterminer les valeurs propres de L et montrer que L est diagonalisable.

Solution

On vient de déterminer la matrice M de l’endomorphisme L, qui se trouve étre
triangulaire, donc on en déduit les valeurs propres de L, qui sont 0,2,6, ... k(k+
1),...,n(n+1). Elles sont au nombre de n+1 et toutes distinctes donc elles sont
toutes simples et par conséquent L est diagonalisable.

En dérivant (n + 1) fois la relation (x%), montrer que pour tout n > 1,
L(P,) =n(n+1)P,

et en déduire les vecteurs propres de L.

Solution
On a d’abord

L(P,) = [(X? — 1P| = 2X P + (X* ~ 1)P.

Dérivons maintenant n + 1 fois le premier membre de la relation (xx) :

dn+1 n—+1

e (X2 = DX = 1)) =20 (X (- 1))

6



= 5 Cha (- P -y S Ok X - e
ORI~ 1 4 O X[ 1 "+1+02+1<2>[<X2—1>"}<">
oY, (OIX? — 17— 2nCl (X2 — 1y

_(x2-1) [d;l;n (X2 — 1)"] L on+ D)X [dann (X2 — 1)’1] Fn(n+ 1)d‘§n (X2—1)"

n n

X2 1)
an( )

—2nX [da;(n
= (@) x (X2 = 1P} +2(n+ 1)XP, +n(n+1)P, — 20X P, — 2n(n + 1)P,)
= (2"(n) x (X2 =1)P} +2XP, —n(n+1)P,)
= (2"(n) x (L(P,) — n(n + 1)P,)

Comme cette expression est nulle, on obtient bien L(Py) = k(k + 1) Py, et ce, pour
tout k =0,1,...,n : P, est donc vecteur propre de l’endomorphisme L associé a
la valeur propre k(k + 1).

(X%~ 1)"1/ —2n(n+1) d

(¢) Expliquer pourquoi R,[X] = Vect(Fy) & ... ® Vect(P,), ou Vect(Py) est le sous-

espace vectoriel engendré par Py. Que peut-on dire de la famille (P, ..., P,) 7
Solution
On vient d’établir que les sous-espaces Vect(Fy), ..., Vect(P,) sont les sous-espaces

propres de l'endomorphisme L de R,[X]. Comme on a montré que L était diag-
onalisable, on sait alors que ces sous-espaces sont en somme directe et que R,[X]
est égal a cette somme directe Vect(Fy) @ ... ® Vect(P,). La famille des (n+ 1)
vecteurs (P, ..., P,) de R,[X] forme donc une base de R,[X].

Partie 3 : Dans R,[X], on définit, pour tous P et @, le produit scalaire

<P.Q>— /_11 POt

et la norme euclidienne ||P|| = /< P, P >. Le but de cette partie est de montrer que les
Polynomes de Legendre vérifient :

< P, P; >= 0 pour tous i # j et || P,||* = pour tout n >0

2n +1
et donc que la base (F,..., P,) est orthogonale.

1. (a) Montrer que pour tous i et j, < L(P;), Pj > = < P;, L(P;) > (indication : effectuer
une intégration par parties).

Solution

On a

<L(R), P> =

_ / £ — 1) PI(t) Pl(t) dt
= < L(P )P>_<R,L(P)



(b) En déduire que pour tous i # j, < F;, P; >=0.

Solution
Soiti # j. Puisque L(P;) = i(i+ 1)P; et L(P;) = j(j+ 1)P;, le résultat précédent
implique que

<i(i+1)P, Py >=< P, j(i+1)P; > done i(i+1) < PPy > —j(j+1) < P, Py >=0
or i # j donc nécessairement < P;, P; >= 0.

(a) Soient (B, ..., [Bn) les coordonnées de P, dans la base (Fy, ..., P,), montrer que

/ n+1 :ﬁnHPnHZ'

Solution

Ona P, = Y7_oBkPy donc, en vertu du résultat de la question précédente

/ aOP.()dt = <P, P,>= <> [Py, P>
k=0
= Zﬁk<Pk7Pn> - ﬁn<PnaPn>:ﬁn||Pn”2
k=0

(b) Montrer que 8, = (n + 1)*2*, ot a, a été défini dans la partie 1.
Solution

Comme a,.1 est le coefficient de degré n+ 1 de P,y1, le coefficient de degré n de
P! est (n+ 1)ani1. Or, par définition des By et de ay, on sait que le coefficient
de degré n de P, = BoFPy+ ...+ 3, P, est égal a Bpa,, puisque P, est le seul des
Py a avoir un coefficient de degré n non-nul. D’ot Bpa, = (n+ 1)an41, cqfd.

(a) Par intégration par parties et en se servant d’'un résultat de la partie 1, montrer
que

/_11(Pn(t))2dt =2-2 /_11 tP ()P, (t)dt.
Solution

On a, puisque P,(1) =1 et P,(—1) = (_1)71

[ mwra = [(mwr] - [ 2popod

-1

(b) En déduire que ||P,|]* =

Solution

2n+1

Il faut utiliser plusieurs des résultats démontrés précédemment. En partant de
I’équation de la question 2)a), et en utilisant le fait que

th,(t) = Poya(t) — (n+ 1) P (1)

(question 4 de la partie 1), on a
1

P2 = 2 2/ L (OPa(t)dt+ 20+ 1) [ (Pa(t)%dt
-1
= 226, Pul* + 2(n + D[Pl
donc (1428, —2(n+1))|P.]]* =2. Or

B Uns1 2n+2)2n+1)(2n)...(n+2) 2"n!
Bo=(n+1) an (n+1) (2n)...(n+2)(n+1) 2rtl(n +1)!
dot2=(1+22n+1)—2n—2)||P.|> = 2n+ 1)||P.||*.

=2n+1




