CONCOURS D’ELEVE INGENIEUR STATISTICIEN
ECONOMISTE
OPTION MATHEMATIQUES

CORRIGE DE LA PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUE

Exercice 1 (trés facile)
a) On a trivialement

+oo n
L) < s (1) | mdw
“+o00
:IsEuRp+ )/ 1+:L’2 dx
= sup (f(x)) ( hm Arctan(z) — Arctan(0))

z€RT

= IseuRp+(f(w)) 5

b) On a par simple changement de variable

+oo n
I,(fo) = —d
(fO) /0 1+n2$2 €z

+o0
1
o l+a? 2

1

xn
Lif) = | —2—yd
(f1) /0 1+ 22 ™

1
=3 log(1 + n?)
¢) On en déduit immédiatement
lim I,(fo) = z
n 2
hm In(fl) = 0
d) On a donc
™
Sn(ﬁﬂ ::na
et

lim S,(fo) = o0
e) Le terme générique de la série S, (f1) est I,,(f1) qui est positif et tel que
1
I > =
n(.fl) =

Donc S,,(f1) diverge.
f) On va montrer que pour tout ¢ > 0, il existe N, tel pour tout n>N

1) = SO <e
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On a d’aprés ce qui précéde

0250 =1 [ s [ s
+o0
-1 @ o)

< [15@) s mde + [ 15 FO) s
= 1(6) + 1I(6), pour tout 6 >0
Par continuité de f(x) en 0, on a pour tout ¢ > 0,il existe § > 0 tel que
1(6) <g/2.

1+ n2z 37|

On a

dz— > 0 quand n — oo.

II<2s T
= U-p(f( )/nﬁ 1+ 22

Donc pour é .xé précédemment, il existe N tel que pour tout n > N, II(§) <
¢/2 d'ou ..nalement
m
Ha(f) =5 fO) < e
Pour que la série converge, il faut nécéssairement que la limite soit nulle c’est a dire
ici
£(0) =0.

g9 Ona fo(r) =75 =1~ ﬁ;, qui est bien dé..nie continue comme quotient

bien dé..nie de fonctions continues sur R™. On a fi(x) = (1—‘+I—)2 > 0 sur R*. Donc

f» est positive, croissante sur R*et sa limite en oo, vaut 1, soit

0< fa(z) <1
& T
I.(f) = dz,
W= T
mais
T 1 ( —1 n n2$+1)
142z 14n2z2”7

(1+ z)(1+4 n2x?) T 142
On en déduit pour tout A > 0,

/A( = +n2x+1) log(1 + A) + = log(n? A% + 1) +  Arctg(nA)
= — 10 = log(n - ATC n
o 1+az  1+n2z? & 2 08 n g

nv1 + A?
A+1

log( ) + 1 Arctg(nA)
n

d’ou

1(f2) = Ty log(n) +5-).

Comme I,,(f) ~ M qguand n — oo, on en déduit immédiatement que la série
Sn(f2) est divergente

h) Un exemple trivial est f(z) =0, x € RT.On a alors I,,(f) = 0et S,(f)=0...
Question subsidaire: est ce la seule solution possible?

Exercice 2
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a)Ona f(t) = —sin(t] qui est clairement paire. Elle est continue sur R* Comme

t(1+t2)
en 0, Ilmt_,o%—1 =1 on peut clairement prolonger la fonction par continuité en

posant f(0) = 0. f est alors continue sur R donc en particulier sur [—, 7]. Sur R*,
f(.) est in.niment dérivable et on a

f(x) = (z(1 + %)) cos(z) — (1 + 32?) sin(x))/x*(1 + 2°)°.

Quand z — 0, on aclairement f'(z) ~ (z(1+2?)—(1+32%)z)/2* = —22 — 0 quand
x — 0. Donc f/(x) est prolongeable par continuité en 0 et f’(x) est donc dérivable
sur [—m, 7]

b) On a

* sin(tz
F(z) = / LQ)dt.
o t(1+1¢t2)

_ sin(tx ~ tx
Ent=0, t(14+t2) t(14t2)
ailleur en +oo, \f{ff:;’ﬂ < t(l—}l—t2) qui est bien intégrable. On notera par ailleurs
que F est impaire, il su¢t donc de I'étudier pour = > 0,ce que I'on suppose dans
la suite.

On a par ailleurs

~ z donc l'intégrale est faussement impropre en 0. Par

|sin(tz)| < |tz

d’ou

F@ls [ =2,
0

c) On pose
F(zx+ h) — F(x)
h
on veut montrer que A, F — 0 quand 4 — 0.0On a
* sin(t(x+ h)) —sin(tx) — thcos(tx)
ALF = >
0 ht(1+ )
On peut remarquer par un développement de Taylor que

A;LF: 7G(I’)

sin(t(z + h)) —sin(tx) — thcos(tz) = —t*h?/2sin(0, ;)

pour 0, : € (t(x+ h),tx) et donc que

ARF| < h/2 dt
|AnF| < R/ /0 142
qui malheureusement diverge en oo. Il faut donc couper en deux bouts : on a pour

tout A >0

) - /OA sin(¢(x + h)) —sin(tx) — th cos(tx)‘ <2 /OA "

ht(1 +t2) 1+ ¢2
mais par ailleurs, en remarquant que

| sin(t(x + h)) —sin(tx)| = |2 cos(tx + th/2)sin(th/2)]



/OO sin(t(xz + h)) — sin(tx) — th cos(tx)
N ht(1 4 2)

< th/2 /°° 1
dt + dt
/A ht(1 + t2) | A |(1+t2)‘

= (2 — arctan(A)) = arctan(1/A) — 0, quand A —

IN

D’ ou pour tout £ > 0, il va exister A > 0 tel que
II(A) <¢g/2.

Pour un tel A onaalors I(A) <e/2pour h su¢samment petit.
d) G est non seulement continue mais uniformément continue car elle est bornée
par /2. En eoeton a

o) - [ a
_ / cos(ta) ., / cos(ta) .,

(141¢2) (1+1t2)

et |[° f(ﬁ%%dﬂ < arctan(1/A).La premiére partie est continue par dé..nition de
I'intégrale, bornée par /2.
Si G(.) est dérivable on peut s’attendre a ce que
_/ tsin m!dt
) 142

Il su¢t alors de remarquer que pour tout B (et en particulier lorsque B — o) on
a par le théoréme de la moyenne,

¢ sin( tm) A /C )
<
|/ Y dt] < T, sin(tz)dt

< 2A
~ z(1+ A?)
On procéde alors comme dans c¢) en découpant la dizérence entre les accroisse-
ments et la valeur supputée de la dérivée en deux bouts. Cela marche bien si z # 0.

e) On remarque que G est paire, bornée. Aussi, si G’(0) existe, on a nécessaire-
ment G'(0) = 0. On a alors par changement de variable,

l/oo —cos!th!d /°° —cosfu[d

1+1¢2 h? +u?

pour x # 0

qui est décroissante en 2. Comme sa limite vaut 0 en oo, on aurait alors [;° ﬁﬁdu =

0 pour tout ~ > 0 ce qui est impossible (prendre par exemple h=1). Donc G n’est
pas dérivable en 0.

f) D’apreés ce qui précede pour z > 0, on a
):/ —tsin tx[d
1+1¢2
soit en utilisant la décomposition
1
x(x2 4+ 1)

_1
Tz 1422



F(:z:):/ ﬂ“tt—@dHF”(;ﬂ)
0
:/ %QdHF“(x)
0

—7/24 F (x).
On en déduit que, pour z > 0,
F(z) = aexp(z) + fexp(—z) + 7/2

Comme on sait F(z) < «w/2z, il vient immédiatement o« = 0 (prendre la limite
quand x — oo). Comme F est continue nulle en 0, on obtient

F(z) = %(1 —exp(—z)), = > 0.

@) Un raisonnement similaire conduit pour x <0 a

F(z) = fg(l —exp(x)), x <0

On déduit de ces deux résultats que

G(@) = F(2) = 5 exp(—a]),

qui n’est exectivement pas dérivable en 0.

Probléme

Préliminaire :

Si on note I = f01 f(t)dt alors, d’aprés le théoréme de la moyenne, il existe
a € [0,1], I = f(a) €]0,1[. On peut dés lors appliquer I'inégalité donnée en ¢ = I
et au point f(x) €]0,1[ et on obtient, pour tout = € [0, 1]

¢'(IT)(f(x) = 1)+ o(1)) < ¢(f())

soit en intégrant entre 0 et 1 :
1 1 1
"t de —1 I dz d
AU [ s@is =1+ o) [ o <ol [ o)

= o) < o / f(x)dz),

qui est le résultat cherche.

Premiére partie

a) Il su¢t de prendre f(x) = x, alors fol xdx = 1/2 et d'utiliser le résultat
précédent :

o/ = ot [ i) < / ()it

b) Soit f,(x) , in..niment dérivable sur | —1/2, co[.On a

= _L_
(w+q+1)\/z+1/2
1
folw) = - —
! (@ +q+1)2/z+1/2
d’ou par un calcul immédiat

1
@ +at D@+1/282

1 0
2 )

fq () >0,
donc f, est strictement convexe.



Mais, pour g convexe, on a simplement par translation du résultat a)

m+1/2
slm) < [ glayat, pour m > 1.
m—1/2

Il suct en exet de poser f(x) = gl + (m — 1/2)), alors f est aussi convexe et
I'inégalité a) s’écrit

£(1/2) = g(m) < / gz + (m — 1/2))dx

m-+1/2
= / g(t)dt.

m—1/2
En m = 0, il su¢t de reprendre le a) lorsque I'intégral de f est faussement
impropre en 0. On a alors pour tout € > 0,

SN[ f@e 1460 [ e <o [ ra) soit
SO =)+ ([ f@itn— 1)< 0( [ f@io)

. . rl .
et en faisant tendre ¢ vers 0, si f7>0 f(z)dx existe alors on a encore

6(1/2) < o / f(2)dz)

et on peut appliquer le méme argument que précédemment (translation).
¢) On a donc

N
Sn(q) = Z fq(m)~

m=0
On remarque fﬁfl/zfq(x)dx est faussement impropre en -1/2. D’aprés b) et en
remarquant que tous les termes de la somme sont positifs
N+1/2

0<sy@< [ pds

-1/2

On a alors par changement de variable u = \/x +1/2

N+1/2 VN+1 2
/ fo(z)dr = /
0

—du
—1/2 u? +q+1/2

o0 2
< —_—du
/0 uw?+q+1/2

T
Va+ 1/2
Pour avoir un encadrement un peu plus précis que [0, —"—/] etune borne inférieure

Vat1/2

non triviale, on peut, par exemple, conserver les premiers termes de la somme. On
a par exemple

IVCIRNRVETE R ul

Deuxieme partie



a) A N .xe, F et GG sont visiblement continues car composée de fonction contin-
ues...
Donc, par continuité de G, I'’ensemble
{a e RV, Ga) = A} = {GTH({AD)}
est compact car {\} est un compact de R.
b) Par continuité de F, F atteint forcément sont maximum sur un compact...
c) F et GG étant également dérivable, le théoreme des extrémas liés implique qu’il
existe Ao tel que
OF(a*) 0G (a*)
=X .
8ai 8ai
(Ao s’interpréte comme le multiplicateur de Lagrange associé au Lagrangien L =
F(a) — MG (a) et la condition précédente est simplement la condition au premier
ordre du théoréme de Kuhn et Tucker). En ezet, on a clairement (pour pouvoir
appliquer ce théoréeme) G’(a*) # 0 car

0G (a*
Lol
ap
donc G'(a)=0 = a =0.
L'égalité L5 — \2Zed gexprime alors sous la forme
N o
—a— 93
—mt+p+l1

On pose u = 2. On remarque alors que

< Y CL;(I;L < * ok
S TP P P
p=0 m=0 p=0

= pG(a*) = pA.

d) Evident.
e)Quitte a échanger les signes, on peut supposer que au moins un a; est stricte-
ment positif. Comme indiqué, on considere ¢ I'entier tel que

Vaq+1/2a; = maxN(\/r—i— 1/2a}) # 0.
r=0,...,

D’aprés ¢) ona

pa = i al, <i afn\/m—l— 1/2

e mtq+ 1l T~ (mtqg+1)/m+1/2

N

<Vaq+1/2a) > L

—im+qg+1)y/m+1/2

< \/q+1/2a;; = CLZ’/T.

qg+1/2

On en déduit que pu < 7.
f) En rassemblant tous les résultats on obtient donc que pour tout a € RV*1

F(a) < My = puG(a) < 7G(a)
soit I'inégalité de Hilbert.
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CONCOURS INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie B OPTION Mathématiques
CORRIGE DE LA 2éme COMPOSITION DE MATHEMATIQUE

Exercice 1

Préliminaire

Si z # 0, on a donc par hypothese I'existence de A\, € R* tel que = = A, f(z).
On veut montrer que A\, = A est constant.

Posons y = ax alors f(y) = Ayy = flaz) = af(z) = alx = Ay

donc A\, = A, est constant sur chaque droite.

Soit maintenant(z,y) # 0, libre on a

f@+y) = Agy(@+y) = fla) + fy) = Aax + Ay

comme(x,y) libre l'unicité de la décomposition implique A, = A, = A,

Donc en appliquant ces deux résultats, pour tout x # 0, s’écrivant sur une base
€1, s €p, T= D7 Qy€;

Az = Aa,e; = Ae; POUr tout 4.

a) C’est un espace de dimension n2 (car en bijection avec R"Q). La base canonique

est formée des matrice e;; = [0 (4, 5)|=1,....n AVEC
l

6kl(i7.j) =0 < (kvl) = (Z’J)

Soit C' qui commute avec tout élément de E = M,, ,,(R) (on dit que C appartient
au centre de E). Montrons que C' est une homothétie. Par I’'absurde, si ce n’est pas
le cas alors il existe 2y # 0 tel que (xq, Czg) est libre, donc il existe B projecteur
sur I'espace engendré par Cxg tel que BCxy = Cxy et Bxy = 0. Mais on a alors
aussi comme C' commute avec B, BCxy = CBxzg = Czg = 0, ce qui implique que
(0, Czo) N'est pas un systéme libre. Donc C est une homothétie de M, ,(R) i.e.
C=Mg.

b) La linéarité est classique et triviale. La trace prend ses valeur dans R, c’est

donc bien un élément de E*. Si A = (a;;)i1<i<n €t B = (b;;)1<i<n , AB a pour
1<j<n 1<j<n
ANAKi H n
terme générique sur sa diagonale Zj:l a; ;b; ; et pour trace

n n n

Z Z aijbji = Z Z ajibij = tr(BA).

i=1j=1 j=11i=1
c) La linéarité est évidente. Comme dimE = dimFE*, il su¢t de démontrer que
Ker¢ = {0}. Pour cela soit A tel que ¢4 = 0 donc pour tout M en particulier pour
tout élément ¢, ; de la base canonique de M, ,(R)ona,i,j=1,..,n
tT(AEi,j) =0
mais un calcul direct donne
t’f‘(A(ii,j) = a“- =0
1
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d’'ou A =0.

d) On remaque que pour tout A\ > 0 A¢r(.) convient. On va montrer que ce sont
les seules fonctions linéaires qui Véri..ent cette propriétés.

Comme v est dans E* d’apres c) il existe une matrice C telle que

Y = ¢c
L’égalité ¢(AB) = (B A) implique donc que, pour tout B
tr(CAB) = tr(ABC) = tr(CAB)

donc tr((CA — AC)B) = 0 soit CA— AC = 0. Donc C commute avec tout élément
de E = M, ,(R) et c’est une homothétie C' = AIg. On peut donc conclure que
1 est de la forme ¢ = ¢,;,, = Mr(.). Les seules applications linéaires véri..ant la
propriété v (AB) = ¢(BA) sont donc des multiples de la trace.

Exercice 2 (facile)

a) Le polynome caractéristique de M, est

Ca(z) = 2% — 2¢ +1+a*/n?
de racines dans C
A =1—1ia/n
Ao =1+ia/n.

Ces deux racines qui sont les valeurs propres de M, sont distinctes, non nulles,
donc M, est diagonalisable et inversible dans M, ,,(C).
La résolution du systéme

z—2y=(1+ia/n)z
2r4+y=(1+ia/n)y

conduit au vecteur propre associé a \q,

(1)

et de maniére similaire a

associé a As.
On a donc pour P = < 1 1. )

—1
A = P~ ' Diag(\)P.
b) On sait que

lim (1 +ia/n)™ = exp(ia).
n— oo
Une démonstration simple est de considérer, le log complexe associé a exp,
log((1+ ia/n)") = nlog((1 +ia/n)) — ia.

Sinon (si on ne le connais pas) on montre respectivement que le module tend vers
1 et que I'angle tend vers a... ce qui est aussi immédiat.



c) On a donc d’aprés a)

Lp (e 0 Ypo () e
Probléme

Premiére partie
a) = est une relation d’ordre non total. En ecet, pour tout U, V, W de A(FE), on

YU=U
iU VetVW =U=W (trivial)
i) SiU X VetV Ualors U—-V estdans A(F) et < (U — V)z,z >=
0 dou < (U —V)z,y >= 0 pour tout z, y ( appliquer la relation précédente en
z+y). DoncU —V =0.
=< est donc une relation d’ordre.

Sin =1, alors I'ordre =< se réduit a I'ordre usuel sur R et il est donc total.
Si n > 2, il n’est pas total. 1l su¢t de donner un contrexemple pour n = 2. On
prend pour cela dans une base e;, es,

0 0 0 1
en emet, pour x = x1e; + waey, < o, (U — V)z >= 23 — 3 n’est ni positive ni
négative. Pour n supérieur on peut prendre le méme exemple en complétant les
matrices avec des zéros partout ailleurs.

U= < . > Vo= ( 00 ) qui ne sont pas comparables pour cette relation:

b) On remarque d’abord que BUB* BV B* sont bien dans A(FE), lorsque U et
V' le sont. Mais on a

< z,(BVB* - BUB*x >=<z,B(V—-U)B*z >
=< B*z,(V-U)B*z >>0,carU < V.
donc BUB* < BV B*.
c) Soit X\ une valeur propre de V' de vecteur propre associé x, alors on a
0 << z0, Vag >= \||zo|]?

comme z, # 0, cela implique A > 0.
La réciproque est évidente il su¢t d’écrire dans une base orthonormée de valeur
propre x = >"" | xe; et

n
<z, Vzx >:Z)\ixf >0
=1
d) Dans une base orthonormée de v.p. comme précédemment, on pose
C = diCLg( AV4 Ai)lgign

de sorte que < z,Cz >= Y1 | \/A_ia:?, que ce qui est légitime puisque toutes les
valeurs propres de V' sont positives. Alors on a évidemment V = C2.

e) On note dans la suite vect(u, A) I'espace propre associé a la valeur propre
v de la matrice A. On note tout d’abord que si z € vect(v/\, C) alors

Va=C%% = C\/Xx = \/XC.%‘ = \z



donc z € vect(\, V). Ceci montre
vect(\/x, C) C vect(\, V)

Inversement, soient v/ Aq, ..., \/A_p les p valeurs propres distinctes (positives de C).
V et C étant diagonalisable (par construction) on a

E = @ Vect(V A, C) = & Vect(N\;, V)
i=1,...,p i=1,...,p

comme on a l'inclusion
vect(\/)\i7C’) Cwvect(N, V), i=1,..,p,

on a alors nécessairement I'égalité (prendre une base...).
Pour I'unicité, si C; et Cy conviennent alors pour tout © € Vect(\;,V), i =1,.n

(01*02)I:\/)\_i:t7\/xﬂ?:0

donc C; et C; coincident sur tous les sous espace propres (dont la somme vaut E)
donc sur E.

f) V inversible == toutes les vp. de V sont strictement positives donc a for-
tiori celles de V'/2 qui est donc inversible. Inversement si (V'/2)~! existe alors
V(V2) YTl = (VY)Y VY2 TlY = Tetdonc VT = (VY2 ~Y(V1/2)~1 Donc
par unicité de la racine carré

(V_1)1/2 _ (V1/2)_1.

Deuxiéme partie

a) On peut toujours supposer quitte a renormaliser les u; que ceux-ci forment
une base orthonormée. On peut s’attendre a ce que M, = \;, la plus grande valeur
propre associée et m, = A;,, la plus petite parmi les indices choisis.

Siz e F,\{0}, 2 =2>0_, z;,u;,;0ona

<z, V(z)>= Z )\ijx?j

P
<Ay in =N, <z,>
i=1

donc M, < A;,. mais pour z = u;, ona <z,V(x) >/ <z,x>= )\, dou
M, = X\

La démonstration est similaire (borne inf au lieu de sup) pour m,,.
b)D’aprés ce qui precéde on a immédiatement

My, = Ap
Mmy,p = Mp-
c)Onadim(F)_ ) =n-p+1etdim(F)=pdoncforcément " NF #

{0} (sinon on aurait dim(F,) . ) + dim(FY) < n).
Soit donc xo # O dans £/ ., N FY on aalors

< xo,Uxqg > < < xg, Vg >
< zg,r9 > ~ < Zo,Tog >

<A

Hp < p
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la deuxieme inégalité provenant du fait que U < V et les autres du b). Ceci est vrai
pour tout p, ce qui entraine que
sp(U) < sp(V)
d) On Véri.e que Sp(U) = {1,0}, Sp(V) = {1,0} donc Sp(U) < Sp(V). Mais
on a dans une base (e, e3), * = x1€1 + Taeq,
< z,U(x) >= a7

1 1
<z, V(z)>= E(xf + 22119 + 25) = 5(1'1 + 1p)?

et z7 > L (xy 4 x2) n’est pas toujours vraie : (prendre 2, = 0 et z; > 0).
e) Comme A est orthogonale, on a sp(AUA*) = sp(U) donc d’aprés c),
V= AUA" == sp(U) < sp(V).
La réciproque est moins évidente.
On se place dans une base orthonormée (uq,us,...u,) de vecteurs propres de

V associé a sp(V') et on considére W dé..nit par

Wu; = pryu;
(ou les p; sont valeurs de sp(U)). On a bien évidemment sp(U) = sp(W). Pour
T = Z?:l Tl

n n
<z, Vax >= Z)\za:? > Z,uza:? =<z, Wz >
=1 =1
soit
V>w
Mais comme S et U sont similaires , il exite une transformation orthogonale (sim-
plement un changement de base) tel que W = AU A* et le résultat est démontré.



