CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES
VOIE B
AVRIL 2001

OPTION MATHEMATIQUES

CORRIGE DE LA PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

EXERCICE

I- En utilisant les formules de dérivées relatives au logarithme et a la tangente , il vient immédiatement :

f'(x):L
COSX

|0(x):jdx:x+c

+C

X T
tan(c + =
(2 4)

dx
1,(X) = j—cosx =In

Iz(x)=j‘%:tanx+c

1 dx
cogd % x cos?x

lll-  Pourn>1,onécritl  (X) = J.

Intégrons par parties en posant

1
COS?X
u'(x) = (n—2)cos™ x.sinx,v(x) = tanx

u(x) =cos" x,v'(x) =



Ainsi :

I (X) =cos™ xtanx—(n-2) _[tanxcoé‘” xsinxdx

sinx sin2 x
_ Z)J'
" cog iy cos' x
_ sinx _Zj-l cosx
cos't x cos' x
_sinx

= (n=2)[1,(0) - 1,,()]
X

" cog’
sinx n-2
= | (X)) = + I (X
() (n-Dcos™x n-1 w2 (X)
V- 1,090 =% 4 Lypliand+ Ty v o
2co2x 2 2 4
PROBLEME |

l-
Au voisinage de 0

e =1+ x+ x2/2+0(x?)
X3
tanx = x+? +0(x%)

5
= e tanx=x+ x2+gx3 +0(x%)

-
1- f'(X) = e* tanx + € (1 + tan2x) > 0 puisque u2+u+1 n’'a pas de racine réelle et est toujours positif.

. . T
f est donc strictement croissant ez,z - R

Nous savons alors que f admet une fonction réciproque g définie et croissante sur R telle que g(0)=0
Par ailleurs , f étant formée de fonctions indéfiniment dérivables sur | est elle-méme indéfiniment dérivable sur I.



2-Nous avons vu que f admet une fonction réciproque g.

1 f n 1
Sit=f(x) ~ x=g(t)onag'(t) =——— définie sur R puisque (x)>0 g''(t) = —— (9®)
f*(g() f'2(g(®) f'(g(t)
méme encore dérivable ,et ainsi de suite :g(t) est donc indéfiniment dérivable sur R puisqu’il en est ainsi de f'(x) par
rapport a x.

elle

Donc g(t) admet des développements limités de tous ordres quand t tend vers 0 , donnés théoriquement par la
formule de Mac Laurin Young :

9 = 9(0) +19'(0)+ - 9" (O +..+ g " (O +0t")
Onag(0)=0g'(0) = 7 ](-O) =1 le développement de g est donc de la forng(t) =t + at2 + bt® + o(t?)
Plus simplement que la formule Mac-Laurin , nous obtiendrons a et b en écrivant que f(g(t))=t d'ou :
f(a(®) = a(®) + 9%t +gg3(t) +o(t?)
=t+at2+bt? + (t2+ 2at®) +gt3 +0(t%)
=t+(a+)t2+(b+ 2a+g)t3 +0(t°%) =t

7
d’'ou par identification g(t) =t —t2+ Et?’ +0(t%) €))

- 1-et 2-
e" " tana, =1 e tana, =™ < a, =g(e™) puisqueq, D} 7—27 7—27[
3-Quandn — +oo,e"" -, 0,a, =e " dapres (1)
. —N7T 2nm -nmr 1
4-Sion poset =e alors B, = e (a, —e ") =t—2[g(t) —t]
Sit=e™ - 0,g(t) -t =-t2dapres 1) etB, - -1=1I
Enfin,B, -1 = 3, +1——[g(t) t+t7]= 6t3—gt B, I :%e‘””

V-

1-Si f est indéfiniment dérivable sur | et f'(0) différent de O, f' est continue sur | et il existe un voisinage de 0,soit
J= ]a, ,8[, a<a <0< B <b surlequel f garde un signe constant , celui de f'(0)
Donc f est strictement monotone sur J et admet une fonction réciproque g.



, 1
g'(t) = )
En raisonnant comme précédemment , ... etainside suite.
PR i
f 13 (X)

g est donc indéfiniment dérivable S]Jf (a); f (,B)[ ,0(0) est nul puisque f(0)=0 implique que 0=g(0) et g admet des
développements limités de tous ordres :

g(t) =bt+bt2+...+bt" +o(t")

2-Pour obtenir les coefficients du développement de g, il suffit d’identifier avec les coefficients du développement
limité de f(g(t)), d’ou

f(g(t) =a (ot +bt2+. . +bt") +a,(b’t2+2bb,t* +..)+...+a bt" +o(t") =t
ab =1
ab, +a,b’ =0

ce qui permet de déterminer de proche en proghe :




PROBLEME I

|- La relation de récurrence donne pour ntll, := U, — 2u° = u, (1—2u?)

1 1
PuisqueO < U, <—= ona0<1-2u? <ldoncO<u, <U, <—=.
V2 V2
. . 1 2 1 2
En raisonnant par récurrence et en suppoébfitl, <—,n=1,onadoncO<u; < > 0<1l-2u’ <1

V2
A 2 1
d'otencoreO<u.,, =u (1-2u’)<u, < T :
2
La suite (U,,) est donc décroissante ,minorée par 0 et majoree\—?:Z’;rr.Elle est convergente et a pour limite

ofsd]

La fonction f telle quef (X) = X — 2x? étant continue ,la relation de récurrence nous donne pour +oo

| =1 =21 soitI=0
-
1-
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
V="t -+ - - =T -
u2 ul u3 u2 un un—1 un+1 un un+1 ul
1
Quandn - +oo,U.,, —» 0°,— - +oV, =V, +V, +...+V, - 40
n+l
1 1 _1-(1-2u? 2u
-V, = —— g —— = ( ;)2 ", puisqueu,, # 0.
u,—-2u, u, u,(1-2u’) 1-2u;
1 1
Onsaitqued<u, <u, = 0<u’<u’,—u’>-u’1-2u’>>1-2u’>>0=0< ~< ~ et
1-2u. 1-2u;
O<y, < u,.
To1-2uf "

1-2u?

On en déduitu,, > kv, aveck = >0dou S, =u, +u, +...+u, >kV, avecV, - +oo.

Il s’ensuit queS, — +oo.



e w. = u?-u?, u’-u’(1-2u?)? _ 1-(1-2u?)? _ 4 (1-u?)
VI TI uzu?,, u?(l-2u%)2  (1-2u?)?

Pourn —» +oo,u. - 0=>w, - 4.

V-
1-Rappelons :

Sia,=|+a, alorsb, =1 += Zak .Ora, - 0 etil suffit de démontrer que—Za’k -0
k =1 k—1

Pourn=n, +1s, = Zak ——Zak+— Zak

Nia k=ng-+1
1& 13
SAE nZ|C’k|+— 2o

k=1 N k=no+1

n-n, e _¢ 1 £
0 Eetml/n2n12—2|a’k|<§,no
n4

£ 13
Oe>0,[h,/n=n, :|a'k| <— ,alors— Zak|
2 n k=ng+1
étant fixé.
Donc n=n, =supf,,n) = |Sn| <€etS, - 0.Ainsi,

an — O:>bn zliak |

k=1
: ) . . : 1 1, 1
2-Appliquons ce résultat & la sui@V, ) ;puisquew, — 4,z =—(W, +W, +...+ W ) == (—5—) - 4
n n u?-u;
.1 1 _ 1
Or un+l -0 T T T T quandn — +oo,
n+l ul un+l

1, 1
Donc nUn+l Z YU 4—

0
0
|

——ouu; =
4(n+1) an

Comme U, >0, onen déduittl, =——=,N — +o
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CORRIGE DU CALCUL NUMERIQUE

PROBLEME

1. Soit g(x) =1+ x— xIn x définie sur ]0;+oo].

a) Iirg a(x = Iing+(1+ X=XNn ¥
1+x -1

limg(X =1 car

X 0" 9 {xln X-0
lim g(x) = lim >(E+1—In X)
X — +oo X — +00 X

. 1+1q1
lim g(X) = —oco car < x

o INX - +oo
b) g'(x) =1-(In x+ xB)lz)

g'(X) =-Inx
X>1e InXx>0 et 0<x<1le Inx<O

Tableau de variation de g

X 0 1 + 00
g'(x) + 0 -
2
a(x) croissante décroissante
1 — 00




c) pour xJ]0;4], g(¥) > 0
pour X D]1;+oo[, g est continue et strictement décroissante avec ¢g(1) = 2 et

lim g(x) = —oo.

X — +oo

donc I'équation g(x) =0 admet une solution (3 unique dans ]0;+co].

d) pour x0]0; 4, g(x) >0
pour x 0]B;+eo[, g(x) <0

e) 9(39 = 0115
9(36) =-0011
donc 35<B<3,6

2. Soit £(x)=2+7% géfinie sur J0;+co]
1+x

a) lim () = lim (24— »)
x-0" x- 0* 1+ X

1
: — -1
|II‘TO1+ f(X) =—oc0 car 1+x
- InX — —00
. : Inx _ 1
lim f(x) =lim(2+—0G0—)
X — 00 X— +00 X 1
1+=
X
Inx
X
lim f(x)=2cary 1 1
141
X
1 1
by 100 = X 0TI aeenx g9
(1+x)? (1+x)? X1+ X2 x(1+x)?

Le signe de f'(x) estle méme que celui de g(X) car x(1+ X)? > 0 sur ]O;+oo].



Tableau de variation de f

X 0 B + 00
f'(X) + 0 -
f(B)
f(x) croissante décroissante
—0 2

c) L'abscisse du point A intersection de C et de la droite D d’équation y =2 est

f(x)=2 2+1'”_X=2 {Inxzo

xD]O;+00[© > X x>0 - x=1

solution de I'équation {
0

Le point A a donc pour abscisse 1 et pour ordonnée 2.

Pour déterminer la position de C par rapport a D, étudions le signe de f(x)—2 sur
l'intervalle ]0;+oo].

In x
f(x)-2=——
(x) T x

Comme 1+ x>0, le signe de f(x) -2 estle méme que celui de Inx.

+ oo

1
f(x)-2 - 0 +
C endessousde D A C au-dessus de D




On peut noter que D est asymptbte a C au voisinage de l'infini car
lim(f(x)-2) =0.

f(B

f(x)

B : lire béta

tlnx
3.Soit I(t)=| —d t=>1
oit I(t) I11+x X pour
a) Comme Ln(x) 20 sur [L+[, | (t) représente I'aire en unités d’aire de la portion
e l<x<t
de plan définie par
2<y< (X

b) Soit J(t) = Lt InTde pour t=>1

Posons p=Inx ou x=¢€"
La fonction p+ €” est dérivable et strictement croissante d’ou

30 = [T er dp= [ pap= E ﬁ} = n y’

Inlep

Int

0



c) Soit K(t) = Lt IT(—Zxdx pour t=>1

u(x) =Inx u'(x):l
1 dou X
V(X)) =—

Intégrons par parties en posant 1
X V(X)) =——
X

|«0={~hn{r—ﬂ—i§w<

Ka):—%Mt—[%T

1 1
K{)=-=Int-=+1
() =-¢int—

1+Int

K(t) =1-

« K(t) = Lt In_2x dx avec XHIn—ZX positive sur [Lt], Ot=1.
X X
Donc K(t) =20 pour t=1.
+ +
. 1-K(f) = 1- 1+1 Int _ 1 tlnt

pour t=1, 1+Int=0donc 1-K(t)=0dou K(t) <1

Pour t>1, onadoncbien 0<K(t)<1

d)e Pour x=21,0na l+x=2x « s1 = 11 >0
1+x X X 1+ X
.E_ 1 1+x-x_ 1
X X+1 X(x+1) x*+x
Pour x=1,0na xX*+x2 X = 21 s—12
X“+X X
Pourle,onadoncOsE— L siz
X X+1 X

Pour x=1, nous avons Inx=0 d'ou
Inx Inx Inx
0< - <

X X+1 x°




In x In x In x

Les fonctions x> —=, x> ——, x> —- étant intégrables sur [1;+e[ , nous avons
X Xx+1 X
tin x tinx tinx
O< —dx—f—dxs j—zdx
1 X 1x+1 1 X

Donc 0< J(t) — I(t) < K(t)

e) 0= J()- 1) <K({) =1
0<J()-1()<1
~3(0) < —1(t) <1- I()
I -1< 1(t) < I()
Pour t=1, (Int)>>0
IH-1_ 1) _ I
(nt)? ~ (Int)? ~ (Int)?

Or J(t):M donci— 1 < 10 <_1
’ 2 2 (Int)>  (Int)> 2

Comme lim > =0, on en déduit lim I(t)2 .
t-+ (Int) t-+ (Int)* 2
EXERCICE

a) L'espace des tirages de 13 cartes parmi 52 comprend
13 52x 51x[x 41x 40, , L4 :
C: = 3 évenements élémentaires.

48x 47x [Ix 41x 40
9!

L'événement « avoir 4 As dans une main » comprend C, =

événements élémentaires.

C 9
p(4 Ag = & = 1312110 5506,
C 3~ 52x51x 50x 49




b) L’événement «avoir 2 As dans une main» comprend

C2xCli= 4;3x48x 47><f]]]j}< 39< 38

événements élémentaires.

C2XC11
p(2 A3 = 4 - 48 P 39x 38x 13 12: 0,213
co 52x 51x 50¢ 49

c) Calculons la probabilité de ne pas avoir d’As p(0A9 et nous en déduirons la
probabilité d’avoir au moins un As 1- p(0AS .

L’événement « ne pas avoir d’As dans une main » comprend

48x 47x [Ix 37x 36
13

13 _
CAS -

événements élémentaires.

Ca 39x 38x 37x 36
au moingl =1- s 1- = 1- = 0,696
P( Ap 0 A C ;3 52x 51x 50x 49




CONCOURS D’ELEVE INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES

VOIE B

OPTION MATHEMATIQUES

CORRIGE DE LA DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Exercice 1

1. Soit (e1,...,e,) une base de vecteurs propres de u : u(e;) = A\je; ou A\; € K. Notons Fjj
I’endomorphisme de E défini par :

Eij(er) = djne

avec d; symbole de Kronecker. Alors {F;;}i<i<n,1<j<n) forme une base de L(E).
On a:
du(Eij)(ex) = (N — Ap)djrei = (Ni — M) Eijer.

Donc u diagonalisable = ¢,, diagonalisable.

2. Supposons ¢, diagonalisable et K algébriquement clos. u admet donc un vecteur propre :
I\ € K3z(# O0g) € E,u(z) = Ax.

L’application de £(F) dans E qui a tout endomorphosme f associe f(x) est linéaire sur-
jective car x # Og. Cette application transforme donc une base de L£(E) en une famille
génératrice de E. Cette famille génératrice contient une sous-famille qui forme une base de
E. par hypothése, £L(E) admet une base de vecteurs propres pour ¢,, il existe donc une
famille libre (f1,..., fn) de vecteurs propres de ¢, telle que : (fi(z),..., fn(z)) forme une
base de E.

Vi € {1, ,n},¢u(fz) = )\zfz = ufz — fzu donc
Aifi(z) = u(fi(z)) — Afi(z)

donc
u(fi(z)) = (N + A) fi(x).

(f1(x), ..., fn(z)) forme donc une base de vecteurs propres pour u. Donc u est diagonalis-
able.



Exercice 2

1. En appliquant la premiére propriété de g & z = y = 0, on trouve ¢(0) = 0 et en appliquant
ax =0,y € FE on trouve q(y) = ¢(—y). On en déduit que f est symétrique.
Soit (z,2,y) € E3,

! [E[Q(l‘/ +2y) — q(z’ — 2y)] — q(@" +y) + q(a’ —y)].

f(x+$,7y)_f(xay)_f($,7y) = Z 9

Ce résultat est indépendant de = donc :

fle+a',y) = flo,y) — f@'y) = f@y) — F(0,y) — f(2',y) = 0.

Par un argument classique, on en déduit que f est Q-linéaire par rapport a sa premiére
variable.
Soit A € R, (z,y) € E?. L’application de R dans R :

A — f(Ar,y) — Mf(z,y)

est nulle sur Q et continue d’aprés la seconde propriété de ¢g. Elle est donc nulle sur R.
En conclusion, f est une forme bilinéaire symétrique et

v — 70(2) = q(x)

est une forme quadratique.

2.
L+ E+m)y P+l z+ =Ry [P=2 ] z+ty | +20% |y |*.
Donc t —|| « + ty ||? est une application continue de R dans R et on applique le résultat
de la question précédente avec q(x) =| z ||%.
Probléme
Partie I



1. Toute matrice carrée peut s’écrire sous la forme demandée, il suffit pour cela de prendre

l(M —tM).

1
M’ = S(M +' M), M" = 3

On vérifie aisément que M’ est symétrique et M” est antisymétrique.
En outre, si on cherche les matrices M’ et M" quie vérifient M = M’ + M", en transposant,
on obtient

= M — M

et les relation
M:MI+M//tM:M/_M/l

donnent une solution unique.

2. Déja, la matrice nulle est magique.

lir L2 Lis ni1 N1z N3
Soit L = lo1 loo o et N = n91 N9o nae3 |, on vérifie facilement que si
31 I32 33 n31 N3z N33

Vi=1,2.3Yj=1,2.3,
liv + Lo + Uiz = l15 + loj + 135 = l11 + lo2 + 133 = 31 + l22 + 13

et
N1 + N2 + N3 = N1j + Naj + N3; = N1 + Na2 + N33 = N3 + na2 + N13

alors VA € R, l;1 + Lo + 13 + )\(nil + n;o + nig) = llj + lzj + lgj + /\(nlj + noj + 77,3]') =
l11 + lag + 133 4+ A(n11 + no2 +n33) = [31 + l22 + 113 + A(n31 + n22 + n13).

L’ensemble des matrices magiques est donc un sous - espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre 3.

3. La transposée d’une matrice magique est magique. En effet, les diagonales restent in-
changées et comme la transposition revient & permuter ligne et colonne d’une matrice,
les égalités entre somme des éléments des lignes et somme des éléments des colonnes est
toujours valable.

4. Des égalités et d’aprés la question précédente, M’ = $(M +! M) et M" = J(M —* M), il
est immédiat que si M est magique, M’ et M" le sont aussi.

5. Vérification immeédiate

0 - f
6. Toute matrice antisymétrique d’ordre 3 s’écrit M” = v 0 —a |. La vérification
-6 a 0

des matrices magiques d’ordre 3 conduit au systéme suivant :
Y+B=—-a+yv=-PBt+ta=y-F=a—-y7=F—-a=0.
De 14, on en déduit que

M// _

|
>
|
—
o
—



7. Traitons le cas ol la somme des éléments diagonaux est nulle. Dans ce cas, les matrices
magiques symétriques sont de la forme :

1 -1 0
M=up|l -1 0 1
0 1 -1

On traite le cas ou la somme des termes diagonaux n’est pas nulle et vaut s en ajoutant a

chacun des 9 éléments de la matrice trouvée § Ceci fournit I’écriture :

11 1
M=ul -1 0 1 +v| 1 1 1
1 11

8. Ainsi, comme toute matrice peut s’écrire comme la somme d’une matrice magique symétrique
et d’une matrice magique antisymétrique, toute matrice magique s’écrit de la forme :

0 1 -1 1 -1 0 1 1 1
M=X| -1 0 1 +ul -1 0 1 +v|{ 1 1 1
1 -1 0 0 1 -1 111

Soit,
1 1
M = Q(A—N)A— 5(/\+M)B+VC:C¥A+,BB+’YC.
On en déduit ainsi que A, B, C est une famille génératrice de I’espace des matrices magiques.

Il ne reste plus qu’a montrer qu’elle est libre, ce qui est immédiat. La dimension est donc
3.

Partie 11
1.
A’ =B?>=AC=CA=BC=CB=0,
C?=3C,
2.

AB + BA =121 —4C.
3. (A + BB +~C)(AA+ uB + vC) peut s’écrire sous la forme

20\ + 6ap  —4BN 20X — 6au
3vwC + —408\ —80\ —408\
20X —6ap —48X 206X+ 6au

Ce produit est magique si et seulement si S et au sont nuls.



4. On en déduit tous les produits magiques de matrices magiques :
a=p0F=0=~vCAA+ uB+vC) = 3yC,

a=0,A=0= (BB +~C)(uB +vC) = 3yvC,
B=0,up=0= (aA+~C)(ANA+vC) = 3yC,
A=pu=0=~vC(aA+ B+ ~C) = 3yvC.
La matrice C est la seule qui soit magique et produit de deux matrices magiques.
5. (kA + B +~C)(/C+ f'I3) = aff A+ BB + (3ya/ +~v0')C qui est bien magique.

6. M? = (aA+ BB +~C)? est magique si et seulement si a3 = 0.

Si af # 0,
M? = 12ap13 + (37* — 4a8)C = alz + bC

et donc
M2 = (M?)™ = hil3 + kC.

Par conséquent, M2t = M?" M est magique en tant que produit d’une matrice magique
et d’'une combinaison linéaire de I3 et de C ce qui établit le résultat demandé concernant
les puissances impaires.

7. Le déterminant d’une matrice magique est D(M) = —36a/37y. Donc M est inversible si et
seulement si les trois scalaires o, et « sont non nuls. Alors on trouve
1.3 3

-1 _
M = [ A+
/ 1

qui est magique (o = ﬁ,ﬂ’ =157 = %) De plus, o’ est toujours différent de 0 :
les résultats de la question précédente subsistent

B+éq
Y

(0%

M™% = (M~1)? n’est pas magique ;

M2+ — (M ~1)?PH est magique .

Les expressions données a la question précédente pour M?" ou M?"t! subsistent méme si
n < 0.



