CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES
VOIE B
OPTION MATHEMATIQUES

CORRIGE DE LA PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

PROBLEME |

. i
1 - En effectuant dansl | le changement de variable = > - X du=-dx,ona
us

: . :
= jcog“ x.dx = —jcos“ (E -u)du= Isin“u.du =1, C.Q.F.D.
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X — SIN" X est croissante sur[O,E} donc:
2
nm a nm a a
0<l1, < (=-—=)sin" (— —) + J. sin" x.dx< (— —)S "(—=——) +— en majorant le sinus par
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1 dans la deuxieme intégrale.
. JJ1a . . n aoa 7l n o a
or,0<sin(=-—)<1=limsin"(=-=)=0=[MON/On=M,(—=- —)sm (=——>2)=—=
2 2 n-o 2 2 2 2 2 2
donc N> M, |, < a cest-a-direliml, =0 C.Q.F.D.
n- o
3 - Alaide d’'une intégration par parties , on obtient :
n n IT

2
=I in™ xxsinxdx= [ cosx5|n”+1x]2 +I(n+1) cosx.sin” x.cosx.dx = (n+1)jsm X.COS2X.0dx
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dou I, =(n+1) J.sinn X.@-sin2x)dx=(n+Dl, - (n+Dl ., = (n+2)I ,, =(n+DI
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Si n est pair alors n=2p eton a

_2p-1 _2p-1_2p-3 _(2p-D)x(2p-93)...x1
2p — 2p-2 — X I2 -4 = X I0
P 2p ° 2p  2(p-1 P 2px2(p-1)x%...x2
Soit, en multipliant le numérateur par (2p).(2p-2)........ 2 le numérateur devient alors (2p) ! et le dénominateur

(2p.2(p-1)....2)=(2.p )2 donc

__@pt 7
T2(py 2
Deméme,ond2p+1=£|2p_l=...= 2px2(p-hx..x2 |, soit:
2p+1 2p+D)x(2p-1) x...x1
_ 277 (ph)?

2p+l — (2p+1)'
5 - pour tout E{O;I—ZT} on a:

n+2)1., =(n+Yl, =+ .., =+DI I,

La suite de terme générgh+1)I ., estdonc une constante égale & sa valeur initiale

=21 0, =— " OnON.
2 2(n+1)

Parailleurs,ona 0<l ,<I ,<I| =

n+l | . n+1
<" <1 orlim——= =1 (en utilisant la formule
n+2 | n-en+2

n

_
de récurrence entré, ,, et | )etdonc, d'aprés le théoréme d’encadremeliin —™* =1 c'est-a-dire

e |
DonC'Lzlnﬂln:Inzjln: 4 = 1
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6-t - e étant continue et positive suR* et Ot 21,e™ < e™ etsachantquet — €' est intégrable

sur [];+00[ alors t — e estintégrable surR*
t2 e

Par ailleurs ,* >1+ Xsur R .On en déduit donc en particuliédt [] [O; \/ﬁ],O <l-—<e"et
n

2 v 2
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n
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En posantt =~/nsinudans K., ,ilvient: K, = [(1-sin2u)"vn.cosudu=+/n [(cosu)*" du
0 0

. _\nm

donc d’aprés ce qui précedK | = \/ﬁ

2(2n+2) 2
: " . 1 n" N
t - e est continue et positive suR”™ et T:W’ fonction qui est intégrable et oo
1+ (ESEN
n n
1 +
donc t - ——— estintégrable suR

2
@+5yr
n
+0o +0o 2
Doy eV €= = Ie‘tzdts J'(1+t—)‘”dt:In
@+ )" 0 o
n

Jn

.du, il vient
Ccos?u

En effectuant dand | le changement de variablé = \/ﬁtanu, dt =

w

2 2
| = J- 1 Jn.du :\/HJ.(COSJ)ZH_l.dU:\/ﬁ /S Jm
5 (1+tan2u)" costu 5

+oo

Jn
K, < Ie_tzdt < Ie_tzdt <1, , le théoréme d’encadrement donne alors :
0 0

+00 \/I_T

etdt=—"—
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PROBLEME Il

1 - Soit (x, y) élément de R2 tel que f(x)=f(y) alors od)a— y| < | f(x)—f (y)| =0 doncx=y.
Donc f est injective ,comme elle est continue et définie sur un intervalle ,elle est strictement monotone.

2 - La fonction f étant croissante on sait que soit f a une limite @a soit lim f (x) = +oo

X — +00

Supposons que f converge vers une limite | réelle
Soitx unréel, alorson af (x+1) — f (X) = | f(x+1) - f (X)| > |X+1—X| =1
En passant & la limite dans cette inéquation on obti@rt | —| =1 ce qui est faux donc il y a contradiction
avec I'hypothése et par conséqueim f (X) = +co
X

— +0o

Le méme type de raisonnement tenuero donne lim f(x) = —oo

X — —00

On en déduit que f(R)=R et que f est bijective
3-

a-Onadonc f(a)=aet f(b)<b

Soit g I'application définie sur [a, b] telle que g(x)=f(x)-x

g est continue g(a) = Oet g(b) < Odonc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires , on sait qu'il existe
un réel c sur l'intervalle [a, b] tel que g(c)=0 c’est a dire tel que f(c)=c C.Q.F.D.

b- On a, du fait de la croissance de ff:(c) — f (a) = | f(c)-f (a)| > |C —al =c-a
Or, f(c)=c donc f (@) < aet donc f(a)=a

De méme, f(b)—c= f(b)- f(c) =|f(b) - f(C)| > |b—C| =b-c= f(b) = bce quientraine f(b)=b
Soit x un élément de [a , b], alord (X) —a = | f(x)—f (a)| > |X —al =Xx—adonc f(x)=x

De méme ,b— f (X) :|f(b)— f(X)|2|b—X|=b—X dou f(X)<x

Par conséquent f(x)=x pour tout x de [a, b]

c- Soit g la fonction définie sur R par g(x)=a+ b- f(x)
Dans ces conditions , g est continue et pour tout (x , y) élément d|(g(?x) - g(y)| > |X - y|
Par ailleurs a< f(x)<b=as<a+b- f(x)<b= g([a,b]) O[a,b]

Cette fonction étant croissante et vérifiant les hypothéses de la question b) on a donc pour tout x de [a , b]
g(x)=x soit, pour tout x de [a, b] f(x)=a+ b- x

4-

a- Soit x un réel strictement positif ,alord (xX) — f (0) = | f(x)- f (O)| > |X —O| = X donc
x+ f(0)< f(x)<x
O _ 1) 4

X

On en déduit que pour tout x strictement posiflf+ ——
X

. f(X
D’aprés le théoréme d’encadrement , on a bidim Q =
X — +oo X



Soit (x, y) un élément de R2X < Y alors

f() - F09=[F () - T 2]y =X =y-x= F()-y= f(x)-x

On en déduit que la fonction qui & x associe f(x)-x est croissante sur R et comme elle est majorée par 0, elle
admet donc une limite ent oo

b- Soit x un réel strictement négatif ,alor§ (0) — f (X) = | f(O)-f (X)| > |O - X| = —X donc
x< f(x)<x+ f(0)

f(0) _ f(x
On en déduit que pour tout x réel strictement négaliﬂ-,ﬁ < L <1
X X

\ - S O
D’aprés le théoréme d’encadremedtim ———= =1
X — —00 X

Comme précédemment , on montre que la fonction qui a x associe f(x)-x est décroissante sur R et qu’elle est
minorée par 0 ,elle a une limite err

c-Si A=10 ,alors la fonction qui & x associe f(x)-x ne s’annule pas sur R et comme elle est continue , elle doit
rester de signe constant
Donc ,pour tout x réel soit f(x)<x (cas a) ), soit f(x)>x (cas b))

PROBLEME llI
1-
2 2o
b, = 2 I_Lsmx_dxzz[i}z _r
7T 5 Sinx m 2], 4
2 P Tz n
b, :Z f_i.sinZX.dxzﬂ J.x.cosx.dxzﬂ([xsinx]g - Isinx.dx) =£(7—T+[cosx]§) = 2—ﬂ
7T 5 SinX g m 5 m2 m
2 -
. 1 1
1 @ sin(n+ >)(x+ ) cos(n+5)x
a- =+ ) cosp(x+7) = o =(-1"
2 2sin

ZCO&X
2



. 1 X . 1 X . X 1
sin((n+ =)x——) sin(h+ =)X.cos— —sin—.cosfh+ -)x
(( 2) 2) _ ( 2) 5 5 g 2)

o sinnx _

sinx sinx 2sin> .cos~

2 2
sin(n+1)x COS¢1+})X
Sl-nnX: )% _ )% :%+Zcospx—(—1)n(%+Z(—1)p.COSpX)
sinx 2sin > 2c0s> p=1 p=t
2 2
sinnx 1(1+( 1)”*1)+Zcospx(1+( 1) P
sinx

p=1

c-On a, pour tout entier p>0 :

sin xE gsm X T cospﬁ—
Ip=[ p} I pdx ——smp +—22
o P 2p 2 P
_1Q_1
Sip=2q,ona IZQI%
-p* 1

Sip=2g+1,1
I p=29+ 2q+1 2(2q+1) (2q+1)2

d- On utilise la question b) et on obtient
T

2 2X n+l . n+p+l
ax=— 0j§(1+(—1) Yax+ > (1+ (1)

p=1

X.cospxdx

n
ZZI sinnx
Ty sinx

(SRS Y

b, = T+ (=)™ + 23 L+ ()",

. 2 k Osip=29+1]
Sin=2k+1,b,,,, = 4 Z(1+( I, _Z+7qulzq car 1+(-1)° = {ZSipZZq }et3|S|

22
sin=2k,b, == A+l =—>1,,
I K ﬂ;( (-1 )p n_qZ:(:) 2q+1



3-

Vi
a- La fonction f est dérivable sur}O;,—zT[ O }E, n{ ;sa série de Fourier est convergente en tout point x de ces

intervalles vers f(x)

X
Au point 0 , f admet une limite & droitef:(0") = lim —— =1 et admet une limite & gauche
x-0" SinX

f(07) = —1puisque la fonction est impaire.

X
f(x)-f(0 ): X_S_’Inxzizﬁ,ondéduitque fd'(0+):O
X Xsinx x2 6

On obtient facilement quef; (07) = O pour des raisons de symétrie.

Alors ,la série de Fourier converge vef}s(f (0)+f(07))=0

+

X _m m T
A t— f— Of——llm— Zf () =1 f'(—)=0
u poin > ona f(—)= (2) ermx > g(2) ld(z)
- , 1 n,._n
La série de Fourier converge vers (0 + E) = 2

. . . .3
Au point 71 ,aucun probléme car la fonction est nulle S}JE;—;'I:

b-Ona

= b15|nx+2b2k S|n2kx+2b2k+1sm(2k +1)x sur} j

si x=2 sin2kZ = jitreste by + 3 (1) by, = -
2 2 k=1

sinx

c- (R,) est une suite positive ,décroissante , de limite nulle car c’est le reste d’une série convergente .On a:

T, AL T, A% ()1
W4 é‘”( ' J aTn A

k 2 &1
0= ;( ) (4 nqzzp+1(2p+1)2j é( )_§ pzé(2p+1)2j
0= (-D*R,

k=1



CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES
VOIE B
OPTION MATHEMATIQUES

CORRIGE DE LA DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

EXERCICE |

On applique la formule de Taylor :
P(X+a)= A X+ P(X+.+ 3 B (y
P(X+ay)= RO+ PO X+ 4 BV (3

On sait que les polyndmeB( X), ..., p(m) (X) forment une base de I'espaé®,[ X] des polynémes a
coefficients réels de degré n car ils constituent une famille échelonnée.

Donc (P(X+ag),...,P(X+ g ))forment une base d&,[ X]si et seulement si la matric

1 an aﬂ

estinversible. C'est le cas car son déterminant est un déterminant de Vandermond (non nul si et seulement si les

a; sont deux a deux distincts.

EXERCICE I

1) Parl'absurde :

si A non inversible, alors il existd, ...,A, non tous nuls tels qud;C;+.. +4,C,, =0 (1) ouCy,...,C, sont

les colonnes deéA. Il existe ip tel que pour tout] ¢i0,‘)lj ‘ < ‘)Iio‘ (2)

Alors la relation (1) donnelja 1+..+4 g +..#4 3, =0 d'ou

Aiaij, = -2 Ajaj =

P> < X ‘Aj W ‘S‘Aio‘jz ‘aoj‘ contradiction avec I'hypothése
0 0

i#,

Ao 84,

O faii| > =ay |
i



2
2) Onsait quel,B,...,B™ estune famille an? +1éléments dans I'espace des matrices carrées d’ordre n a
coefficients complexes donc elle est liee. Donc il exidie...,A,, non tous nuls tels que

Agl+..#A B" =0. Soitk le plus petit entier tel quel, # 0 alors A, B +AA B" =0.CommeB
. . L N . . —k=1 41~ = 1 2
inversible, on peut multiplier la derniére équation @rk Ydou Bt = _A_k(/]k+l|+---+/]n2 A").Ce

gu'il fallait démontrer.

00 -2 0 -2 0
3) SoitJ=C(0L0)=|1 O 6 |,alorsJ?=|0 6 -2/=C(00,)
01 0 1 0 6
C(a,b Q= al+ b+ cF
-2 0 -12
J33=| 6 -2 36|=-21+6J
0 6 -2

Donc, par récurrence immeédiatek [0 N, JK OVect | J J?)

Donc commeC "t est un polynéme end , ct OVec( |, J, JZ) doncC™? est de la forme cherchée.

PROBLEME

Partie | ;

L'espace E est euclidien donc pour toute forme linégirele E, il existe un unique vecteur
v/OuOE,¢(U={u v.Alors pour touty OE,{ f(u), y) estune forme linéaire donc il existe un unique vecteur

noté f *(y) telque(f (u),y)=(u, f*(y).

Il reste & montrer la linéarité de I'applicatioh* ainsi définie :

KA (y+ ) =(F(y+ FCYI=Ct X yr)-CEX y-CF)x'y=0

De méme, pour toud réel et pour touty , (x, f*(ay) —af*( ¥y)=({ x ay— & ¢ x y=0.

2) si f* admet comme matrice dans une base orthonorBigdors (B);; est la composante dé*(e;) surle
vecteurg i.e. Bj =<g, f*(§))=(f(p), g»=( § . OUuAestlamatrice def dans cette méme base
orthonormée.

X (Frg* (W= f+9(3 y=C(x( F+9(
3) (X, (AF)*(W)) =<Af(R, Y =(xAT*(Y)

X (feg)* (W =fea(} ¥y=CgXx F(W=CxYge $( )Y
4) Sif(F)OF, OyOF°,(f*(y), ¥ =y, f(R)=0car f(x) OF donc f *(y) OF°
E=FOF°

avec I'égalité des
E=F°OF°°

Inversement, si-° stable, alorsF°° (0 F) est stable parf ** = f et comme{
dimensions, on & = F°°
6) On sait qu’'une matrice et sa transposée ont méme polynéme caractéristique. On a montré que la matrice de

I'adjoint d’une application dans une base orthonormée est égale a la transposée de cette application d'ou la
conclusion.



Partie Il

1) Soit f un endomorphisme normal et sd¥(f) = ag + gy f+...+ g, " alors il est évident que
P(f)oP(f*) =K ) o B § donc P(f) estnormal.

2) Pour tous les sous-espaces propres dendomorphisme normal, il existe un polynéme P tel que ce sev
propre est un noyau d(f) or P(f)(X) =0 = (P(f)(X, R )( )=0 et
(PCE)(X), P(Y =(x R F)o R H( Y =Cx R Jo P HOW=C PH( )x (PN ) X

d'ou (P(f*)(x, R F)( 3)=0

d'ou P(f*)(X =0

f(x) = Ax
3) Soit x ety tels ques f(y) = uy, (f(X), y) =Ax Yp={(xuydou (A-u)Xx,y)=0 et comme
Az U

A% (X, y)=0.
4), 5) et 6) soit(ey,...,€,) une base orthonormee de F sous espace stablé paComplétons cette base par

A D
une base orthonormée,; ,.e,, a)ors dans cette base la matrice ie peut s’écrire :(0 Cj donc celle

t
de f * dans cette méme base s'éc{rittg tOCJ . Comme f est normale, matriciellement (1)

A'A+D'D="AA et ' DD =C'C+D'D alors ()= tr 0'D )= 0= >df = 0= D= 0.
i

A O 'A o
Donc la matrice def dans la base considérée ésot Cj etcelledef * est( 0 tCJ avec A'A=' AA et

'DD =D'D ce quiimplique queF et F° sont stables parf et f * et que les restrictions dé a F et F°
sont des endomorphismes normaux.

Partie Il

a b
1) Soit A= (c dj matrice d’un endomorphisme normal. Alora! A='AA= ¥ - @ =0et(a d(b =0

Si b =c les 2 équations sont vérifiées
a=d

Sib#c,
! {b:—cio

a b a b
d’ou 2 écritures possibles pour A(b dj ou (—b aj avec b non nul dans la seconde expression.

_ ., [cosf@ —sinB) | _ i0
Cette seconde expression peut aussi s'é@ rgme cod sionposea-ib=pe”,0# kt, kO Z

La premiére expression est celle d'une matrice symétrique donc cette matrice est diagonalisable.



2) Par récurrence sur n dimension de E.*

C’est évident si n=1.

On suppose la propriété vraie au rang n-1.

En dimension n, on sait que f admet un sous espace stable de dimension 1 ou 2. En effet, le polynbme
caractéristique de f peut se factoriser en produit de polynémes de degrés 1 ou 2. Si il existe un facteur de degré 1,
on a une droite vectorielle stable par f, sinon, on aura un plan vectoriel stable par f.

Soit F un sous-espace stable par f de dimension 1 ou 2 eFSa#ion orthogonal dan& . On peut alors

appliquer I'hypothése de récurrenceéraet F° : il existe 2 bases orthonormées #eet F° telles que dans

chacune de ces bases f a la forme exigée. Il ne reste plus qu'a considérer la base orthonormée constituée de la
réunion de chacune de ces bases.

3) Le polynéme caractéristique s ‘écrira alorg A (T) =1 (A; - 1k M (T2 —2pj cosg; T+ ,ojz )
[ i

2 00
0 20
00
1 0
\ % =%
4) A est orthogonalement semblabl¢ a \@2 _%




CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES
VOIE B

CORRIGE DU CALCUL NUMERIQUE

PROBLEME

A)
1) Etude def

f (x) est définie continue sup,+o| .

Son domaine de définition est dord = R"

- Dérivée def (x)

£ (9= (xInxX)

- Si )1, |xInx = xIn x
F()=Inx+1: § (X))0

- Si O(x(1 ; [xIn X =-xInx

F()=-Inx=1: f (X0 si x}%

£ 000 si x(
e

Tableau de variation :

X 0 1/e 1 e + 00
f (X + 0 ; 0 + +
1/e + 00
croissante décroissante . croissante
¢ (%) . . croissante e




Lim [XInX| = +o0

X — +oo

Lim|x|n XI =0

X‘)O

Courbe représentative :

3,5

3 /
2,5

()

——y=X

/

- Coordonnées des points (€)(D) :

xIn x| = x
pour x)1, xInx=x
= Inx=1dou x=e

= Premier point d’intersection : A(e,e)

Pour0(x{1, —-xInx=x

= Inx=-1dou x:E
e

= Deuxiéme point d’intersection B(1/e,1/e).
Puisquef (0) =0

= troisieme point d’intersection C(0,0).




2° - Montrons quea unique sur]],e[ telque:f (a)= }
e

Soit I =]i,¢f

f (x) est continue et strictement croissante]ﬂw[ ,

. o . 1
par conséquent il existe umunique sur]],e[ telque:f (a)=~.

e

f(1)=0
f(e)=elne=e

= [u D]O, e[ Oall telquef(a)=u (Théoreme des valeurs intermédiaires)

Ici, on prendu =1/e
= Oa O, d telquef (a) =1/e

Déterminons une valeur approchée a 10_1 pres par encadrements successifs :
Ona:

f (2) =1,38) 0,367

f (1,1)=0,104 0,367

f (1,5)=0.608 0,367

f (1,3)=0,341Q 0.367

f (1,4)=0,47 0.367

Onadonca =13

B)

1° Les valeurs dg, pour lesquellegy ) est constante
Pour que(un Boit constante, il faut quey, = f(Uo) = U,
On obtient :

UO: , uO:e,uO:O

o Ilr



et

20
u,0Jo1/¢

Un+1: f(Un) = ‘Unln Un‘ ! ici f(Un) = _Unln Un

u,= f(uo)<1/e

uOD]O,lle[ et ulD]O,lle[ donc cette relation est vraie poyf et |, ,
Montrons que si elle est vraie poyy elle est vraie pouyy, ., -

Supposons o{U <l
n‘e

sur]O,l/e[, f est strictement croissante donc
fOf(u)Xfl/e

= 0,1/ eln1/¢
=y, Ae

doncsiy, 0]o1/¢, y,.,0]01/€ donc y OJod/d.
Donc on vient de montrer que si la relatiOy _( /eletait vraie pouyy_elle était vraie
pour .., donc elle est vraie pour touthN .

Un+1_ Un = Unln Un

or, o(uné

~U,

Un+1_Un = _Unlnun_un = _un(lnun+1)

—u,<0 et Iny +X0 donc y .,-u.,0

Sur ]O,l/e[ , (U,) estcroissante et I'on vient de montrer qu’elle est bornée (majorée
minorée) donc elle est convergente et a pour limite :

L|mUn _g

n- +oo



30

u,C Jell

- Encadrement de),
1
E<u0<1

1
= Ing<lnu0<ln1

1

< _UOlng> ~U"Uy ~U,IN1
= OULUo

u,0 I7eq, donc,y, = f(y,) O f (/e
Surfi/e], f décroitdoncfli/el0]o1/d doncyy,0]o1/ €

On se retrouve des le rang 1 dans le cas précedent, on aurggleesdvers

4) U,=1
= f(yy)=f@®=0
La suite est « constante » si on pose par prolongeniédX=0.

5)
u,0al  F@)=1e

f croit ainsi quey
u,0 fLa)=[01/€]

On se raméne au cas n°1igt apourlimitel/e .

1l/e



6)
w0 f(a.e)=hied

Si ulD]lle,J[ alors |y tendversl/e

siu, 0L, yyce
Siln, y.re, U,.,=Ff)e ouicar

-siy, OJo.al, f )/ ee
-si U, D]a,e[, on revient au cas

uOD]a,e[ et y,<e
donc Xy (e

Montrons queyy,<U,

Montrons donc quer (U XU, surla.d

f(Uy) =Uo"U,

f
U, ]a, e[ = % =Iny,(Ine donc f(y,{u,doncy, U, -

0
u,Ole.d=y,01/ee

Si u1D]1/ el], alors U, tend vers 1/e, cela nous ramene au cas 1.
Si ulﬂ]La] , alorsy _tend vers 1/e, cela nous ramene au cas 1.

Si ulD]a,e] yalors Y, Uy -
Par recurrence, siin telquey [ ]1/ e, a], u, tendvers|
si On,y, D]a,e[, la suite est bornée décroissante donc elle converge.

La seule limite possible e$t=1/¢e
(La suite sort dda,d & partir d’un certain rang.



) Uye
Montrons quelJnﬂ - Un 2 2(Un - Un—l )
= Uy~ U, 22U, ~ U

= f (Un) - 2lJn 2 f (Un—l) - 2lJn—l

Or u.) U, car la suite est croissante.

Montrons quef (u) — 2u croit sur Je,+o|

f(u-2u=ulnu-2u=u(lnu-2)=Inu-2+1=Inu-1

f'(u)>0 si Inu)l donc siuye
Donc, Ou)e, f (u) — 2u est croissante

DonC Un+1_ Un 2 Z(Un - UH—l) (qud)

Notonsvn U, U Vn>0 , 0n

On a montré quay  2\/.

Vn+l

Vi
divergente.

=

Y2, c’est une suite de termes positifs, croissante, non bornée donc



EXERCICE

1)
- Si A et B sont inversibles alors, il existe’at B tels que AA'= A*A = |
etBB'=B'B=1.
= AB*B A= ABB)A'=AIA = AA™=I, donc AB est inversible et (ABFB A"

- Si AB inversible alors il existe (AB) tel que : AB*(AB)'=(AB)*AB-=I
= AB*B A= AA=|, avec (AB)'=B'A™.
Donc A est inversible si (AB) est inversible avec (ABB*A™. .

La démonstration est identique pour B.

2) (A= (A7

A est inversible si Rest inversible
1) Supposons A inversible, donc A&A A=

Soit AP= A*A*... *A (p fois)
APE(AP) = (A*A* . *A)¥(A AT AT
(p fois) (p fois)
Par associativité des matrices, on obtient :
APE(AP) = (A*A* .. *(A*A H*Ax AT
— Ap—l(AA-l)(Ap-l)—l:Ap—lI(A p—l)—l
et de proche en proche Akl

donc A*(AP)*=I, donc A’ est inversible.
Comme l'inverse d’une matrice est unique, on &(AP)*=AP*(A 1)P=|
Donc (A)*=(A™)P



2) Supposons Ainversible, alors A(AP)'=(AP)*AP=|
Montrons que si Ainversible, At inversible

Developpons A<(AP)™*

AP (AP IAAPKAPYIA = AAPK(A HPA L= A(A*A* . AA)KA A *ATDHAT
(p fois) (p fois)
= (A*A*A* L A)KA AT AATIA ) = AP AP
(p+1 fois) (p+1 fois)

Si AP est inversible, alors &' est inversible donc c’est vrai pour tout p, c’est vrai pour p=1
donc A est inversible.

Donc A est inversible, ainsi que A.
Et pour que A soit inversible, il faut que®A pO N* soit inversible.

3)

cos? sin@ 0
A =| -sin@ cosf 0

0 0 1
cosze‘sinze cosdsing +sindcosf 0
A’ =|-sinfcosd-sinfcosd  coa b -sin @ 0

cos26 sin28 0
A =|-sin28 cos28 0O
0 0 1



Supposons :

cosné@ sinn@ 0
A" =|-sinnd cosnd O
0 0 1

et démontrons que A vraie

cosndcosf —singdsinnd .cosn@sin@ + sinnd cos? 0
A"™=A"* A =| —sinn@cosd -sindcosnd .-sinndsind +cosnfcosd 0
0 0 1

Or cos(atb) =cosacosb-sinasinb

donccosf@ +8) =cosfh +1)@ = cosndcosd —sindsinnéd
de méme,

sin(a+b)=sin a cos b + sin b cos a donc,

sin(n@ + &) = sin(n + 1)@ = sin@cosné —sinné cosd

donc
cosf+1)8 sin(n+1)& 0
n+l

A =|-sin(h+1)d cosh+hF O
0 0 1

donc A" est vrai.

4)

cos(6) = cosd

A =|sind cosf 0| car| . _
sin(-6) = —-sin@



2 2
cos & tsin &

—cosgsing +sindcosf

A A =|—sinfcosd+sinBcostd e 8 +sin O
0 0
100
doncp o =|0 1 0=
0 01
5) Si (AN existe, alors (&) (A") =l
cosy —-siné 0
(AH'=|sing cosd 0
0 0 1
Admettons (A)*
cond —-sinné 0
(A" '=| sinn@ cosné 0
0 0 1
cosfh+1)8 -sin(h+1)&
et démontrons(A%)™*=| sin(n +1)8 cosf +1)0
0 0
(An+l)-l - (An *Al)-l - A-l* (A n)-l
cosfd -sind O cond -sinnd O
sind cosd O|* |sinng cosné O
0 0 1 0 0 1

0



cosgcosngd —sindsinngd -—cos@sinnd —sin@cosné 0

=| sin@cosn@ +sinndcosd  —sin@sinnd +cosndcosd 0
0 0 1
cosf+1)8 -sinh+)8 O

=|sin(h+1)8 cosf+1)@ 0| donc (A" est vraie.

0 0 1

Si (A" existe alors (B)*( (A" =l
Vérification :

cosné@ sinnd 0 cosn@ -sinn@ 0
(AM* (A" '=| -sinn@ cosn@ O|* |sinn@ cosnd O

0 0 1 0 0 1
cos NB +gipn @ — cosn@sinné +sinndcosné 0
=| —sinndcosné +sinndcosnd cos,zn‘9+sin2n3 0=
0 0 1
100
01 0|=I
0 01

donc (A")* existe.



