AVRIL 1998

CONCOURS DELEVE INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES

VOIE B Option Mathématiques

CORRIGE DU CALCUL NUMERIQUE

PROBLEME N°1

1)Ona:
Sh-Si=1/P>0

donc la suite est croissante et on a la majoration :
Sh< 1+ ;" dx/xX°

Le membre de droite est fini car I'intégrale est convergentg) €St une suite croissante et
majorée donc convergente. Sa limite est la somme de la sér,8 Hi*<+w

2)Ona:

i+ dx® = 1% 1/(i+1)/4
= [(i+2)*i*)/[4i%(+1)]
= [1+4i+6P+4P)/[4i*(i+1)"] < 1/i°

De méme:

[z dx/x® = [1/(i-1)* 1/i%)/4
= [i*- (i-1)*)/[4i*(i-1)"]
= [-1+4i-6%+4%)/[4i4(-1)" = 1/i°



3.1) D'aprés 2) on a fR=X"ns1 i° < I dx/xC < 1/4r

3.2) Pour approximer S avec 5 décimales exactes, il faut garder pour chaque terpjebde (S
décimales.

3.3) Comme:
S- S, = R, < 1/4rt,

on peut approximer S par, &vec une précision inférieure & 1#4n

3.4) Pour calculer S avec 5 décimales exactes, il faut que :
1/4n'< 10°,
c'est a dire 410", soit re10°%/4"“. Dol n=13.
41)0na:
[oa1™ dXIC < Ro < [ dx/IxX® < 174,
c'est adire
1/4(n+1f< R, < 1/4n"

4.2) Si on approxime Rpar (M,+m)/2, la valeur approchée de S egttSR,= S;+(Mp+m,)/2,
c’est a dire que S est encadrée pgtr§, et S+M,,.

4.3) La précision de I'encadrement en tenant compte des arrondis sur les termeesielSfois
supérieure a celle obtenue en n’en tenant pas compte.

4.4) 1l faut choisir n de facon a ce que Sn{&,) < 10°. Or (S- ) < 1/4rfet
I'encadrement de Rmontre que

-Rn < -1/4(n+1}.
Onadonc:
(S- S)-Rn < 1/4n*-1/4(n+1}
Comme on a 1/4h1/4(n+1)< 1/(n+1), il faut choisir n tel que

(n+1P< 10°, c’est & dire n+210, ou encore ¥9



4.5) On calcule S de proche en proche comme dans le tableau suivant :

Valeur approchée

i 1i° 1/4(n+1)" 1/4n* S, Rn 5= S, + R,
1 1,000000 0,015625 0,250000 1,000000 0,132813

2 0,031250 0,003086 0,015625 1,031250 0,009356 1,040606
3 0,004115 0,000977 0,003086 1,035365 0,002031 1,037397
4 0,000977 0,000400 0,000977 1,036342 0,000688 1,037030
5 0,000320 0,000193 0,000400 1,036662 0,000296 1,036958
6 0,000129 | 0,000104 | 0,000193 | 1,036790 | 0,000149 1,036939
7 0,000059 | 0,000061 | 0,000104 | 1,036850 | 0,000083 1,036932
8 0,000031 | 0,000038 | 0,000061 | 1,036880 | 0,000050 1,036930
9 0,000017 | 0,000025 | 0,000038 | 1,036897 | 0,000032 1,036929
10 0,000010 | 0,000017 | 0,000025 | 1,036907 | 0,000021 1,036928
11 0,000006 | 0,000012 | 0,000017 | 1,036914 | 0,000015 1,036928
12 0,000004 0,000009 0,000012 1,036918 0,000010 1,036928
13 0,000003 0,000007 0,000009 1,036920 0,000008 1,036928
14 0,000002 0,000005 0,000007 1,036922 0,000006 1,036928
15 0,000001 0,000004 0,000005 1,036923 0,000004 1,036928




PROBLEME N° 2

1)Ona:
P’(x)=3x2+3>00x

donc la fonction P est strictement croissante sur R, et donc sur le segment [0 ;1]. On en déduit
gue P est bijective et comme P(0)=-2<0 et P(1)=2, il existe un unique réel s de [0 ;1] tel que
P(s)=0

2) Il est facile de voir que :

PrA(X) =x+AP(X) =X = AP(X)=0

= AP(X) = 0 puisque\ est non nul.

3.1)

174(X) = X-(x*+3x-2)/4

= (-x3+x+2)/4.

La dérivée est :

¢’ -14(X) =(- 3x3+1)/4

qui est positive dans le segment [¥3/;1N3]. D’'ou le tableau de variation :

X -1 -1N3 1N3 2

¢’ _1/4(X) - 0 + 0 -

¢.1/4(X) 1/2 1 1 ! -1
1,0 -

05 1,0 15 2,0

_1’5 J



3.2) Comme la fonctio.y,4est continue, elle est bornée pour tout x dans [0 ;1].

donc la suite (§) est minorée. Pourge0.6, la suite est décroissante donc convergente et sa limite
p vérifie p = ¢.14(p) soit PP)=0, c’est a direp est égale a la racine s de P compris entre 0 et 1.

3.3) Pour passer de a w1, on procéde de la maniére classique suivante :
a)On trace la droite y=x {¥bissectrice des axes)
b) On détermine sur le graphique I'imadig,4(u,) de u, que I'on projette sur I'axe Oy.

C) W41 N'est autre que le symétrique de cette projection par rapportééelaiésectrice, c'est a dire
le point de Ox qui a pour abscis$q,4(un).

3.4) On obtient par récurrence les termes de la sudecamme dans le tableau suivant en
utilisant I'expression deu

Un
0,6000000
0,5960000
0,5960728
0,5960716
0,5960716
0,5960716
0,5960716
0,5960716
0,5960716
0,5960716

O |IN[oo|jo [~ |W N[k |O (D

On voit que Yy a 6 décimales exactes a partir du ragg13 et = 0,596 071 avec 6 décimales
exactes.



4) On a P’(x)=3x2+3>Q1x, d’ou le tableau de variation de P :

X -1 2
P'(x) +
P(x) -6 1 12
12 |
Droite AB,
, B, Tangente
’ 7
‘ ‘ I
-1,0  -05 c%as 10 15 20
-8

5.1) [P(1)-P(W)]/(1- vy) n'est autre que la pente de la droite qui passe par les points Adet B
courbe représentative de P qui ont pour coordonnées : A[1, P(1)]\wst,BP(w)]. Cette droite a
pour équation :

y- P(Vn) = (X- v )IP(1)-P(W)]/(2- Vi)
Cette droite coupe I'axe Ox au point d’abscisse
X = Vn- P(W)(1- vn)/ [P(1)-P(w)]

obtenu en faisant y=0 dans I'équation de la droite. On passe doncadeM de la fagcon
suivante :

a) on trace le point Bde la courbe représentative de P qui a pour coordonnéad?(v,) et la
droite qui joint A et B.

b) vn+1 n'est autre que lintersection de cette droite avec I'axe des abscisses OX.



5.2) On obtient par récurrence les termes de la suipdecobmme dans le tableau suivant, en
utilisant I'expression deqpet de P(v):

Vn P(Vn)
0,6000000 | 0,0160000
0,5967742 | 0,0028574
0,5961973 | 0,0005109
0,5960941 | 0,0000914
0,5960757 | 0,0000163
0,5960724 | 0,0000029
0,5960718 | 0,0000005
0,5960717 | 0,0000001
0,5960716 | 0,0000000
0,5960716 | 0,0000000

© |0 [N[o|o |~ |Ww (N[O |

5.3) On voit que ya 6 décimales exacte a partir du raRgrb et b= 0,596 071 avec 6 décimales
exactes.

5.4) On constate que la suitgsonverge vers la racine de P compris entre 0 et 1, ce qui est
prévisible car la suite converge vers une limitqui vérifie forcément I'équation de récurrence
définissant y, c’est a dire :

v=v-PWV)(1-v)/ [P(1)-P)] « PV)=0

etv n’est autre que la racine de P compris entre O et 1.

6.1) P’(w,) est la pente de la droite tangente au poigi/B, P(w,)] de la courbe représentative de
P. Cette droite tangente a pour équation :

y- P(Wh) = P’(Wp)(X-wWn )

et coupe I'axe Ox au point d’abscisse x 7-WP(W,)/P’(wy) en faisant y=0 dans I'équation de la
droite. On passe donc de, & W1 de la fagcon suivante :

a) on trace le point Bde la courbe représentative de P qui a pour coordonngetsR(w,) et la
droite tangent a la courbe P au point B

b) w,+1n’est autre que l'intersection de cette droite tangente avec I'axe des abscisses Ox.



6.2) On obtient par récurrence les termes de la suifed@mme dans le tableau suivant en

utilisant I'expression de wy de P(w) et de P(w):

Wn)

P'(Wn)

P(Wn)

0,6000000

4,08

0,0160000

0,5960784

4,06592849

0,0000276

0,5960716

4,06590419

0,0000000

0,5960716

4,06590419

0,0000000

0,5960716

4,06590419

0,0000000

0,5960716

4,06590419

0,0000000

0,5960716

4,06590419

0,0000000

0,5960716

4,06590419

0,0000000

0,5960716

4,06590419

0,0000000

© |0 (N[O |0 |~ ]|Ww ([N |- |O |5

0,5960716

4,06590419

0,0000000

6.3) On voit que wa 6 décimales exacte a partir du rang-r2 et w,= 0,596 071 avec 6 décimales
exactes.

6.4) On constate que la suitg wonverge vers la racine de P compris entre O et 1, ce qui est
préevisible car la suite converge vers une limitgui vérifie 'équation de récurrence définissant
W, c'est a dire :

w=w- P)/P’(w).

etwn’est autre que la racine de P compris entre O et 1.

7) On constate que la suite (xconverge plus vite que la suite,juqui elle-méme converge plus
vite que la suite (y), résultat classique en analyse numeérique.
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PROBLEME N°1

|

1. Pour tout V' = (x,y), on définit N1(V) = |z| + |y|.

Il est clair que pour tout V' de R?, Ny (V) > 0.
Soit V' = (x,y). Si Ny (V) =0, alorsz =y =0 d’ou V = 0.
Soit V= (z,y) et \€ R On a:

Ni(AV) = [Az] + [Ay| = [Ale] + [Mlyl = [Al(2| + [y]) = [AIN (V).
Soient V = (z,y) et V' = (2/,¢'). Alors :

Ni(V+V) =z +2 |+ y+ 9| < |lz|+ 2| + [y + |v] = No(V) + Ny(V).

N; est donc une norme sur R?.

2. On vérifie de méme pour la fonction définie pour V' = (z,y) par N (V') = sup (z, y).

o YV € R2, Ny(V) > 0.
e Il est clair que si Noo(V) =0, alors V' = 0.
e Soit V= (z,y)et A€ R Ona:

Noo(AV) = sup (|Az], |Ay[) = |A|sup (|2, [y]) = [A[Noo(V).
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Figure 1: Sphére unité S;

e On rappelle la propriété sup(a + b, a’ +b') < sup(a, b) + sup(da’, b').
Soient V' = (z,y) et V' = (2',¢/) :

Noo(V+ V') = sup(|lz+2'],ly+¥])
< sup (2| + 2], ly| + |y'])
< sup (||, |y]) + sup (|2'], |¥']) = Noo(V)) + Noo(V').
3. sup (|2, |y|) < |=| + |yl et |z] + |y| < 2sup (|z], |y|). Donc :

Noo(V) < N1 (V) < 2Noo (V).

4. On prouve que A = 1 et B = 2 sont bien les nombres recherchés par des vecteurs
réalisant les inégalités.

e Pour V= (1,0) on a Ny (V) =1et Noo(V) =1.
e Pour V= (1,1), on a N1(V) =2 et Noo(V) = 1.
5. (1) Pour V = (z,y), on peut écrire :
V = (z,0) + (0,y) = z.(1,0) + y.(0,1).
L’inégalité triangulaire pour N permet d’écrire :

N(V) < [2[N(1,0) + [y[N(0, 1),
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Figure 2: Sphére unité S,

Par conséquent :
N(V) <sup (|z/, [y|) (N(1,0) + N(0,1)) = BN (V),

avec = N(1,0) + N(0, 1).

N étant, on a, par définition, YV € R*, N(V) > 0 et N(V) = 0 si et seulement
si V'=0. Donc VV # 0, N(V) # 0. Comme 0 ¢ S, on en déduit :

VV € Sy, N(V)>0.

On admet qu’il existe au moins un vecteur 1, € S, tel que pour tout
V€ Swy, N(V) > N(Vp). D’aprés ce qui précede, N(Vy) > 0 donc en posant
v = N(Vy) on obtient le résultat escompteé.

Pour V' # 0, € Sw. Donc :

1< () <

v
Noo(V)

Par suite :
YV #£0, YNoo(V) <N (V) < BN&(V).

Pour V' = 0 cette inégalité est évidemment réalisée. Finalement :

VV, aNo(V) < N (V) <BNL(V), avec a=r.



6. D’aprés la question précédente, 3 a, o/, 3, 5" # 0 tels que pour tout V' :

N (V) < N (V) < BNy(V)
{ &' Noo(V) < N'(V) < B'Neo (V)

On vérifie alors facilement que :

SN) £ NW) < V),

. csy , a
ce qui est la propriété demandée avec a = — et b =

14
o

7. Pour V = (z,y), on définit H(V) = sup |z + ty|.
t€[0,1]

o YV e R, H(V) > 0.

e Si H(V) =0, alors Vt € [0,1], |z +ty| =0. Pour t =0 on en déduit z = 0.
Par suite pour ¢t = 1 on trouve y = 0. Donc V' =10

e Soit V = (z,y) et A € R. Pour tout ¢t € [0,1], on a |z + tAy| = |||z + ty|
donc H(AV) = |A|H (V).

e Soient V = (z,y) et V' = (2,3y'). L’inégalité triangulaire pour le module
permet d’écrire :

HV+V) = sup z+a' +ty+9) < sup (jo+ty| + o' + 1))
te[(]’l} tE[O,l}

En utilisant que le sup de la somme de deux fonctions est inférieur a la somme
du sup des deux mémes fonctions, on trouve :

H(V+V')< sup |z +ty|l+ sup o' +ty'| = H(V)+ H (V).
t€0,1] t€[0,1]

1
8. Soit H'(V) = / |z + ty|dt pour V = (z,y).
0

e Il est clair que pour tout V de R?, H'(V) > 0.

e Soit V tel que H'(V) = 0. La fonction ¢ — |z + ty| étant continue et positive
sur [0, 1], son intégrale est nulle si et seulement si c’est la fonction nulle. Pour
t =0, on en déduit x = 0. Par suite on tire y = 0 pour t = 1 et donc V = 0.

e Enfin, il est clair par linéarité de l'intégrale et du fait que le module est une
norme sur R que pour tout vecteur V et tout réel A\, H'(AV) = |A|H'(V) et
pour V et V' dans R?, H'(V + V') < H' (V) + H'(V').
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Figure 3: Sphére unité S

0.5




9. Il est clair que :
vV, H'(V)< H(V).

De plus, on se rend compte graphiquement que la sphére S’ contient la sphére centré

en 0 de rayon 3 pour la norme H. Donc :

vV, —H(V)< H'(V).

Finalement :

vV, H' (V)< HV)<2H'(V).
H(1,0) = H'(1,0) = 1 donc le vecteur (1,0) réalise ’égalité de gauche.

1
H(0,1)=1et H'(0,1) = 3 donc le vecteur (0, 1) réalise 1’égalité de droite.

PROBLEME N02I

Premiére partie

1. On a pour tout k dans N* :

1 1
vVt € [k, k+ 1], —Sgﬁ

1
k+1 kE

Comme l'intégration sur une intervalle croissant conserve le sens des inégalités, en
intégrant sur [k, k + 1], on trouve :

1 /k“dt 1
— < — < =
E+1— ), t —k

2. En sommant l'inégalité de droite sur k£ variant de 1 a n, on obtient :

a1
/ — < —-.
Lt Tk

En calculant alors I'intégrale de gauche, on trouve :

"1
In(n+1) SZE.
k=1

ol



En sommant maintenant I’'inégalité de gauche sur k£ variant de 1 & n—1, on trouve :
< 1 " dt
2=, T
k=2 2
Le calcul de I'intégrale permet alors d’écrire :

Xn:l <Inn.
k:2l€

En rajoutant 1 aux deux membres de I'inéquation ci-dessus, on tire donc :

” 1<1-|-lnn
E 7 S )
k=1

Finalement, on a bien I'inégalité demandée :

In(n+1) <
k=1

<1+ Inn.

| =

3. Comme liril In (n 4 1) = +o00, on déduit de 'inégalité précédente que :
n—-+0o0

n
. 1
Jim Zk_l 5= T

Toujours a 'aide de la méme inégalité, on trouve :

1+1Inn

11
0< — —<
_n:1k_ n

1+1
Or lim thmn 0, donc :
n—-4o00o n

Deuxiéme partie
1. (a) L’inégalité triangulaire pour le module permet d’écrire :

1 n 1 n 1 P n
ﬁZak §52|ak|:ﬁ<2|ak|+ Z |a/k|>
k=1 k=1 k=1

k=p+1




Comme a,, — 0, on peut affirmer que pour tout £ > 0, il existe un entier p tel
que pour tout n > p, |a,| < 3" Cette propriété injecté dans I'inégalité ci-dessus

donne :

qui est le résultat demandé.

(b) p étant fixé, on a :
p

) 1
Jim oD lal =0

k=1

On en déduit 'existence de N > p tel que :
1 < €
VYn >N, — < -

En remplacant cette inégalité dans celle de la question précédente, on trouve
que pour tout n > N :

1 n
O
n

k=1
Enfin, € a été fixé arbitrairement. On a donc montré le résultat demandé :

n
1
5 2 a
n
k=1

<6+6—6
2 2

lim =0.

n—-+00

2. En posant a,, = b, — b et en utilisant la question précédente, on obtient :

=0,

ce qui prouve que :

3. La suite pu,, = (—1)" est divergente car (par exemple) |u,+1 — f1,| = 2 qui ne tend
pas vers 0.
n
Z i vaut -1 si n est impair et 0 si n est pair. Dans tous les cas, on a donc :
k=1

1
<=
n

1 n
ﬁ;ﬂk




4.

Il est clair alors que :
n

%Z/ﬁk

lim =0.
n—-+0o

La suite (uy) est donc convergente en moyenne.

On a montré qu’une suite qui converge est convergente en moyenne mais que la
réciproque est fausse!

(a) On a vu que la convergence entraine la convergence en moyenne. Puisque
n

1
dp — ¢, on a également — Z 0p — C.
n

k=1
n
.1 Cn+1 — C1 Cnt1 — C1
Mais — E 0y = — don¢c ——— — ¢.
n e~ n n
P Cn+1 C1 P N
On en déduit alors que —=~ — ¢, car — — 0. Cela équivaut naturellement a
. n—+1 n
= e
n

(b) u; = g et U,y = sinu,.

i. Par une récurrence immédiate, on montre que pour tout n >, u, € [0, 1].
Or, il est connu que :

Vr € [0,1], 0<sinz < z.

On a donc :
Vn>1, 0<upyr < up.

La suite (u,) est donc décroissante et minorée par 0, elle converge donc
vers [ € [0, 1].
Comme la fonction sinus est continue et que 0 est la seule solution a
I’équation sinx = z, on en conclut que [ = 0.

ii. u, tend vers 0 quand n — 4o00. On peut donc utiliser les développements
limités au voisinage de 0. Soit r < 0.

r
n

3 r
= (un — % + 0(ui)> —ul

= ul <<1—%§L+o(ui)>r—1>

2

= <1 —r% +o(u?) — 1)

ul o —ul = (sinu,) —u



Pour r = —2, on trouve donc :

1 1 1
e 1)

2
Up, Uy 3

1 1
iii. En posant ¢, = —, on déduit de la question 4.(a) que ¢, — 3 Par suite
un

3 3
u? ~ — et comme u, > 0, finalement u,, ~ \/j
n n
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EXERCICE I

f(zx) :/l 3t3t— 1dt.

1
1. La fonction — n’est pas définie pour x = 0 donc 0 ¢ Dy.
x

e Six < 0,iln’y aaucun probléme de définition de 'intégrale car le dénominateur
est défini, ne s’annule jamais et l'intervalle d’intégration reste borné.

1
e Siz >0, 1 est dans l'intervalle [—, x} (pas forcément ordonné). Or :
T

/ i 1
VB-1 Yi-DE+trl BE-1)

quand t — 1,

dont l'intégrale converge en 1.

2. Soit la fonction g définie par :

Par les mémes arguments que précédemment, il est clair que D, = R. Montrons
que g est dérivable sur R\{1} et calculons sa dérivée.

e Si z < 1, il n’y a aucun probléme de définition de l'intégrale. La fonction

xz
VB —1

t—

étant continue, g est donc dérivable en = et ¢'(x) = e
x p—



2 x
t t
e Six > 1, on écrit g(x) = dt—l—/ dt.
9(x) A T T

L’intervalle (non forcément ordonné) [2, z] ne contient pas 1. A nouveau, il est
facile de conclure que g est dérivable et que ¢'(z) = T
x —

On obtient donc :
Vo e R\{1}, ¢(2) = ———.
x3—1

On écrit maintenant :

x 0 1
0= [ gempir+ [ gamgt=oa-9(5).

En utilisant les formules de dérivation des fonctions composées, on trouve :

/ / 1 / l . T 1

RO, 110 =d0 50 (1) = gyt
x —_——

.TS

Tout calcul fait, on trouve :

, @ =1 V(2% —1)°
e A G A=

[ est continue sur R\{0, 1} et on a clairement :

lirq f'(z) =0.
f' est donc prolongeable par continuité en 1. On sait alors que f est dérivable
en 1 et que f'(1) = 0.
f est donc dérivable sur R* et :

x3—1

vrER\(01} [@)= oo et [(1)=0.

+oo t
3. Soit a = : —1|dt.
A (Wﬁ—l >

On a déja vu que cette intégrale convergeait en 1.

En +o00, on peut écrire :

! 1 1 ! E 1~1+ ! + ! 1 ! + !
— = _— —_ ~J _ 0 —_ —_ = — [0} —_ s
V13 — 1 t3 3t3 t3 3t3 t3

ce qui prouve également la convergence en +oc.

Comme 1 et 400 sont les seuls problémes, 'intégrale a est convergente. On montre
de maniére analogue que b est convergente.



4. On écrit :

f@) -z = / \/_dt—/dt+—
:/(\/ﬁ )dt+1

* 1
Or lim ( t —1>dt:aet lim — =0.

T——+00 \?/tigj r—+00 I
Cela prouve donc que :
lim f(z)—x=a,
r——+00

ce qui montre que = + a est asymptote & fen + oc.

On montre de méme que x + b est asymptote & f en —oo.

3/(13 _ 1)2
5. f'(x) = % Il est donc clair que [’ est positive. f est donc croissante
x
sur R*.
v t
L’intégrale a est convergente et lim ( = — 1) dt = —
z—0F Vi3 — 1
De plus :
v 1
lim 1.dt = lim (x — —) = —00.
z—0t J1 z—0t T
Donc :
lim f(z) = —co.

De la méme facon :
lim f(x) = +o0.

z—0~
Enfin f(1) = 0 et f/(1) = 0. On a donc un point d’inflexion en (1,0) (car f est
strictement croissante).

On a alors tous les éléments pour tracer le graphe de f.

PROBLEME n’1
) 1 1
1. Pour n > 1, on définit u,, =1+ -+---+ — —Inn.
n

2
Lot
nyi{il— .
n-+1 n+1

Unp+1 — Up =



Pour tout x > —1, In(1 + z) < z, donc z + In (1 — ) < 0. On en conclut que (u,)

est décroissante.
On constate également classiquement que pour tout £ > 1 :

~ | =

1
vt € [k, k+ 1], 72

1 k+11
> -,
TSI

et par suite, en sommant sur k variant de 1 a n :
1 1 " dt
1+=-+--+-2> — =Inn.
2 n 1t

On en tire pour tout £ > 1 :

Cette derniére inégalité prouve que wu, > 0 pour tout n > 1.
(uy) est donc décroissante et minorée par 0. Il existe donc 0 <y <1 tel que

v= lim wu,.
n—-+o0o

2. On définit la fonction f par :
1

vt elo,1], f(t) = % it

On peut écrire :
1 t
t 1 t)y=-(1+——-|.
el 0= (14 0q—)
En développant le In & 'ordre 2 en O :
t t 1 14 t n t
= = — = — — [0} — .
In(1—1t) . t2+ t2 1+3+0 t 2 2
2 "7\ 2 2 2

On a alors :

f(t)z%(%%—o(%)) :%4—0(%) quand t — 0,

ce qui montre que :
) 1
i £(8) = 5
Par ailleurs, lim In (1 —¢) = —oo. Donc :
t—1-
lim f(t) = 1.
t—1—

Finalement, on peut prolonger f par continuité sur [0, 1] en fdéﬁnie par :

vt E]Ov 1[7 f(t) = f(t),



3. Soit I = /lf(t)dt.
0

En posant t =1 — e~ qui est bien un changement de variable bijectif, on trouve :

0 +o0 —u —u_ 1
I= f(l—e e "du= / ‘ (1 + £ ) du.
0

Yoo 1 —ewu u
) i e —1
On a donc bien la forme recherchée avec h(u) =1+
u
+o0 —au _ ,—fu
(a) Soit / SR
0 u
e—ou _ e—,@u ]
En(0, ——— ~ 3 — «, il n’y a donc pas de probléme.
u

En +o00, la décroissance rapide de ’exponentielle vers 0 fournit la convergence
de I'intégrale.

Il est clair que :

+oo —au _ ,—Bu X pmau _ 1 X e=hu _q
/ £ "% du= lim </ SR —/ egdu) .
0 U X—+o0 \ Jo U 0 U

En faisant les changements de variable v = au dans la premiére intégrale et
v = [u dans la deuxiéme intégrale, on obtient, :

X —au X —ﬁu _ aX —Uu __ ﬁX —u __
1 1 1 1
/ eidu — / eidu = / ¢ du — / ¢ du
0 u 0 u 0 u 0 u
aX —U ﬂX 1
= / e—du+/ —du
gx U ax U

aX _—u
= / 6—du—i—lné.
B

x U o

—u

+oo
La convergence de l'intégrale / ——du permet d’affirmer que :
1 u

aX e U

lim —du = 0.

On trouve finalement :




Remarquons que, pour tout n € N*,

e U efu(l e efnu) B Zn:eku N 67(n+1)u
l—e™ l—e B —

En remplagant cette expression dans 'intégrale, on trouve :

+o0 n e—(n—f—l)u e % — 1
I = —hu 1 d
/0 (Z ¢ + 1—e ( + U ) “

k=1

+oo +oo ,—(k+1)u —ku +oo ,—(n+1)u
o—hu e —e e

400 e—(n-l—l)u
= 1 —h(u)d
; an+1 /0 ol

n

1 +o00 (n+1)u
= ——In(n+1)+ / h(u)du
0

k 1—e v
+oo€—(n+1)u
= u,+1 ——h(u)du.
" +nn+1+/0 T u)du

Soit maintenant la suite .J,, définie, pour n > 0, par :

1 —e

+o0 67(n+1)u +o0 e~ U
I :/ h(u)du :/ e " h(u)du.
0 0

h étant une fonction positive, on peut écrire, pour tout o > 0 :

1 e—(n+1)u ~+o0 e—(n—f—l)u
Jp = / — h(u)du+/ h(u)du
0 6

1—e 1 —e @

0 e U +00 e U
/ —h(u)du + e ™ / — h(u)du
0 é

1] —e 1 —e

IA

IA

5 ou
/0 . e_uh(u)du +e™™].

1 —u
e

I étant convergente en 0, on sait que lim

-0 Jg 1 —e @

g9 > 0 donné, il existe dy > 0 tel que :

) e U
/ —h(u)du < &.
0

1 —e @

Comme liril e~ — (), il existe N, tel que 'on ait :
n—-+0oo

Vn > Ny, e ™0] < g,.

1—eu’

h(u)du

h(u)du = 0. Donc, pour



Donc il existe N, tel que 'on ait :
Vn > Ny, J, < 2g.
g0 > 0 ayant été fixé arbitrairement, on a en fait montré que lim .J, = 0.

n—-+0o00
Or on avait montré que :

I =u,+1n

I
n+1+

En faisant tendre n vers 'infini dans cette expression, on trouve finalement que

I = lim wu, =~ qui est ce que 'on devait démontrer.
n——+00

PROBLEME n02I

Question préliminaire : S,(x) est impaire et périodique de période 2w, on peut donc
restreindre 1'étude sur [0, 7].

1. Pour n € N*, on note f, :

(n+1)t . nt
cos ———sin —
Vt €]0, 7], falt) = 22
sin —
2
(a) Tl est clair que PH(]) fa(t) =n. f, est donc prolongeable par continuité en 0.

(b) On a:

n

] 1 — eint )
§ ezkt — : ezt
1—et

k=1

(eit _ ei(n+1)t) (1 _ e—it)
2(1 — cost)




En prenant alors la partie réelle de I’expression ci-dessus, on trouve :

t . 1
cos (n+ 1)~ sin ng

- B 2
Z coskt = i
k=1

sin —
2

sin (kx)

(c) Tl est clair que / cos (kt)dt = , d’ou I'égalité recherchée.
0

(d) En faisant le changement de variable t = 2u, on trouve :

S,(x) = 2 /0% cos ((n + 1)u) sin (nu)du

sin u

Mais cos ((n + 1)u) = cos (nu) cos u—sin (nu) sin u, ce qui remplacé dans I'intégrale
donne :

sin u

5 ; 5
Su(z) = 2/ cos (nu) sin (nu) cos Uy 2/ sin? (nu)du.
0 0
D’une part 2 cos (nu)sin (nu) = sin (2nu) et d’autre part,

/% sin? (nu)du = /% Mdu _ T sin (”37)
0 0 2 4 4dn
On en déduit alors :

2 sin (2 i
Sn(x):/o sin ( nu)cosudu_f_i_sm(nx).

sin u 2 2n

x
2 sin (2nu) cosu

2. On pose I, = / du et on définit ’application ¢ par :

0 sinu
cost 1

Vte}o,g], g(t) = — — -,

sint t

(a) Développons la fonction g au voisinage de 0 :

COSt_} B 1 tcost_1
sint t ot sint
12 )
T
1——+o(t° ,
=+ olt?)
1 12
= —(-= 12
(-5 o)
t
= —= t
3+0()

qui tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. ¢ est donc bien prolongeable par continuité
en 0.



(b)

Immeédiat.

b

3. On s’intéresse a lim sin (nt)h(t)dt.

(a)

nN—-—1r0oo
+ a

Si pour tout t dans [a,b], h(t) = a ol « est une constante, on a :

b
— cosnb
/ sin (nt)h(t)dt = Qi BTy quand n — 400

n

La généralisation a h en escalier se fait en découpant l'intégrale sur les inter-
valles ol h est constante et en utilisant ce résultat sur chacun des intervalles.

On suppose connu que pour tout € > 0, il existe une fonction ¢ en escalier sur
[a, b] telle que :

On a alors :

/ sin (nt)h()dt — / sin(nt)w(t)dt'g / [ sin (nt) || (6) — p(£)|dt < 2(b—a).

D’aprés la question précédente :
b
lim sin (nt)(t)dt = 0.

nN—-—1+0oo
+ a

Donc il existe N tel que pour n > N on ait :

/a in (nt)go(t)dt‘ <e.

Donc pour n > N,

/ab sin (nt)h(t)dt‘ <clb—a)+e.

£ étant arbitrairement petit, on a en fait montré que

b
lim sin (nt)h(t)dt = 0.

n—-r1+oo
+ a

+oo 3
sint
Soit I'intégrale / %dt.
0

sint
En 0, % ~ 1, il n’y a donc pas de probléme.

X .
sin t
Iy = / sint
1 t

Soit, 'intégrale :



1
On intégre par parties en dérivant n et en intégrant le sinus :

X
cost cos X
]X:—/1 " dt — X + cos 1.

: T cost .
D’une part, l'intégrale t—zdt est clairement absolument convergente et
1

cos X
= 0.

d’autre part, lim
X—+o0

On déduit de ces deux propriétés la convergence de :

+00 3
t
/ sint ;-
1 t

) 0 sint ™
Pintégrale / Tdt est donc convergente et on admet qu’elle vaut 5
0

2 2 sin(2nu)d
——~du.

(b) On a vu que I, = / sin (2nu)g(u)du +/
0 0

D’aprés la question 3.(a) :

u

lim [ sin (2nu)g(u)du = 0.

n—-—+o0o 0

En faisant le changement de variable ¢ = 2nu dans la deuxiéme intégrale, on

trouve : .
2 sin (2nu " sinu
[Famy, [,
0 U 0 u

D’aprés la question 4.(a), si x > 0 :

lim

Finalement, I,,(0) = 0 et si 2 > 0, lim I,(z) = g

n—-4oo

(¢) On a de maniére évidente :
Ve el0,n], S(z)=I(z)—

Donc : .
Vo e [0,n], S(x)=_ - et S(0)=0.

L’application S est donc discontinue en 0 et continue sur |0, 7.

Comme S est 2m-périodique, S est discontinue en tout point de la forme 2k
ou k est un entier relatif et continue sur R\27Z.

(d) On trace aisément le graphe de S.



