AVRIL 2010

CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie A

CORRIGE DE LA 1°* COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercicen® 1

1. Limu, = Limn(e"" -1) = Lim n(1+1—1) =1.
n n n n
1

2.1 =j(2x—1)2 dx:{@} ~1/3

0

3. Résoudre le systeme :

x?—y?=20
(x+2y)(x—y)=28
x>0

dans I’ensemble des nombres réels. On obtient x = 6 et y = 4 (On remarque que
X —y% = (X=y)(x+Y)).

4. Trouver, dansR®, un vecteur orthogonal au vecteur u(1,2,3)et dans le plan
d’équation : x + y+ z = 0. Ce vecteur v(x,y,z) doit vérifier x+ y+z=0 et x+2y+3z=0.
Par exemple v(1,-2,1).

5. Paul a 4 ans de plus que Pierre et 2 ans de moins que Jacques. A eux trois, ils totalisent
70 ans. Quel est I’age de Pierre ? Pierre a 20 ans.

6. La dérivée de xArctgx est égale a Arctgx + . X

2 etau pointx=rx/4,

on trouve 1+

6+ 72

7. Laquelle de ces affirmations est-elle exacte (pour des fonctions numériques d’une variable
réelle) ?

a. Toute fonction dérivable a droite et & gauche en un point est dérivable en ce point.

b. Toute fonction continue est dérivable.

c. La dérivée d’une fonction dérivable est continue.

d. Il existe des fonctions définies sur tout R et continues en aucun point.
Réponse (d), avec la fonction caractéristique des rationnels (par exemple).



8. Un groupe d’entreprises posséde 3 usines. Dans la premiere, le salaire moyen est de 100,
dans la deuxiéme de 120 et dans la troisieme de 90. Sachant que la moyenne des salaires dans
ce groupe est de 104, qu’il y a 10 salariés dans la premiére usine et 20 salariés dans la
deuxiéme, quel est I’effectif salarié de la troisiéme usine ?

Soit x I’effectif salarié de la troisieme usine. On doit avoir :

(100 x10) + (120 x 20) + (90 x X)

=104, d’ou x = 20.
10+ 20+ X

9. Ecrire le nombre suivant x, ayant un développement décimal infini et périodique, sous la
forme d’une fraction rationnelle : x = 2,356356356...

On a 1000x = 2356,356356...et par différence : 999x = 2354, d’ou x = 2354 :

999

10. Trouver une primitive de la fonction f définie, pour x>1, par f(x)=X—_i.
X+

X=1 12 donc F(x)=x—2Ln(x+1)+k
Xx+1 X+1

Ona f(x)=

Exercice n°® 2

Soit la fonction f, définie sur I’ensemble des nombres réels par :

n°x*+2(n-1)x+1
X+1

fo (x) =

1. Résoudre I’équation f, (x) =0. Il faut résoudre n*x* +2(n-1)x+1=0.

Soit A =(n—1)?—n®*=-2n+1.
Si n>1/2,1’équation n’admet pas de solution.
Si n=1/2,1’équation admet une racine double égale a 2.

1—nix/z
2

n

Si n<1/2,I’équation admet deux racines : x =

CI’]

2. Montrer que I’on peut exprimer f_(x)sous la forme f (x)=a,x+b, + 5
X+

Par identification des polyndmes, on obtient :

a, =n’,b, =-n*+2(n-1)etc, =n*-2n+3.

n 1™n



3. Soit :

1 1 2 1
In:J'fn(x)dx:J'anx+bn+ S0 gx = anx—+bnx+ann(x+l) :a—”+bn+ann2.
5 5 x+1 2 . 2

2

Dol I, =—”7+2(n—1)+(n2 —2n+3)Ln2

4. Calculer I’aire comprise entre les graphes de f, et f,, et les axes verticaux d’équation
x=0et x=1. Cette aire est égale a :

—x—l+idx:3/2—Ln2

A= ], - f,(0[dx = | e

1 . —n?
5. Lim—=Lim
n—>w N n—o 21N

= 400

6. Tracer le graphe de la fonction f,. On a: 1t1(x)=x—l+i1 et sa derivée
X+

est nulle pour x=-1+ J2 . La fonction n’est pas définie pour x = -1.

=12
(x+

1)?
Son graphe admet les droites d’équation x =—1 et y = x —1comme asymptotes.

La fonction est décroissante sur I’intervalle J»l,—1+ ﬁJ et croissante sur I’intervalle

l—1+\/2,:[.

7. Montrer que le graphe de la fonction f, admet un point de symétrie. Ce point de symétrie
correspond a I’intersection des deux asymptotes, a savoir le point de coordonnées (-1, -2).

Avec le changement de variables: x=X -1 et y=Y —2, on obtient Y = X +% qui est une

fonction impaire.

Exercice n® 3

1 2 1
1.0na: J‘X—dx:j(x—1+i)dx=—1/2+ Ln2
o 1+ X 5 X+1

2. Calculer la limite suivante :

&k Kk
k=1



n n 1
On a: Limzi2 Log(1+£) = LimzEL Log(l+£) = ijn(x +1)dx  (somme de
n—o0 P} n n n—o0 =) nn n 0
Riemann).

Avec une intégration par parties, on retrouve I’intégrale précédente et :

Lim Zniz Log (1+%) =1/4
k=1

Exercice® 4

Soit f une application numérique d’une variable réelle.

On rappelle que f est convexe si et seulement si pour tout couple (x,y) de nombre réels et
tout nombre réel 4 comprisentreOet1,ona:

fF(AX+@QA-AD)Y)<SAUHX)+QL-2)f(y)

On dit que f est quasi-convexe si et seulement si pour tout couple (x,y) de nombre réels et
tout nombre réel 4 comprisentreOet1,ona:

f(Ax+(@0-2)y)<Sup(f(x), f(y))
1. Montrer que toute fonction convexe est quasi-convexe.
Soit f une fonction convexe, on a :
f(AX+@-A)y)<Af (X)+ Q- 2) f(y) < ASup(f(x), f(y))+@-2)Sup(f(x), f(y))dou
f (Ax+(@L-2)y)<Sup(f(x), f(y)) et festquasi-convexe.
2. Donner un exemple de fonction quasi-convexe et non convexe.
Par exemple, une fonction « convexe par morceaux » :

2 qi v <
F(X) = X sl x__O
(x-1)?%si x>0

3. Donner un exemple de fonction quasi-convexe, non convexe et concave. Par exemple Lnx.



Exercice n®°5

X

On considere la fonction fdéfinie sur R par: f(x) = ze .
X+
, Coe e*(1-x)? . .
1. Ladérivéedef estégalea: f (x)= W Cette dérivée est toujours positive, donc la
+ X

fonction est croissante. Elle passe par les points: (0,1) et (1,e/2). Elle tend vers +oa +o0
(branche parabolique dans la direction oy) et vers 0 a —o (asymptote horizontale).

En x=1, on a une tangente horizontale et un point d’inflexion.

2. La convexité de f s’étudie avec le signe de la dérivée seconde.

(1-x)*
1+x?)?

On peur remarquer que f (x)=e*(v(X)+V (X)), ou v(X)= Le signe de f est

celui dev(x) +v (x) .

On obtient : v(X) +V (x) = L&(—ﬁ +3x% -5x-1)
@+ x°)

Ce polyndéme d’ordre 3 est strictement décroissant sur R et s’annule pour une seule valeur
o comprise entre -1 et 0.

La fonction f est donc convexe sur |- oo, ] et [1, + o[, et concave entre o et 1.

Exercice n° 6

X

Soit la fonction f définie sur I’ensemble des nombres réels par: f(x) =
1+ E(X)

, ou E(x)

désigne la partie entiere de x.

1. Quel est le domaine de définition de f ? La fonction f est définie pour E(x) # —1, donc pour
x¢[-1,0[.

2. Etudier la continuité de f.

Pour tout x e [n,n+1ADf, E(x)=n et f(x)= %est une fonction affine continue.
+n

Pour x=n, Lim f(x)=1= f(n) =Llet f n’est pas continue. En conclusion, f est continue
- n+

X—=n

sur Df n(R-2).



3. Soit g(x) la fonction indicatrice des nombres rationnels (Q), a savoir :

1 sixeQ
g(x)_{o sixeR-Q

Soit h(x) = f (x)x g(x) . Etudier la continuité de h.

La fonction g est définie sur R et continue en aucun point (densité des rationnels et des
irrationnels dans R). Par conséquent h n’est continue en aucun point de Df.
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Exercicen® 1

Soit la fonction numérique d’une variable réelle définie par : f(x) = 1t
X

X+1

1. Etudier les variations de f.

On aaussi: f(x)= ;- Cette fonction est définie sur R” —{~1}. Sa dérivée est égale a :

X(X+1

f(x)=- 2x+1 >~ qui est nulle pourx = —%. La fonction est croissante pour x <—1/2 et

X% (x+1)
décroissante pour x > —1/2.

2. Graphe de f.

Les deux axes et la droite d’équation x =-1sont des asymptotes. La fonction admet un

. 1 . s
maximum local en x = —5 qui est égal a -4.

X
3. Calculer LimJ' f (t) dt et interpréter le résultat.
1

X—>00

X

[ fmat :{Ln(L)} = Ln(-*)+ Ln2 et Lim [ () dt = Ln2
1+t ) X+1 o o

1

Cette limite correspond a I’aire comprise entre le graphe de f , I’axe des x et la droite
d’équation x =1.

Exercice n°® 2

Soit la suite (t, () définie, pour tout & >0, par :

k+1

L ax

@)=Y

k=lkX



1. Calculer t_ («)en fonction de n et selon les valeurs de«r .

K+1 1 X_a+l k+1 1
On a, pour a #1, I—adx:{ } Z—((k+1)7‘”1—k"”1), puis
X a

3 l-« . 1-
n k+l
tn(a)zzjidx= L L 1.
oy X© 1-a\ (n+1)“

Pour a =1, t, (o) =Ln(n+1).
2. Calculer Limt, ().
Si =1, Limt, (a) =+,

Si a>1, Limt, () =L,
n—o a-1

Si a <1, Limt, (a) = +.

3. Interpréter geométriquementt, (o).

t. (o) correspond a I’aire comprise I’axe ox, le graphe de la fonction ia et les droites
X
verticales d’équation x =1 et x=n+1.

4. Soit la suite (u, («r)) définie, pour touta >0, par :
51
un (a) = Z_a
1 k

Etudier la convergence de la suite (u,(«)) selon les valeurs de o .

La fonction f (k)= kiaest positive, continue et décroissante. La suite u, («)est convergente

n+1

si et seulement si I’intégrale I ——existe, donc si et seulement si > 1.
X
1

5. Trouver un encadrement de la limite de (u,()) quand elle existe.

On suppose « >1.

1 1 1 o
<~ <= et parintégration :
(k+D)* ~ x“ Kk~

Pour k <x<k+1,ona: < .
(k+D* 5 x* k“

Puis par somation sur k de 1 a n, on obtient: u (a)-1+

<t (o) £u_(«). En notant
(1) (@) <u, ()

I(«) la limite de la suite (u,(e)) et par passage a la limite, on obtient :

! <Il(a), d’ou ! <)< d (on rappelle que a >1).
a-1 a-1 a-1

(@) ~1<



6. Interpréter geométriquementu, (o)

X . . 1
u,(a) correspond a la somme des aires des rectangles sous le graphe de la fonction —
X

(a partir de x=1 avec un pas de sous division égal a 1).

Exercice n® 3

Deux assurances automobiles proposent chacune un contrat (A et B). On dispose des données
suivantes :

- Un quart des conducteurs a choisi le contrat A. Un cinquieme le contrat B (les autres
conducteurs ayant souscrit des contrats dans d’autres compagnies).

- Lors d’une enquéte sur les conducteurs, on constate que sur 1000 conducteurs
responsables d’un accident de la route, 160 ont souscrit le contrat A et 120 le contrat
B.

On choisit un conducteur au hasard dans la population et on note :

R = « le conducteur est responsable d’un accident » et,
C = « le conducteur a souscrit un contrat A ou B »

On appelle « indicateur d’efficacité » d’un contrat le réel :

_ P (R) _ Prob. qu'unconducteur responsable ait souscrit un autre contrat
P.(R) Prob. qu'unconducteur responsable ait souscrit un contrat Aou B

Calculer A pour chacun des deux contrats. Que peut-on en conclure ?

Ona:

e® _PrACIPE)_POPRPE) _PROPE) 1P OIPEC)
Pc(R)  PRNC)P(C) P(C)P(RIP(C) PL(C)P(C) PR (C)1A-P(C))

(1-016)x0,25 _
0,16 (1—0,25)

Pour le contrat A: 1=

Pour le contrat B : A= (1-012)x02 ~18
012x(1-0,2)

Les deux contrats ont quasiment la méme efficacité, mais I’effectif de la population est trop
faible pour en tirer des conclusions plus précises. On peut ajouter que ces deux compagnies
d’assurance ont plutdt des assurés moins risqués que les autres (pour la premiére 16 % de
responsables pour un quart de la population, et pour la deuxiéme 12% pour un cinquiéme de
la population).



Exercice n° 4 I

Soit n un entier naturel non nul. On consideére I’équation (E,): x"+x-1=0

1. Montrer qu’il existe une unique solution positive de (E,) .

Posons f, (x)=x"+x-1,alors f_(x)=nx""+1.

f est continue, strictement croissante et réalise une bijection de R* sur [~1,+oo[,
f (0)=-1, il existe donc une unique solution x, ; de plus f, (1)=1, donc x, € 0,1 .

n+l

<Xpg <X, et X7 +X,,,—1<X; +Xx,—1, ce qui est absurde. La

n+l

Si x ,<x, alors x"

n+1 n? n+l

suite (x,)est donc croissante et majorée, elle converge vers une limite |. Si | <1, alors
par passage a la limite dans I’équation, | —1=0, ce qui est absurde, donc | =1.

2.f est strictement décroissante sur 0,1, f (u,)=0, fn(%)z%>0 et

n

fn(2ﬂ) ~—Lnn <0, donc a partir d’un certain rang % <u, < ZE.
n n n

Probléme I

Soit g une fonction numérique d’une variable réelle qui veérifie : g(x+y)=g(x)+g(y) pour
tout couple (x, y)de nombres réels.

1. Montrer que g est impaire.
Ona: g(0)=9g(0+0)=2g(0), donc g(0)=0. Puisg(x+(=x))=g(x)+g(-x)=0, donc g
est impaire.

2. Calculer g(nx)en fonction de n (entier naturel) et de g(x).
g((n+2)x) = g(nx + x) = g(nx) + g(x) et par récurrence, g(nx) =ng(x).

3. Calculer g(ax)en fonction de a (nombre rationnel) et de g(x).

Soit a=§. pg(x)=g(px)=g(qx§x):qg(§x>,donc g(ax) = ag(x)

4. En supposant que g est continue, expliciter g(x) .
D’aprés la question précédente, pour x=1, on a:g(a)=ag(l). L’ensemble des nombres

rationnels étant dense dans I’ensemble des réels, par passage a la limite (g est continue),
on obtient : g(x) = xg(1) pour tout réel x.

5. Soit f une application continue de R dans C (ensemble des nombres complexes) telle que :
f(x) = exp(27ig(x))

Montrer que f(x+y)= f(x)x f(y) pour tout couple (x, y)de nombres réels.



Ona:

f(x+y) = exp(27g(x +y)) = exp(27i(g(x) + g(Y))) = exp(27ig (x)) x exp(27ig (y))
fx+y)=1()x1(y)

6. Calculer f(0).
f(0)=f(0+0)=f(0)*,donc f(0)=0o0ul.Si f(0)=0,alors f(x)=f(x)x f(0)=0 etfest
identiquement nulle, ce qui est contraire a I’expression de f (exponentielle). Donc f(0) =1

7. Montrer que f est dérivable.

S
Comme f est continue, elle admet une primitive F. F(s) =j f(x)dx.
0

En intégrant la relation: f(x+y)=f(X)x f(y)par rapport a X, on obtient:

j f(x+y)dx = f(y)j f (x)dx, puis sj‘y f(x)dx = f(y)Js‘ f (x)dx, donc
F(s+y)-F(y) = f(y)xF(s).

On vérifie que F(s) = 0 pour s suffisamment petit car f est continue en 0 et f(0)=1. En effet,
Pour £ =1/2, il existe a >0, tel que || < a=|f(s) -1 <1/2.

s Is| Is|
Si [s]<1/2, |F(s)—s|= [ (f(x)~Ddx < [| f (x) ~x < Il/Zz%, d’oll

|s| =|F(s)—s+F(s) s§+|F(s)|:>0<§s|F(s)| et F(s)=0.
En conclusion, F(s +Fyzs; F(y) = f(y) et f est dérivable.

8. Donner I’expression analytique de f.

On a: f(x+y)=f(X)x f(y). En dérivant cette relation par rapport a X, puis pour x=0,
onobtient: f'(y)=f(y)x f (0). Les solutions de cette équation sont de la forme:
f (x) =kexp(f (0)x) et comme f(0)=1, k=1.

On a: |f(x)|=1 et |exp(f'(0)x| =exp(Re(f (0)). f (0)est un imaginaire pur que I’on peut
écrire f (0)=2xaet f(x)=exp(2ra).



