AVRIL 2007

CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie A

CORRIGE DE LA PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Exercicen® 1

1.

no

—2sinxcosx (1—x*)cos’® x
1+ x? 1+ x?)?

La dérivée de la fonction f est égale a: f (X)=

1 1 X
J. ! - dx:l—J.e—de =1- Ln(1+—e) , en posant u=e"
s 1+e s 1+e 2

est 3V1+x?

Une primitive de 3
V1+x®
Par soustraction des deux lignes, on obtient y=Ln2, puis x=3Ln2 :

X? +4x+1
(x+2)?
lintervalle |-2,+oo[et on vérifie que la fonction admet un minimum en ce point,

a savoir f(-2+ \/§) =24/3-3

On obtient f'(x)= . Cette dérivée s’annule pour Xx=-2++/3 sur

<O estJ—oo x/_Jqux/_J

L’ensemble des solutions de I mequatlon

L’équation de la droite est y =2x -3

Lim 1+ x —e™*/?

X—>—00

gue celle de x).

)=-x (la convergence de I'exponentielle est plus rapide

La moyenne de la classe est : 12 x é +10,2 x% =114

n

DD ST ) ISR S RTLE I S S
n»m < (k — 1)(k+1) nwk 2'k—1 k+1 =27 2 n n+l 4



Exercice n° 2 I

Soit f la fonction numérique définie par : f(x) :%H
+1x

1.0na LimtX=10O _;_ f(0), donc f est dérivable en O.
X

x—0

2. La fonction f est impaire et son graphe est donc symétrique par rapport a

I'origine. Sa dérivée est f (x) :ﬁsur R*et f est donc strictement croissante
+ X

de R sur [0,1[ ; Son graphe admet la droite d’équation y=1 comme asymptote

horizontale (et y=-1, comme f estimpaire).

1 1 1
3. jf(x)dx:j(l—i)dxﬂ— Ln2 et [ f(x)dx=0 (car f estimpaire)
5 0 1+X ’

Exercice n® 3

, 1
1. f =
) 2\/5\/1+x

avec une branche parabolique dans la direction oy .

7 172, e A2
2. :flf(x)dx:ﬁ{g(Hx) L_?.

3. Pour tout n, u,>0 et on vérifie par récurrence (comme f est
croissante) ; que u, <1 et u,,, —u, >0. La suite est donc croissante et majorée par 1,
donc elle converge vers une limite | solution de I'équation : | = f(I), d’'ou | =1.

>0 et f est strictement croissante de |-1,+w[ sur R",

Exercice n® 4

2
1. On a f'(x):%. Le numérateur est toujours négatif.
X“(X—

La fonction f est donc strictement décroissante de [0,1] dans R.

2. Le graphe de f est symétrique par rapport au point A(1/2,0), en effet si

on pose X =x-1/2, on obtient f~(X) :2—X4qui est impaire.

X2-1/



3. Une primitive de f sur ]0,1] est F(x)=Lnx(1-X) .

4. ’'aire comprise entre I'axe ox, le graphe de f et les droites d’équation
X _L et x _2 estégale a: — Ln1(1—£)+ Lng(l—g) = Lng.
2 3 2 2 3~ 3 8

5. On obtient G(x) = -

+k etavec G(1)=6, k=2.
X(x—-1) 2

Exercice n®5

1. Pour xel0,n/2],f (x)=x"*(nsinx+xcosx)etf est du signe de

Z, =NSiN X + XCOS X zn'zxcosx(n—ﬂ—tg(x)) et z est du signe de (n—ﬂ—tg(x)).
X X

D’apreés les graphes de ces deux fonctions : n+i et tg(x), il existe une unique valeur
X

n+1

xoe]o,yzlz[ telle que =tg(x,). Les fonctions z sont donc croissantes de

0
[0,x, ] et décroissantes sur [x,,z/2], mais elles sont toujours positives.

Les fonctions f, sont donc croissantes de [0,z /2] sur [O, (7r/2)”].

wl2 ml2
2. trouve |, = jsinxdx:l etl, = stinx dx=1.
0 0

I, :Tfn (x) dx:[— x" cos x];”2 + T nx"" cos xdx:n([x”lsin x]gl2 — T(n ~1)x"?sin xde
0 0 0

n-1
A Va
d’ou In:n(EJ -n(n-1I,,

3. On obtient u, (x) = (L+ X+ X* +...+ x"")sin x

Pour x =1, u, (1) = nsinlet cette suite tend vers +o

Pour x=1, u, (x) = (1_ X
1-x

)sin X.

Pour |x/<1, la suite u,(x) converge vers u(x) =%
Pour |x/>1, la suite u,(x) est divergente.

_ (L-x)cos x +sin x
T
du signe du numérateur et positive. La fonction u(x) est croissante sur cet intervalle
avec une asymptote verticale en x=1 (on pouvait plus rapidement remarquer que
sinx est croissant sur lintervalle |-1,1] et le dénominateur décroissant).

On étudie u(x) pour |x/<1. Sa dérivée est: u'(x qui est




Exercice n° 6 I

Soit
n 2n
F(x) = lezck otc ez
1. On vérifie aisément que 0<x(-x)<1/4 pour tout xe 0,4, dou
<1l . La second assertion est triviale.
n
2n
2. La dérivée m—iéme est f™(x)= 12@ k(k=1)... .k =m+Dx“™ si m<n,
dou f™(@©)=0si m<noum>2n, f™©)= —c sin<m<2n.

Dans les deux cas, f™(0)est un entier relatif. Il suffit de dériver m fois
I'égalité f(1—x)= f(x)

pour obtenir (-1)™ f ™ @1—x) = f"(x), d’ou ™) =(-1)" f "(0) qui est un entier relatif.

3. On suppose que z° :% avec (a,b) e N2. Soit
G(X) — bn Z(_l)k TcZn—Zk f (2k) (X)
a) G(0) = Z( 1)*b*a"* f @9 (0)=h" Z( 1)* n?"2¢ £ @9 (0) est un entier
k=0
relatif puisque les f ¥ (0) le sont. Le raisonnement est identique pour G(1).

b) di(G'(x)sin ax— 7 G(x)coszx) =G (X)sin zx + £°G(X)sin zx = 77> Asin zx
X

ou

A(X) :iZG"(X)‘l‘G(X) — an(—l)k TEZH_Zk_Z f (2k+2)(X)+an(—1)k 7T2n_2k f (2k) (X)
T k=0 k=0

A(X) =p" Z(_l)k n2n72(k+1) f (2(k+1)) (X)+bn2(_l)k n2n—2k f (2k) (X)

n+1

A(X) b" 2( 1) u-1 2n ZUf(Zu)(X)+b 2( 1)k 2n- Zkf(Zk)(X)

A(X)=b"(=1)"n 2 f "D (x) +b"n*" f (X) = b“(%) f(x)=a"f(x), dou

I'égalité demandée.



c) On en déduit que
1

1

| = zja“ sin zxx f (x)dx ={£G'(x)sin7zx—G(x)0037zx} =G(0)+G(1) et | sera un entier
0 4 0

relatif.

d) L’encadrement obtenu & la premiére question pour x € [0,1] implique

2 .
, de sorte que 0<I< al <lpour n assez grand. Ceci est absurde
n

O0<l<

n! !
puisque | est un entier relatif. Ainsi, 'hypothése de départ, que n° est rationnel,
est fausse. De méme 7 n’est pas rationnel sinon n° le serait.

Exercice n° 7 I

Ona:

M) _PMAV)PV) _R, (V)P(M)PV) _ P, (V)P(V) _ (1-R, (V))P(V)
R/(M) P(MAV)P(V) R, (V)P(M)PV) P, (V)P(V) R,(V)1-PV))

(1-0,008)x0,25 _
0,008 (1—0,25)

Pour le vaccin A: A= 41,33

(1-0,006) x 0,2
0,006 x (1—0,2)

Pourle vaccin B : A= ~4142

Les deux vaccins ont quasiment la méme efficacité, mais l'effectif de la
population est trop faible pour en tirer des conclusions plus précises.
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Correction de la Deuxieme Composition de Mathématiques

Exercice 1

La fonction qui & y > 0 associe In(1+y) est continue et dérivable pour tout y > 0. Considérons
la sur 'intervalle [0, x], avec x > 0. Le Théoreme des Accroissements Finis implique qu’il existe
un réel ¢ €0, x| satisfaisant

In(1+2)—1In(1) 1
r—0 14

(0.1)

avec la fonction qui est la fonction dérivée de In(1 + y). L’inégalité 1 4+ ¢ < 1 + z avec

0 < 1+ c est équivalente a . Cette derniére inégalité et I’équation (0.1) prouve

>
1+c 1+z

que pour tout x > 0,

In(1 > .
n(l+ z) T2

Exercice 2
1. En mettant au méme dénominateur le membre de droite de I’équation suivante

22+ 22 +5 Q@ 16} v n n

G- +2? @-1) @-17 (@+2)  (@+2

nous obtenons le systeme suivant a résoudre en «, (3, v et 1

o+ 7y =
Ja+ B +n

A6 =3y —2n
—da+48+2v+n =

I
TN N O

.



Ce qui conduit au systeme équivalent suivant :

« = —v a = 0

Ui = 2-0+3 n =1
=

23 = 143y 5 1

12y+3y—-3% = 0 v =0

2. Les primitives sont alors sur chacun des intervalles | — oo, —2], ]-2,1[ et |1, +o0] :

202 +2x+5 1 1
/(x—1)2(x+2)2 de = /(x—1)2 d“/(x+2)2 da
1 1

- _(33—1)_(:;5+2)+k’ k € IR.

Exercice 3

1. La variable aléatoire X suit la loi Binomiale B(100, 0.05).
2. IP(X = 3) = C3, (0.05)® (0.95)%7 = 0.1395757.

3. Considérons p, €]0,1] et n € IN* tels que hr_{l pn =0 et hI_{l np, = A,

. k ki1 . \n—k _ . n! (npn)* o \n—k

A Copa(L=pn)™™ = T o e ()

_ : n! (npn)k 1n(1 - pn)

- nl_l)I_ElOO (TL . k’)' nk k?' eXp<npnT)€Xp(—k'lIl(l —pn)).

. n! B _(npp)E A B
Or lim o—smr = L lm 2= = 75 lim exp(—kn(l = p,)) = Let
In(1 — In(1 — In(1 — p,) — In(1

nlirfooexp(nan) = exp(—A) car pljglow = plggo n( pf"zo n(l) =

en utilisant la dérivabilité de la fonction In(1 — ) en zéro. On en déduit que

k

lim C* pF(1 —p,)" ™% = exp(—)) Vk e {l,...,n},

n——+00 H’

4. On peut approcher la loi de X par une loi de Poisson P (100 % 0.05 = 5). Le calcul
approché de IP(X = 3) est donné par

53
exp(—5) 5 = 0.1403739.

Probleme

Partie 1 : Convergence de la série définissant v

9



1
p+1

<

IN

~ | =
=

1
. Pour tout entier p > 1, la fonction 7 étant décroissante sur [p, p+1], on a

pour t € [p,p + 1]. Cela implique que :

p+1 p
=
1 1
0<u,<-———
p p+1

. D’apres la question précédente, on a v, 11—y, = U,+1 > 0, la suite (7,,) est par conséquent
une suite croissante. Par ailleurs, toujours d’apres la question précédente, on a

" o1 1 1
0<Vm=) <) (-———)=1-
pz::l P pz::l p p+1 n+1
Or lim (1 — ——) = 1 équivaut a la majoration de la suite v, par 1. Donc (,) est une

n—-+o0 n-+1
suite convergente (car croissante et majorée) et par passage a la limite en faisant tendre

n vers 400, on obtient que 0 < v < 1.

. Pour tout p > 1, on a les égalités suivantes en effectant le changement de variable y = p+u

1 1 1 p+1 — 1 p+1 1 p+1 1 p+1 ]
o M e T L T L e A TR
pJo u-+p D Jp Y D Jp pJlp Y D p Y

. Pour tout p > 2, et tout u € [0,1], on a

1 1
< < .
p+1 u+p  p—1

O<p—-1<u+p<p+1<+=

De ces inégalités et de la question préecédente, on obtient le résultat

1 1 w 1w 1 1w
—/ dugup:f/ duS*/
pJo p+1 pJo ut+p plo p—1

<~
1 1

—— <uy<———
2p(p+1) = "~ 2p(p—1)

du

. Mettons au méme dénominateur le terme de droite des deux égalités ci-dessous et égalisons
avec le terme de gauche de chacune d’elles :

1 a+ b ) 1 c_|_ d
— == e -4 —.
pip+1) p p+1  plp-1 p p—-1

On obtient d'une part que a(p + 1) + pb = 1 et d’autre part que ¢(p — 1) + pd = 1, par
identification on obtient que a =1, b= —1,c=—1let d = 1.

. Des questions 4. et 5., on en déduit que pour tout p > 2,
11 1 1 1 1

S(r Y <uy < —(—— — ).
G oSS ))

O



On note m un entier strictement supérieur a n + 1 avec n > 1. D’apres la question
précédente, on a

1 &1 1 Ui 1 & 1 1

5 2 G- g)s X wsg X (=5 —1)

2,50 p P TS g 2,55 p—1 p

<~

1,1 1 Ui 1.1 1

- — < < (2 ——). 0.2
2<n+1 m—i—l)_ Zup_2<n m—1> (02)

Par passage a la limite en faisant tendre m vers +o0o dans la relation (0.2), on obtient

1 1
ST ST S o
2(n+1) — 2n

. On cherche le plus petit entier n > 1 tel que 7, < 1072, respectivement tel que 7, < 1075,
Si n est tel que —n <1072 <= n > 10 = 50, respectivement 5 1 <108 <= n > 10
alors on a r, < 1072, respectivement rn < 107%. En prenant n = 50, respectlvement

n = & on a la précision demandée.

. D’apres la question 6., on a

1 1 (n+1)—n 1 1

ST T = T S 0 T T S i+ 1) 2n(n 1) 22

. On cherche a déterminer le plus petit entier n > 1 tel que ¥ — 7,1 < 1072 Cette inégalité
est satisfaite pour tout n tel que 5 - < 1072 <= n? > 50. L’entier n = 8 convient. Dans

ce cas, la valeur approchée de ~ est vs,1 = 0.575 et 0.575 <~ < 0.575 + 128 = 0.585.
Partie 2 : Expression intégrale de v a ’aide de S et de R
1. Faisons un raisonnement par récurrence :
pour n =1, on a bien 1 = fol %dv. Posons I'hypothese de récurrence
1 1 1 11—(1—ov)"
ST S S )
Pn):il4g g+ 4= . v
Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.
11 —(1 =)t 11 —(1 =) 1 — ) — (] — )L
/<”>dvz/<“>+<“><“>dv
0 v 0
1 1 1 (1—o)" (1 — )]
BNV IS T ;
a3t ’
I / 1 —v)d
= 5 tgt- n v)"dv
1 1 1
= 14+=-+= - 1 il
Totg T n+[n+1( v)" o
2 3 n n+1

Donc P(n + 1) est vraie et donc Vn € IN*, P(n) est vraie.



2. Remarquons tout d’abord en faisant le changement de variable £ = v € [0,1] dés que

t € [0,n] et en utilisant la question précédente que :

/[)N1—en(t)dt _ /Onl—(l—i)”dt

t t
nl—(1-1)mq
_ /<n>dt
0 t/n n
11— (1—0v)"
= /( v) dv
0 v
S T (0.3)
= stgt-t+o .

Ensuite en utilisant la relation de Chasles, nous avons :

/O" 1— en(t)dt _ /01 1— en(t)dt—i— /1" 1— 6n(t)dt

t t t

= /Oll_twdtwL/lnidt—/lne”t(wdt
= /01 iwdt—i—[ln(t)]’f—/lne’}@)dt

— /01 1_te"(t)dt +In(n) — /1n 6nt(t)dt (0.4)

Le résultat découle des équations (0.3) et (0.4).

3. On étudie la fonction définie pour tout v € IR par g(v) = exp(v) — 1 —v. La fonction
g est dérivable sur IR de fonction dérivée ¢'(v) = exp(v) — 1 qui est positive sur R, et
négative sur IR*. La fonction g est donc décroissante sur | — 0o, 0], croissante sur [0, +00]
et g(0) = 0, ce qui implique que g(v) = exp(v) — 1 —v >0, Vv € IR.

4. Pour tout entier n strictement positif et tout réel ¢ € [0, n], 'inégalité de droite demandée
s’obtient a partir de la question précédente en posant v = —t/n: dans ce cas, on a
1— £ < exp(—t/n) = en(t) = (1 — £)" < exp(—tn/n) = exp(~1).

Pour tout entier n strictement positif et tout réel ¢ € [0, n], 'inégalité de gauche demandée
s’obtient & partir de la question précédente en posant v = ¢/n: dans ce cas, ona (1+£)" <

exp(t) <= (1+ L) exp(—t) < 1<= (1 — L) exp(—t) < (1 — L) = e, (t).

5. Vn € IN*, Vt € [0,n]| l'inégalité de droite de la question précédente est équivalente a
I'inégalité 0 < exp(—t) — e,(t) et I'inégalité de gauche de la question précédente est
équivalente a l'inégalité exp(—t) —e,(t) < (1—(1— fl—z)") exp(—t). L’application h définie
sur [0,1] par h(v) = (1 —v)" + nv — 1 est dérivable, elle vérifie h(0) = 0 et sa dérivée
h'(v) = —n(l—v)"'+n=n(l-(1—v)""')>0. Donc pour tout v € [0,1], h(v) > 0,

2 2 2
d'ott 1 — (1 - —)" <n—; = —, ce qui permet d’obtenir le résultat demandé.
n n n

n 1 11—yt n
6. Siu, = Z %—111(71) alors d’apres la question 2. de la Partie 2, u,, = / 7: ( )dt — /
k=1 0 1
oll €,(t) est définie sur [0,n] par e,(t) = (1 — £)". Or d’aprés la question précédente

11 —e,(t) 1] — exp(—t) Lexp(—t) — e, (t) 1t exp(—t)
0 /0 t dt / dt / t d < /o n di <

- 0 t 0

en(t)

dt,

1
n



Du théoreme d’encadrement, on en déduit que

11 —e,(t
lim 7671( )
n=+00 Jg t

dt = S(1).

D’autre part, d’aprés la question précédente et en effectuant une intégration par parties,
on obtient

o [ [P0 [ttt

Le théoreme d’encadrement implique que

lim neXP(_t)dt—/ne"(t)dtzo.
t 1 t

n—-+4oo J1

Donc

n _ +oo
lim eXpt(t)dt - / e"t(t) dt = R(1).
1

n—-+oo Jq

Il s’ensuit que v = S(1) — R(1).



