AVRIL 2006

CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie A

CORRIGE DE LA PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Exercice® 1

1. On obtient pour la dérivée de f

1 1

2xe*’ ( ,—Log@@+x%) 2x(-—~, —Log(l+x*))
) _ 1+x
f (X)_ 2 - 2
e2x ex
1 X X
2. F(X)=—=—+Xx+xe*—e
X
—14+1
3. X+ xP+x=x(x*+x+1)=0, dou x:O,x:l_Tl\/§

4. | =

O L

2
xLog(1+ xz)dx=%ILog(u)du en posant u=1+x>.
1
1§ 1 2 1
et | ==|Log(u)du==[uLog(u)—u} =Log2-=
2! g(u)du = [uLog(u) -u = Log2 -2

5. Le diametre du cercle doit étre égal a la longueur du c6té du carré. La surface

Sdu cercle est égale & S =7R* =9, donc le rayon est R :i et la longueur

NE
du coté du carré vaut LE
Jr
6. Ona (x+Yy)>=x"+y®+2xy=—, d'ou le systéeme : 32
4 =2

|l reste & résoudre I'équation : x? —(ig)x+%: 0.

: 1 1, 1 1
On obtient (X, y) :{(3, E),(—S,—E), (5,3), (—E,—S)}

. . s , 1
7. Lasuite (U,)nen €St une suite géometrique de raison —.
a

Si |a| <1, la série est divergente. Si [a| >1, la série est convergente. Pour a = -1,
la série est alternée et pour a=1, la série converge vers U,.



8. Pour le premier élément de E,, il y a 4 possibilités, puis 3 possibilités pour le
deuxieme et enfin 2 possibilités pour le dernier. Le nombre d’applications
injectives différentes de E, dans E,est égal a 24.

9. Lesréels a, b, c et d doivent vérifier les équations suivantes :

Pour A(O, -3): —3:3 et pour les deux asymptotes : %:2 et —%zl :
On obtient b=—3d, ¢ = —d, a=-2d , d'ou la fonction f (x)= 2> +13
X_
10. On a sinx <i, donc Lim—smx =0
X |X| Xx—+0 X
Exercice® 2
2
Soit f la fonction numérique définie par: f(x) =X+—X:2
X+

X(X+1)+2 s 2

1.0na:f(x)=
X+1 X+1

2. La dérivée de f est égale a

2 (x+1-2)(x+1++2)

FO=1- oy (x+1)°

La fonction est croissante a I'extérieur des racines du numérateur de sa
dérivée et décroissante entre ces racines. La droite d'équation x=-lest une
asymptote verticale et la droite d’équation y =x une asymptote oblique. Le graphe

de f passe par les points de coordonnées (0, 2) et (-2, -4).

3. D’'apres le graphe, on pose X =x+1 et Y=y+1, dou Y =X +§ est une

fonction impaire et la fonction f admet le point A(-1, -1) comme point de
symétrie.

4. L’aire comprise entre le graphe de f, la premiére bissectrice et les
1 1 1
droites x =0,x =1 est égale & '[(f(x)—x)dx:'[ildx:[Z Log(x+1)] =Log4
0 o X+

0



5. Le nombre de points d’intersection entre le graphe de f et la droite d’équation

y=ax+ [ est déterminé par la résolution de I'équation x+ ——=ax+ .

Cette équation s'écrit sous forme dune équation du second
degré : x’(a-D)+x(a+p-1)+5-2=0.

On obtient pour discriminant: A=a”+2a(3-8)+(B8>+28-7) et pour
discriminant de cette expression : § =8(2— ) En conclusion :

1. Si f>2,alors A>0 eton adeux solutions.

2. Si =2, alors A=(a+1)*. Si @ =-1, on a une solution et pour a # -1, on a
2 solutions.

3. Si f<2,alors § >0 et A change de signe selon la position de « par rapport
aux racines de A, a  savoir a, =—(3-5)—+8(2-7) et
a, =—(3- ) +~/8(2- B).

Si a<a, OU a>a,, on a deux solutions. Si ¢=a, OU a=«a,, une seule
solution et pour ¢, < & < «,, aucune solution.

Exercice n® 3

Soit la fonction f définie par : f (x) =(x +1)e*

1. La dérivée de f est égale a f'(x)=eX(2x?+2x+1)qui est toujours
strictement positive, donc f est strictement croissante et elle admet une branche
parabolique dans la direction oy.

2. La dérivée seconde de f estégale a f'(x)=e* (2x® +2x% +3x+1)

et elle est du signe de z =2x>+2x” +3x+1. Cette derniére fonction est strictement
croissante. On vérifie que z(0) =1 et z(-1) =—-2 . Comme cette fonction est continue,

d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur £, telle
que e ]—1, O[ et f'(B)=0.Lafonction f estconvexe pour x> f et concave sinon.

3. L’aire comprise entre le graphe de f, le graphe de la fonction g définie par

1 1
g(x)zeX2 et les droites x =0,x =1 est égale a: jxexzdx:%[exz] :%(e—l)
0 0



Exercice n°® 4 I

On consideére la fonction numérique f définie sur [0,1] par :

f(X)={1 si xeQ

0 sinon

Tout nombre rationnel est limite d'une suite de nombres irrationnels et tout
nombre irrationnel est limite d’'une suite de nombres rationnels (densité de Q et

R-Q dans R).

1. Pour tout x, € Q, il existe donc une suite x, € R—Q qui converge versx,. On
af(x,)=0 et f(x,)=1, la suite f(x,)ne peut donc pas converger vers Xx,.
De méme, pour X, € R—Q, il existe donc une suite x, € Q qui converge versx,.
Ona:f(x,)=1et f(x,)=0, lasuite f(x,)ne peutdonc pas converger vers X,.
Cette fonction est discontinue en tout point.

2. Comme précédemment, la fonction g est discontinue en tout point de
[0,1]—{%} . Il reste & faire I'étude en Y.
Pour une suite X, quelconque qui converge vers %, on a: g(x,)=0 ou
a(x,) = (xn—%) et dans tous les cas la suite g(x,) converge vers g(%) =0 quand x,
tend vers %2, donc g est continue en %.
Etudions la dérivabilité de g en Y. Xlﬂmwleﬂmzf(x). L'étude de la

dérivabilité de grevient a I'étude de la continuité de f, donc g n’est pas dérivable
en Y.

3. Comme précédemment, la fonction h est discontinue en tout point de

1 < e . , .
[0,1]—{5} . Il reste a faire I'étude en Y. La fonction h est continue en %2 comme

composée de deux fonctions continues (g et (x—%)).

Etudions la dérivabilité de h en %. Lim 1) ="/2)

x—1/2 Xx—1/2 :XE{PZQ(X) = g(1/2) :0| donc h

est dérivable en Y.



Exercicen® 5 I

Xy +Ng X

- . , L , L
1. La moyenne x des salaires est égale a x=—" F_. Pour I'application

numérique, on trouve : x =1300

2. V(X) =%Zn:(xi %) =%Z(xi X2+ (%, - %)? et

ieH n ieF
1 -, 1 — — -, 1 — — - —— =
_Z(Xi -X)? :_Z(Xi — Xy T Xy -X)? :_(Z(Xi _XH)2 +Z(XH -X)? +22(Xi =Xy )Xy — X))
n ieH n ieH n ieH ieH ieH
Par ailleurs, Z(Xi ~x,) =0, dou EZ(xi —x)° :n_H\/H (X)+”_H(Z_;()2
ieH ieH n n

N, Vi (X) + Ve (X) Ny (6 =X)” + 0 (X =X)°

n n

En conclusion : V(X) =

Pour I'application numérique, on trouve V (X) = 40000

Exercicen® 6

1. La somme de deux fonctions convexes est convexe (évident).

2. La norme est une application convexe (propriétés de la norme).

3. Soit g(u;) =u, Log(u,), sa dérivée seconde est égale a i, la fonction g est

donc convexe et f est convexe comme somme de fonctions convexes.

n
4. Par exemple la fonction linéaire f(x) = Zai X; est convexe et n‘admet pas de
i=1
minimum.

5. Par hypothese sur la limite :

VA>0,3B>0,VueR" |u|>B= f(u)> A, donc Minf =Minf. Comme f est une

R ullulse)
fonction continue sur cet ensemble fermé borné {u eR"/ |ul < B}, elle admet un

minimum (et un maximum) sur cet ensemble et donc surR".
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Correction de la deuxieme Composition de Mathématiques

Exercice 1 Soit (ay,...,a,) € R" et (by,...,b,) € R"” non tous nuls et n € IN*.

a. On considere la fonction f définie sur IR et a valeurs réelles telle que f(z) =Y (a; + bx)*.
i=1
a.l

> (a; +bix)* = xZ(Zb?H?xZaibﬁZa?

i =1 !

A = S
=1

=1

La fonction f est un polynome de degré 2 positive ou nulle, par conséquent son
discriminant est négatif ou nul.

a.2

ai+b)* = D oai+> b +20> ab)

j i=1 i=1 i=1

< S a4+ b +20d a7 1/2262 1/2 (0.1)
=1 =1 =1

ou l'inégalité (0.1) résulte de l'application de l'inégalité de Cauchy-Schwartz. On en
déduit I'inégalité de Minkowski

Zn:(ai+bi)2 < <zn: 1/2 sz 1/2)
‘ i=1
<
<

= 1/2 b2 1/2
; Z



20T

i n pose w = e¢€ et on consi él"e €S deux complexes & = w—rt+w" € = W w.
Exercice 2 Onp 5 et dere les d pl +wt et 24w

En remarquant que w est une racine cinquieme de 'unité, on a la relation Zizo Wb =0. On
en déduit que

1.

2.

3.

4.

a+8 = wrw+w?+dd
4

= Zwk—wo

k=0

= -1 (0.2)
af = (w+whw® +u?)

_ 3. A 6 T

= wHw +tw tw

= Wwt+w+w +w?

— 1, (0.3)

Les relations (0.2) et (0.3) montrent que « et 3 jouent un role symétrique. Ces relations
entralnent que «, respectivement 3, satisfait I’équation du second degré:

X+ X —-1=0,
_1_\/5

dont le discriminant est A = 5 et qui admet deux solutions réelles X; = — et
-1 5
x, = “LTV5

complexes de module 1 ayant leur partie réelle positive tandis que [ est la somme de
deux complexes de module 1 ayant leur partie réelle négative donc a > 0 et 3 < 0. En

. Il s’ensuit que « et [ sont réels. Le nombre o est la somme de deux

, ~1+V56 ~1-5
conclusion, « = ———— et f = ————.
2 2
cos(Z) =% = _11“/5.
(T — i (F 2T Eus 21y _ —14V5 _ «a
sin({5) = sin(5 — %) = sin(5) cos(F) = == = 5.

Exercice 3 L’événement {X = 1} correspond & un succes au premier essai; 1’événement
{X = 2} correspond & un échec au premier essai et un succes au deuxieéme essai; 1’événement
{X =k}, k € IN" correspond & (k — 1) échecs aux (k — 1) premiers essais et un succes au
k-ieme essai.



L’ensemble des valeurs possibles de X est 'ensemble IN*. L’événement {Y = m + k} Vk € IN

correspond a placer (m — 1) succes parmi les (m +k — 1) premiers essais puisqu’au dernier essai
il y a forcément un succes, d’otl

PY =m+k)=Cnl ., p™ (1-p)F, VkeN.

Probleme

I. Préliminaires

I1.1. En utilisant le taux d’accroissement, on obtient

sin(x) — tim sin(x) — sin(0)

lim - lim p— = (sin)’(0) = cos(0) = 1.
e sin(nx) . sin(nz) .
1.2. On en déduit lim,_, = lnr(l)n = n pour tout n € IN".
z— nw

I.3. Le domaine de définition de g est IR privé de 'ensemble des points {2k, k € Z}

sin((n + 5)2) _ g snt9)n) 5ty Ot o
M M e e Cwm@ 5

lim, .o g(x) = n, ce qui assure la continuité en 0 de la fonction f définie sur [0, 7.
Sur |0, 7], la fonction f est continue en tant que rapport de fonctions continues sur

10, 7.
I.4. On peut définir la fonction f par

1 sin(nx) cos(3)

£ol0.0] — { —3 + 3 cos(nz) + 1 (D) si x €0, 7]
0

si =0

en utilisant la formule trigonométrique suivante: sin((n + 1)z) = sin(2) cos(nz) +
cos(3) sin(nx).
I.5.

) 1cos(%) _ z
1 ba?)=a) | br)—L— =a.
leI%)(GZE—F T >25in(%) xli%(a—i_ x)sin(%) a

La fonction v, est donc continue en 0 et elle continue sur |0, 7] en tant que produit
et rapport de fonctions continues sur |0, 7.

1I.
I1.1.
/ﬂl‘COS(QZL’)d[L' =0
0

™ 2m
2 _
/0 z”cos(2x)dr = %2
i -2
3r)dr = —
/0 x cos(3x)dx Y
™ —27
?cos(3x)dr =
/0 x cos(3x)dx e

On en déduit que a = —1 et b= 5-

1
pup



11.2. | |
/ x cos(kx)dx = { 02 si k pair
0

—%z sl k impair
et o . ‘
/7r 2% cos(kx)dr = { L > K patt
0 ~7 sl k impair
En prenant a = —1 et b = %, on obtient le résultat demandé.
ITI.
I11.1. II1.2. Pour x =0, on a 37 ;(e™®)* = n. Pour x # 0, on a
n iz(nt1) _ niz
ir(n+1) _ giz
- ot /2(ei/2 — g-in/2)
eie(ntg) _ oi
T (20)sin(3)
_ sin(az(n+ 3)) —sin(%) Lo cos(z(n + 3)) + cos(%)
2sin(3) 2sin(3)
1 sin(z(n+ 1)) . cos(z(n + 3)) + cos(%)
2 2sin(3) 2sin(3)
La partie réelle est bien égale a la fonction f pour z € [0, 7].
. ™ |
IV. Montrons que nETmun =% ou u, = ;ﬁ

IV.1. IV.2. Par linéarité de I'intégrale, on a

T 1 9 n
Up = /0(—:L'+27Tx);:1(:os(k:c)d:c
s 1 9
_ 1 (- 4L 2)d +1/7r(_ + L 2) cos(nx)d +1/WS'( Y, 1 (z)d
= 20x27rx$20x27rx nxeomnx 1 (@)de

IV.3. On note Ty = =1 [ (—z + 5=2?)dz, Tb,, = 5 [§ (—2 + =2?) cos(nz)dz et T,
£ I sin(nz) ¢—1,i($>d$- Comme les fonctions f et ¢_; 1 sont continues sur 0,7

alors, d’apres le résultat admis R.A., on a pour tout n € IN*, lim, 1 T,
lim,, 4o T3 = 0. On en conclut que

lim uw, = T
n—-+00
1 1,
= —3/, —x—l—%x )dx
1, 22 1 23
= - 15k
2 3
- 4 (6%2)m
2
- 5



