AVRIL 2004

CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie A

CORRIGE DE LA 1°"® COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercicen®1

1. Ladérivée de : xe¥*¥® est & ¥ (1+x(2x+3)) =€ 3 ( 1+3x+2x%)

1- cosx
X2

. 1- cosx
2 d'ou Lim =

X2 ! X® +¥ X2

£ 0

2. Ona:‘

i - =Lj -D=+
3. XléI[Q(XLogX X) x'@”ii‘ x(Log x- 1) = +¥
4. On obtient e*=-2 et € =1, d'ou une seule solution x=0

5. Une primitive de la fonction f définie par : f (x)=Logxest F(x)=xLogx- X

g 1 81 1. 1
6. a =a (- =1-
e kK(k+D) o ko k+1 n+1
p/2 p/2 pl2
7. Oxsn xdx=[- xcosx])* + (cosxdx= (yposxdx =1
0 0 0

8. L’équation correspondante admet deux racines 1 et 4. L’ensemble des solutions est
donc S:]l, 4[

9. Par récurrence, on obtient U :U—ll , et la suite (U,). . converge vers 0.
3 n N

n-

9
4 sont: (x,y)=(32)ou(-3,- 2
6



Exercicen® 2

@ La fonction f n'est pas définie en 0 et sa dérivée est f (X) SAU (X 1)

Cette dérivée s'annule en +1. La fonction est décroissante sur |- ¥,0[de 0 & - ¥,

décroissante également sur |0,]] de +¥ ae, puis croissante sur |L+¥[ deea +¥.
Le graphe de f présente une branche paraboliqgue dans la direction verticale a +¥ et les

axes comme asymptotes.

® [équation 1-1 xe* =0 est équivalente a f(x)=I (graphiquement,
ceci correspond a l'intersection du graphe de f avec une droite horizontale), d’'ou les
résultats :

- Pour | <0, on a une seule racine,
-Pour O£1 <e, on n’a pas de racine,
-Pour | =€, on a une seule racine,

-Pour | >e, on adeux racines.

® La fonction g nest pas définie en -1 et sa dérivée est
: e (x* +x+1
g (x) :(—2)
(x+1)
croissante sur |- ¥,-1de 0 a +¥ etsur |- L+¥[ de - ¥ a +¥. La droite d'équation
x=-1 est une asymptote, ainsi que I'axe horizontal.

. Cette dérivée est toujours positive et la fonction est donc strictement

O L'équation x- | (x+1)e* =0est équivalente & g(x)=I , d’ou les résultats :
Pour | £0, on a une seule racine et pour | >0, deux racines.

Exercicen®3

@ La fonction f est définie sur R’

On trouve les limites suivantes : Lim f(x) =+¥, L|m f(x)=-¥ et Lim—= () =1
X® +¥ X® ¥ X

La dérivée est égale a f (x)=1- 1 Lafonction f estdonc croissante sur |- ¥, 0[EJL +¥
X

et décroissante sinon.

Tableau de variation :

X - ¥ 0 1 +¥

NCORE - +

f (x) -¥ - 4+¥|+¥ T 1|1 - +¥




® Pour le graphe de f, on a: une a une branche parabolique dans la
direction y=x et l'axe des ordonnées est une asymptote verticale. Le graphe suit le

tableau de variation. La dérivée seconde étant toujours positive, la fonction est convexe.

®

2 é2

f (x)d Lnx+ X
O(x)x g?xnx

- Ln4

E)C NC
N ol

On considere maintenant la fonction f. définie par f_(x) =mx- 1- Lnx, ou mest un
parametre réel strictement positif.

7 e . * ’ . ’ ’ ~ ' l
® f_ est définie sur R . Sa dérivée est égale a: f_(x) =m- = et elle est
X

1 o y
nulle pour x=—. f_ est donc décroissante sur [lintervalle O—Aet croissante sur

m ng

- 1, .
Elle admet un minimum en x=— égala Lnm.

g m

/1 7
?_’+¥§

&m

I'intervalle

® Pour m=1, le minimum est nul, d’od pour tout x>0, on a linégalité :
Lnx£ x-1.

® En appliqguant ® avec x:i, onobtient : Ln2Lg 3 (g,
M M M

En sommant ces différentes inégalités, on a : é (Lna, - LnM)EMié_ a -n.

Comme par ailleurs M :lé a, , l'négalité devient : § (Lna, - LnM)£0 ou encore
n

—a Lna, ELnM et a Lna”’" =LnG £LnM . Comme la fonction logarithme est strictement

cr0|ssante, on obtient GEM

© On remplace a, par 1 dans GEM pour obtenir :

. c'estadire l£i dou HEG
G H




Exercicen® 4

On considere la fonction f définie sur I'ensemble des nombres réels par :

f(x)=xsn 2 et f(0)=0
X

O f est dérivable, et donc continue, sur R- {O} comme composée de

fonctions élémentaires dérivables.

f estcontinue en 0, car Lg@r? f(x)=0=1(0), en effet

L . f(x)- (0 L . .
Pour la dévivabilité en 0, on a leuzumsnB et cette derniere limite
X® 0 X X® 0 X

n'existe pas, la fonction f n’est donc pas dérivable en 0.

P
xsnx‘£|x|.

& Résolvons les différentes équations :

7~—||—\

a) f(x)=00 x= OousnB snkp , dott S={x/ f(x)=0}= |0
|

1 2

b) f(x)=x0 x= 00usnﬂ_1_sn(p+2kp) dott S={x/ f (x) = x}:$0,1+4k(kl Z)g

c) f(x)=-xU x:00us'n[:( -1=4dn (- +2kp) d’oul

_ 0. 2
s={x/f (x)=- x}—%O,m(kl Z)t\;

® Calculons les dérivées :
f (x)= snp P c:osB

X X X
' ()=- 2sn
X X

O Vvariations de f pour x3% . Comme x3 % ona: 0£p;£2p :

La dérivée seconde s’annule pour X=E et x=1. Elle est positive sur I'intervalle §§1§

donc la dérivée premiere est croissante sur cet intervalle et comme elle change de signe
sur cet intervalle en étant bijective, elle s’annule une seule fois sur cet intervalle en une

valeur notée a . En cette valeur la fonction admet un minimum.



X 1/2 a 1 +¥
f (X 0 + 0 - 0
f () -2p - p - 0
f (X) 0 - - 0|0 - +¥

Exercicen®5

a) Pour f(x)=ax,ona: L(f,l)=8 (y - ax)>. Cette fonction admet un minimum pour la
i=1
valeur de a qui annule la dérivée de cette fonction L par rapporta a.

ax v

On obtient : 2a(§ x7) - 28 x y; =0, d’'ou a=-!
i=l i=1 a X

b) Pour f(x)=ax?, L(f,l)=Q (y,- a?)*+2al . En dérivant par rapport & a, onobtient:

=1

n n é- Xi2 yi - I
2a(g x)- 24 x*y, + 2 =0, d’ot a=-

i= i=1 a Xi4

c) Pour f(x)=ax*+bx, L(f), ):é (y, - ax’ - bx)*+2al . On dérive par rapport a a etpar
i=1

rapporta b.

L, —2a(ax)+2b(ax) 2ax y, +21 =0 et

i=1 i=1

Lb—2a(a X.)+2b(a x')=0

i=1
On a donc a résoudre le systeme linéaire suivant :

daﬁHMax)axx

I
I
i a(ax)+b(a>9) 0



La résolution de ce systéme donne, en posant D=(§ x*)(Q x?)- (& x°)?:

@x)@axy-1) @x)yaxy-1)
a=— : et b=- — i
D D




AVRIL 2004

CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie A

CORRIGE DE LA 2°™® COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercicen®1

1. Un code est donc formé de :

3 chiffres prisdans I'ensemble N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Comme les trois chiffres sont
distincts et que I'ordre intervient, le nombre de 3 chiffres possibles est le nombre
d arrangementsde 3 ééments dans I’ ensemble N a9 éléments, soit :

|
=—2 -2 gex7=5m

les lettres n'étant pas nécessairement distinctes, le nombre de choix possibles de
deux lettres parmi les quatre est le nombre de listes de deux ééments de {A, B, C, D}
qui est 42=16

Comme a chaque choix des 3 chiffres on peut associer 42=16 choix de 2 lettres
(principe multiplicatif), le nombre de codes possibles est A’x4? = 8064

2. a) Il y a4 chiffres pairs: 2, 4, 6, 8 dans I’ensemble N. Un code de 3 chiffres pairs est donc
formé d’un arrangement de 3 chiffres de I’ensemble {2, 4, 6, 8} et d'une liste de 2 éléments de
{A, B, C, D}. D’aprés le principe multiplicatif, le nombre de codes possibles avec 3 chiffres
pairsest A’x42 =384

b) Les deux lettres sont identiques, donc il n'y a que 4 choix possibles pour les lettres. Les chiffres
constituent toujours un arrangement de 3 chiffres de I'ensemble N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} .
D’ou, d aprés le principe multiplicatif, le nombre de codes possibles avec 2 lettres identiques est

Aix4 = 2016

c) Il y a5 chiffres impairs:1, 3, 5, 7, 9. Comme les codes cherchés contiennent deux chiffres
impairs, il y a A2 = 60choix possibles.

Il reste achoisir le dernier chiffre qui serapair, il y adonc 4 choix possibles.

Enfin, les |ettres constituent une liste de 2 éléments de { A, B, C, D}, donc il y a 42 choix possibles.
D’ou, d apres le principe multiplicatif, le nombre de codes possibles avec 2 chiffres impairs est

A2 x4x42 = 3840

3. L’adarme se déclenche lorsqu’on frappe 3 chiffres parmi les 6 chiffres n’ appartenant pas au code
et une liste de deux déments de { A, B, C, D} quelconque.

On déduit du principe multiplicatif que le nombre de codes déclenchant I’ dlarme est A>x42 =1920



Exercicen® 2

1. Lafonction f est définie si le nombre complexe z vérifie :

_‘|_13+|z- 4i|>0
o1

B
I @B+zr )

et ces conditions sont vérifiées car le module d’ un complexe est un réel positif.

2. En utilisant les propriétés de la fonction logarithme, on a:
;.:O
(15+|z+4i])®

U log, (13+|z- 4i)) - 2log,,(15+|z+4i)) =0
In(13+|z- 4i) 2In(15+|z+4i|) o

log; (13+|z- 4i[) +log

>

In 6 In 36

. In(13+|z- 4i) _In(15+|z+4i])
V In 6 "2 In 62 =0
. 13+|z- 4i

n——=0=Inl

15+|z+4i|

g Bz Al |2- 4= 2+|z+4i

15+ |z + 4i|

3. Enposant z= a+ib,ona:

|4=70 vaz+2 =70 a2+ =49

Par ailleurs :
|z- 4i|=|a+(b- 4)i|:1/a2+(b- 4y
=.a2+b2- 8b+16 =+/49- 80+16 =+/65- 8
De méme:

|2+ 4| =|a+ (b+4)i| =\[a2 + (b + 42

=.a2+b2+8b+16 =/49+8b+16 =+/65+ &b

L’ équation devient :

\V65- 8 =2++/65+80



Les deux membres étant positifs, nous obtenons une équation équivalerte en les élevant au carré :

({/65- 80)2 = (2+/65+80)>
(1) U 65- 80=4+4/65+80 +65+8b
U -4b-1=4/65+8b

Le membre de droite étant positif, il faut que :

(2) -4b-130U0 b£-%

On aadlors, en élevant les 2 membres de (1) au carré :

(- 4b- 12 = (/65 +8b)2
U 16b2+80+1=65+80
U 16b2=64U0 b2=40U b==+2

Vu lacondition (2), lavaleur b = 2 doit étre rejetée. Nous avons alors::

ib=-2  _jb=-2 _ib=-2 _ ib=-2

U Ui U
{a2+b2=49  ja2+4=49 ta=+J45  1a=235

et puisque z = a+ib, les solutions de I’ équation sont :S:{S«/E- 2i,- 35- Zi}

Probleme

Partie A

1. a) f est définie sur R car 2x++/4x* +1 >0 pour tout réel x

Pour tout réel x ona: f(X)+ f (- X) =In(2x ++/4x* +1)(- 2x ++/4x* +1) =In(1) =0
donc f(-x) = -f(X) et f est impaire.

b) On af(x) = In(u(x)) avec u(x) = 2x++/4x*> +1>0 qui est dérivable sur R. f est donc dérivable
comme composee de deux fonctions dérivables et on vérifie que :

Fr(x) = —2

Jax2 +1



2. @) Branches infinies de (C) : on vérifie que I!@rrj¥ f(xX)=+¥ . Parailleurson a:

f(X)=In(x)+In(2+.,[4+— )donc lim ()—O

X® +¥

On en déduit que (C) admet une branche parabolique de direction I’axe Ox au voisinage de +¥.
Comme f est impaire, C) admet une branche parabolique de direction I’axe Ox au voisinage

de (-¥).

b) Onaf'(0) =2, f(0) = 0 et donc I’ équation de latangente D a (C) en O est y = 2x.

3. Comme f est positive sur [0, a] donc on peut écrire que l'aire de la partie limitée par (C) et les

a

droitesrespectivesx =0,y=0etx =a: A= Qf (t)dt
0

A I'aide d'une intégration par partie en posant : u(x) = f(x) et v'(x)=1, on vérifie que :

A=af (a) - %«/4a2+1+%

Partie B

1. @) f est continue et strictement croissante sur R, donc f est une bijection de R sur f(R) =R
et donc f admet une fonction réciprogque g

b) La courbe (C') de g est le symétrique de (C ) par rapport aladroite d’ équation : y = x
c) Pour calculer I’ expression de g(x), on peut aussi résoudre dans R I'équation en y : f(y)= X

f(y) =In(2y ++/4y* +1) = x

e =2y +4/4y° +1
4y’ +1=(¢€" - 2y)?

e - 4ye =1
y= e”-1
4eX

D’ou le résultat. On peut également vérifier, a partir de I’ expression donnée de g(x),
quef(g(x)) = g(f(x)) = x



2) a Existence et unicité d'unréel a solution de I’ équation g(x) = x dans ]0,+¥[.

Comme f est la fonction réciproque de g, S g(x )= x on a x = f(g(x)) = x et inversement.
Donc I’ équation g(x) = x est équivalente af(x) = x.

Considérons lafonction p(x) = f(x)-x. Ona:

3- 4x2
(2+4/4x2 +1)/4x% +1

p(x) =

A3

u ./3é o
p est croissante sur 0 é atteint son maximum en Xx —7 est décroissante vers -¥ sur
G é

&3
&2

+¥

(D: D> (D~

J3é
"2 &

u
Commep(%) >0, il 'y apas de solution dansI’intervalle {0,
a

('D('D>('D

: . , : o /3 . o

Lafonction p étant continue et strictement décroissante sur i +¥a, il existe un réel unique a
é é

dans cet intervalle qui vé&rifiep(a) =0, c’'est-a-diref (a)=a

PartieC

e-e”

10naj () =——
e +e

a On véifie que | est continue et dérivable sur R et commej '(X) :(X—A'_X)Z, ele est
e +e

strictement croissante de R vers Ii@m{j , Ij@rr+1¥j [ =]-1,1[. On en déduit que | est une bijection de
R surJ=]-11[.

b) Soityl R etxl ]-1,1[, ona:

h()=yU j (y)=x

e-e’ 2
U e¥-1=x(e”+
X = e e? x(e” +1)
d'ou
1+X
h()——ln(—)

On véifie que h'(x) =

X2



2.0na S, '(X)=1+x*+(x?)* +..+(x*)"'qui est la somme des n premiers termes d’une suite
1' X2n

2

géométrique de premier terme 1 et deraison x2. Commex2? 1,ona S,'(X) =

a) Comme S, est laprimitivede S, sur [0,1] telleque S, (0)=0, on a:

2n
S.(%) = Os (t)dt—011+dt
X X t2n X t2n
ot U ds A (- o
91-t2 O = 004 g

=h(x)- h(0)- (‘)lt%dt

O
D'ou I' égalité.

b) On remarqgue que :
1 1/3 t2n

u, =S, (= )—h(—) OTdt

1/3 42n
donc il suffit de calculer la limite quand n tend vers I'infini de |, = det. Or on vérifie que

t2n

1 £~ ()znetonendedwtqueOEI £ ()2”+1

pour tout t de g) l‘jona0£
D’ou:

lim u, = hy =12
n® +¥ 3 2



AVRIL 2004

CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie A

CORRIGE DE L’EPREUVE DE CALCUL NUMERIQUE

Exercice 1

1
a. Pour tout n € IN, z,,, s’obtient en ajoutant a x, le réel positif m La suite est par
n !
conséquent une suite croissante.
b. Pour tout m € IN*, et m > n, on obtient
|xm - xn| = ITm — Tp
_ e
k=n+1 k'
c.
! 1+ ! + ! +...+ !
Tm — Ty = e
(n+1)! n+2 (n+2)(n+3) (n+2)(n+3)...(m)
d.
< ! 1+ ! + ! +...+ !
Ty — T et
e (n+1)! n+1 (n+1)2 (n + 1)m-—n-1
e.
1
Sm—n—l - 1 _(TL+11)
(n+1)
f.
. 1
limy, 1 00Sm—n-1 = 1_71
(n+1)
1
= Z+1
n
g.
1.
+00 1
le —x,| = —
k=n+1 k'



2. En reprenant les questions c., d. et e., on obtient

1
0 <e—z, < —
n'n

3. En prenant n = 10, et en utilisant (0.1), on obtient un encadrement de e par
1

<e< — 0.1

ou x19 = 2.7182818011; on en déduit que
2.7182818011 < e < 2.718281856.

La valeur approchée de e a 1072 pres est e = 2.718281856.

Exercice 2 L’utilisation du Théoreme des Accroissements Finis requiere la dérivabilité de
la fonction sur un intervalle [a,b], a < b, a et b réels. Prenons l'intervalle [10000, 10001] et
la fonction f : xz — /z. La fonction f est dérivable sur [10000,10001] de dérivée la fonction

f' € [10000,10001] — F Le Théoreme des Accroissements Finis nous assure I'existence
x

d’un réel ¢ €]10000, 10001[ tel que

v/10001 — /10000 1
10001 — 10000 2\/c
V10001 —100 1 02
1 NG '
Comme ¢ €]10000, 10001[, on a 2%/5 < 2\/1100W = 5= En utilisant (0.2) on obtient 'encadrement
de /10001 suivant :

1
100 < v10001 < 100 + 200 — 100, 005.

La valeur approchée de /10001 a 10~3 est /10001 = 100, 005.

Exercice 3

1. Si tous les clients sont servis, dans la caisse il y a (60 -40)=20 billets de 10 euros et 40 billets
de 20 euros.
2.

a. Trajectoire possible dans un repeére orthogonal allant de (0,0) = (0, Sp) & (3,1) = (3,53 =

1).



Trajectoire allant de (0,0) a (3,1)

v

b. Le guichetier peut servir tous les clients si & aucun instant i pour ¢ € {1,...,100}, la
trajectoire ne traverse I’axe des abscisses vers des valeurs de S; négatives.

c. Pour que la trajectoire atteigne le point (50, 10), il faut que p+ ¢ = 50 et p — ¢ = 10, on
en déduit que p = 30 et que ¢ = 20.

d. Compter le nombre de trajectoires allant de (0,0) = (0, Sp) a (100, 20) = (100, Sigp = 20)
consiste a compter le nombre de combinaisons que 'on peut faire en prenant 60 éléments dans
un ensemble de 100 éléments. Par conséquent ce nombre est égal a C%Y,.

Exercice 4 On pose u = In(z) et v' = (4a7)z POUr faire une intégration par parties :

e
/12%;2;26@ = _%[ln(x)( +1 2/ 1+x2 o
- —%ln(Q)(?l)-F% 1 (% - (1+x2))dfv
_ _11_0111(2) + %[m( ) — %111(1 +z7)]y
- _11_0111(2) +5In(2) 1ln( ) — lln(5)
_ %ln@)—zln@)

Exercice 5

a. Le nombre total de chénes observés est égal a n = 581

b.



Effectifs diametre < 10 cm | 10 cm < diametre < 20 cm | diametre > 20 cm | Marges
observés des lignes
A 18 28 5 51
B 29 24 22 75
C 37 34 19 90
D 26 11 15 52
E 39 40 25 104
F 26 33 23 82
G 23 23 18 64
H 23 24 16 63
Marges des 221 217 143 n = 581

colonnes

c. Pour chaque case du tableau suivant, on détermine n;; se trouvant a I'intersection de la
ligne 7 (1 <4 < 8) et de la colonne j (1 <j<3):

H Effectifs théoriques H diametre < 10 cm | 10 cm < diametre < 20 cm ‘ diametre > 20 cm H

A 19,399 19,048 12,552
B 28,528 28,012 18,459
C 34,234 33,614 22,151
D 19,779 10,421 12,799
E 39,559 38,843 25,597
F 31,191 30,626 20,182
G 24,344 23,003 15,752
H 23,064 23,530 15,506

d. Le calcul de A est

8 3
SRk

(Nij — nij)®

oy

J
= 0,1+0,007+ 0,223+ 1,956 + 0,007 + 0,864 + 0,074 + 0,038 + 4, 207 + 0, 574 +
40,004 + 3,651 + 0,034 + 0, 184 + 0,034 + 0,009 + 4, 543 + 0, 679 + 0, 448 +
40,378 + 0,014 + 0,393 + 0,320 + 0,015 = 18, 756.

(0.3)

e. Si on observe une grande valeur de A définie par (0.3), on aura tendance a conclure qu’il
y a une dépendance entre I’emplacement de la zone et la classe de diametre des chénes
puisque cela signifie qu’il y a une différence entre les distributions théorique et observée.

f. Comme A = 18,756 < 23,685, alors on accepte I’hypothese d’indépendance entre ’emplacement
de la zone et la classe de diametre des chénes.






