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EXERCICE n° 1

[ Soit y=x*-3x-1, la dérivée est égale a 3x’-3 et elle est nulle pour
x=%1. Le tableau de variation montre que y est strictement croissante sur ]—oo,—l],
strictement décroissante sur ]-1,1] et de nouveau strictement croissante sur [1,+o[.
D’autre part dans chacun de ces intervalles y prend des valeurs négatives et positives.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires I'’équation admet 3 solutions.

[JOna:
(X=X)(X= %)( x— )é): X~ i( Xt xt §§+ K XX X SXDX_ 1XXgX
Puis par identification des polynémes, on obtient :
X+ %+ X%=0, XX+ %X+ XXx=-3 et xXX=1.
Les relations demandées s’en déduisent.



[l Soit x=2cosa. Sachant que cos°’a:% (co8a+3 cog ,) I'équation

devient : cosacr:%, d’'ou les valeurs des 3 racines, a savoir 2cos€), 2005@9”) et

Zcos%7 )

EXERCICE n° 2

[l Dans I'expression de |, on effectue un changement de variable, a
savoir x=t+ 7, et on obtient I ,, =—e "l,. On a donc une suite géométrique de raison
q=-¢e”

1+e”
et

[J et [J Avec une double intégration par parties, on obtient : I, =

alors 1, =(q)"1,- Comme la raison est, en module, strictement comprise entre 0 et 1, la
suite est convergente vers 0.

n+l ez
). On obtient : § = 1+(-)""e

OOna:S§= éo | = |O(1;_qq et la suite

1
S, est convergente vers >

n 1+e_n_ n+l i M
L] R”:Ellk:( 5 j (_eﬂ) 2



PROBLEME

1. La dérivée de y est égale a cosx - sinx.
Tableau de variation :

X |-37n/4 -71/4 71l 4
y 0 + + 0
Y |-+2 0 2

Dot J=[-2,42]

2. £ est continue et dérivable comme fonction réciproque d’une fonction
continue et dérivable.

3. On obtient f *(=+/2) = —37", f1(/2) :g, fl)=0et (fQ)) =1
4. f n'est pas dérivable aux valeurs ++/2.

On trouve ; (f (X)) =—— = 1
' f'(f*(x) cosf™(x)-sinf™x)

Par ailleurs f (f *(x)) =cosf ™ (x)+ sinf™ (x)= xet en élevant au carré, on obtient :

2
cosf ' (x)sinf ™ & )= X 1. Les deux expressions cosf ' (x) et sinf™*(x) sont donc

2
X2 -1

=0 d’ol cosf ! (x ) sinf ! K )=v2- X°.

solutions de I'équation t* — xt +

En conclusion :
1

=X

(f7(x) =

J2
j‘;dx: f1(J2) - () =774T

1\/2—X2

[ o= 7= (-2)= 2

_2AN2=-X 4



6. Soit y = cosx+ sinx et en élevant au carré, on obtient :
y* =1+ 2cosx sinx. La résolution de ces deux équations (second degré en sinx et en

X—~2-X o
2

cox) donne le résultats demandés (cf. question 4), a savoir : sinf ™ (x)= t

X++/2- X
2

cosf * (x)=

7. Comme les graphes de f et f™ sont symétriqgues par rapport a la
premiére bissectrice, s'il y a une solution a I'équation f (x) = f *(x), on a aussi f (x) = x.
En étudiant la fonction f (x)-x, on vérifie que f(x)> x sur tout l'intervalle considére,
donc I'équation n'a pas de solution.

8. Soit la fonction g(x)=sinx+ cosx—2 x elle admet comme dérivée la
fonction cosx— sinx—2 qui est toujours négative. La fonction g est donc décroissante

sur l'intervalle considéré de 1 a \/_—E et cette derniere valeur est négative. D’apres le

théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une seule solution a I'équation.
On vérifie que g(0.7) > 0 et que g(0.8)< 0.

Ona: h(x) :%, donc h(a) =0. On vérifie que ‘h'(x)‘ <0.69, par conséquent :

D’aprés le théoreme des accroissements finis sur ]O. 7, 0.2{, ona:
h(x) - h(@) =(x-a) h( 9, ot cJ]0.7,0.§. Donc f(x)=3n(X) +2x=J x-a) h( §+ 2 x
ou encore |f (x)|<3x(0.69 + 2x+ (069= 4 0%+ 27

On a h(a) =0, donc sina+ cosxy =2a. En élevant au carré, on obtient :
cosa sina = ﬁ puis sin2a = 2sina cosr = 4a” - let t 1. 420 :
2 cosa s 4a0°-1

D’autre part, (cosa+ sina = coda+ sitw+3 (cas+ sin )(cas sin, dou
cos a+ sifa=8a°*-3a @Ga’- 1)

_ 1-20 . . 1-20°
cosa=a-+ 5 etsina=a- 5 .




9. La fonction Fest continue d’aprés la question 5 et F(x) =(f™(x)), donc les
deux fonctions sont égales a une constante additive pres, mais les valeurs aux bornes
sont les mémes, les deux fonction F et f ' sont donc égales.

10. La courbe représentative de la fonction f est en dessous de la tangente sur
. , 3m ,
l'intervalle {—%ﬂ et au dessus de la tangente sur l'intervalle [—7,—2] Il suffit de

regarder la convexité de la courbe.
7l 4 4

_[f (x)dx=[-cosx+sinx]  =1x4cn? = 4cn?

0 0

11. OSlnS(Ej ly -0
6
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EXERCICE N° 1

1) CommeQ=Al A,ona:
P(B) = P[(AC A)nB]
= P[(AnB) OC A nB]
=P(AnB)+P (A nB)-P(An A nB).
Le dernier terme est nul carlA A nB=0. Par hypothése P(AB)= P(A) P(B), donc
PCA nB)= P(B)[1- P(A)] = P (B) P(A) car P{ A)= 1- P(A).

D'ou A et B sont indépendants. Méme démonstration pour B gbuis pourA et B.



2) Si A, B, C et D sont indépendants entre eux, d’apréesAl B, C et D sont indépendants 2 a 2
et on a comme ci-dessus :

P(BnC)=P[(AL"A)nBnC]
=P[(AnBnC)O( A nBNnC]
=P(AnBNnC) + P(A nBnC)- P(An AnBnC)

et le dernier terme est nul camAANBnC =[0. Comme A, B, C et D sont indépendants entre
eux,ona:

P(BnC)= P(B) P(C) et
P(AnBnC)=P(A) P(B) P(C),
d’'ou
PCA nBnC)= P(BnC)[1- P(A)]

3) Prenon£)={a,b,c,d}, A={a,b}, B={b,c}, C={b,d} avec
P({a}) = P({b}) =P({c}) = P({d})=1/4
Ona:
P(AnB)=P({b}) =1/4 = P(A) P(B);
P(BnC)= P({b})=1/4 = P(B)P(C) et
P(AnC)= P({b})=1/4=P(A)P(C).
Mais P(AnBn C)= P({b})=1/4 est différente de P(A) P(B) P(C)=1/8.

4.1) D’'aprés 2), A, B, C sont indépendants entre eux donc
b=P(An Bn C)=P(A)P(B)P(C)=(1-a)(1-x)(1-y)

De méme A, B, C sont indépendants entre eux donc
p=P{A n BnC)=P(A)P(B)P(C)=(1-a)(1-x)y

Par ailleurs, A O BO C est le complémentaire de®/8n C donc
c=P{A O BO C)=1- P(AnBnC)= 1-P(A) P(B) P(C)=1-axy



4.2) et 4.3) Pour trouver une relation entre a, b, c et p indépendante de x ety. on calcule d’abord x
et y en fonction de a, b, c et p (question suivante 4.3). On a :

b/p = (1-y)ly

et on en déduit y = p/(b+p). Par ailleurs,
x = (1-c)/ay

soit, en remplacant y par p/(b+p) :
x=(1-c)(b+p)/ap.

On obtient ensuite la relation entre a, b, ¢ et p indépendante de x ety en remplacant x ety ci-
dessus dans I'expression de p = (1- a)(1-x)y = (1-a)(ap-b-p+cb+cp)p/[ap(b+p)].

EXERCICE N° 2

1) On développe (a+b+€)a I'aide de la formule du binéme

(a+b+c)"=X CX (a+b)kc”"‘ la sommation portant sur k variant de 0 a n.
Puis on développe (a+Bpans cette somme, ce qui donne :

(a+b+c)" =Y CX ¢ T CP &b, la deuxiéme sommation portant sur p variant de 0 a k.
Comme il s’agit de sommes avec un nombre fini de termes on peut écrire :

(a+b+c)" =Y Y CX CP PP =3 CF CP PP K

Le coefficient du termePa*? "  est G* C° = [n! / kI(n-k)!] [k! /p!(k-p)!] = n!/(n-k)! (k-p)! p!
On en déduit que le coefficient d&Rz* dans le développement de (2x-5y+2¢st égal &
(2°x (-5)°x 15! ) / (6! 5! 41) = -(Px 5°x 15! ) / (6! 5! 41)

2) Le nombre de permutations differentiables de n lettres avettres af3 lettres b ety lettres ¢

est égal au nombre de combinaisons de ces trois lettres pour former un mot de n lettees avec
lettres a lettres b ety lettres ¢, qui n’est autre que le coefficient défac’ dans le
développement de (a+b+tYui n’est autre que ni! B! y!.



PROBLEME

1.1) Le discriminant associé a I'équation di @egré est\=cos#-1 = -sin%1. Les racines sont
donc:

Z=co® tisina=¢e",

1.2) On pose Z ="set on se raméne & la résolution de I'équation i @egré de la question
précédente. Les solutions de,(Eont donc

2" =€ soit z = €(“*2MN k=0, .. n-1.
2.1) Connaissant les racines dg€4) données en 1.2) on peut le mettre en produits de facteurs :
Pa(z) =Mo" (z- 2) (z- 2)
=Mo" Yz2-2zcosé/n + 2kivn)+1]

2.2)Ona:
Py(1) = 2(1-cos) et d’apres 1.2) :
=Mo" Y[1-2cosf/n + 2kvn)+1]
= 2"My"[1-cos@/n + 2kivn)]
et comme 1-cosx =2 sin?(x/2),ona:
Pa(1) = 4 sin2@1/2) = 4'Mo"Ysin2(a/2n + kivn)]
d’ou le résultat.

2.3)Ona:
Hn(a) = M1y [sin(a/2n + kivn)]
Et comme le produit k{a) ci-dessus commence avec k=1, on peut écrire
Hn(a) = Me™Ysin(a/2n + kivn)] / sin(@/2n)
= {N,"Ysin2@/2n + kivn)] / sin2@/2n) }**
= sin@/2)/[ 2"* sin@/2n)]
en utilisant I'égalité dans 2.2). D’ou le résultat.
2.4) Lorsquen tend vers 0, si(/2)/sin@/2n)= (a/2)/(a/2n) = n, donc
limHp(a) =n/ 2"t



2.5) d’'apres 2.3) on a par continuité de la fonctioroe® :
Hn(0) = My sin( kivn)
= lim sin(@/2)/[ 2"* sin@/2n)]
=n/2".
3)

3.1) En développant le produit 2 z-o®?)...( z-w™™) dans I'expression de P(z), on voit que le
coefficient de 2 est nul, donc le degré du polynéme P(z) est au plus égal a n-2.

3.2) On peut écrire :

P(z) = (Z-1)/ (z-1) - (z&)( z-6R)...(z-w™Y
Et donc pour k=1,...,n-1:

P@) = [(w)™1) / (@ -1)
Or (9" = (€*™™" = €*"=1 et donc

P = 0 pour k=1,...,n-1 ety, &¥,.., "

sont n-1 racines distinctes de P(z). D’aprés 3.1), P(z), polyndme desdegléa n-1 racines
distinctes C’est donc le polynéme nul, i.e. P(z)ERUC.

En particulier pour z=1on a:
0=P(1) = 1+1+...+1- (Iw)( 1wA)...(1-w"™ = 0.
Dol n = (1-w)( 1-w®)...( 1-w™.
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i=10

[0 N=>_n =1000.
i=1
1 10
[J La moyenne empirique vaut : X = NZQ . % =4540F.
i=1

1 10
[J La variance vaut : Vx = N D on.(x - X)? =2022400
i=1



0 Coordonnées des points :

N’ Y'i
0.01)0.0011
0.035]0.0093
0.141)0.0677
0.296/0.1872
0.659(0.5470
0.883]0.8184
0.958) 0.9258
0.98/0.9621
0.998) 0.9958
1 1

OOV N || [WIN[FP[—

[ —

U] Figure.

[J Pour toutjona:0<Nj<1,0<Y<1donc laligne de concentration est au
dessus du segment OA et & gauche du segment AB. Pour montrer que la ligne est
convexe, on compare la pente p; du segment C;1C; et celle de C;Cj+1 notée pj+1. On a:

N X%
10
Yo=Y, 2N
J 1= i=1
pj = : ; = .
N =N n
10
2N
i=1
nj X]- r]j+1Xj+l
10 10
n. xX. n..x Zni)ﬂ Zni)g
17 JHLT AL, 8=l i=1 ! N A
Or x, <x,, donc —<——— d'ou < c'est a dire p;< pu1 donc
J ] n n. n]. I‘lj+l

j j+1

10 10
la ligne est convexe. On en déduit qu'elle se trouve sous le segment OB. La ligne de
concentration est donc a l'intérieur du triangle OAB.

[J L'aire de OABvaut 0,5.

U Figure.



[J Le quadrilatére est un trapéze car Ci.1Dj.; et C,D; sont paralleles, leurs points
ayant les mémes abscisses deux a deux. L'aire g vaut donc :

N' . +N' -Y _.-Y.
a, = j-1 j ji-1 j (N’
2

-N' ).

i

[J L'aire demandée est la somme des aires g calculées précédemment, c'est a
dire :

10
aire = ) a,
=1

10 10
1 , , , , 1 \
:EZl(N j—1+N i )(Nj_Nj—l)_Ezl(Yj—l"'Yj ) Nj - Nj—l)
i= j=
1 10 1 10 n
EZ(N =N 1—12)_EZ(Y1—1+YJ )%
i=1 j=1

10
10 Z(YIJ-1+YI1 )nj

2>'n, '
i=1

j

1

1
= E(Nllo2 _Nloz )~

1 10 nj
=S XY ) )
2N
i=1
10
> (V' L+Y)
00 bonc | =1-1=—— . Application numérique :1 = 0,168.

LI Si tous les salaires étaient égaux, alors ils seraient tous dans une classe j
fixée. On aurait alors Co= ... = C;.1 = O et Cj = ...Cyo= B donc la ligne de concentration
serait la droite OB et l'indice serait nul | = 0.

1
N ,0) et C;,5=B. On a

N
L On aurait alors Co= O C; = ... = Cy de coordonnées (

alors | -1—i
= N



U0 Figure

B 1 3 1 a+11_0’—1
DDIa—l—ZLfAmdw—L-HE:Ex lo=""7

a-1
U Ona I,=0168si Pk 0,168 c'est a dire a = 1,404.

Figure :
EXERCICE
a>0
[] Les différentes racines n'ont de sens que si:1b>0 ousia=0etx=0.
O<xsa

Dans ces conditions, on a l'équation équivalente en élevant tout au carré :

2a+2ya? - x=+/bx.

En relevant au carré on a encore ['équation équivalente

4a® +8ay a’ — x+ 4 a — ¥ = bxsoit encore : 8ava’ - x=(b+ 4) x- 8&. Cette équation
équivaut a :
Ssoit,

64a’(a” - X) = ((b+ 4 x— 8&)?
(b+4)x-8a° =0

X_1m%
 (b+4)?
8a?

X2
b+4




Les conditions deviennent alors :

a>0
b>0
8> 16’
< <a
b+4~ (b+4)?
o . : 16a’b
ce qui équivaut a a > 0 et b > 4., auquel cas la solution est x :W.

[l Application : x = 2,277.



