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N,, désigne {1,---,n}, n € N*.
Partie I

1. On a bien

1 1
A (SL’O + it + -+ xntn)th — /0 Z xixjti-i-jdt

0<4,57<n

Il en résulte que ¢, est définie positive.

2. a) Par linéarité, il suffit de vérifier 1’égalité pour P(t) = t¥. Or

! 1— (=1
/'ﬁﬁ _ =D
1 k+1

(ei(k+1)7r _ 1) 1 ((71)(k+1) _ 1) .

et i/ﬂ et k+1)0 g -
0 kE+1

(k+1)

La somme de ces quantités vaut 0.

b) Si X # 0, le polynéme P(t) = xg + -+ - + z,t™ est non nul. Donc
1 1
wm(X) = /Pm%</mﬂﬁﬁ
~1

0
1 T
= | P(t)zdt|:|i/ P(e?)2e?dp),
—1 0

On en déduit que g, (X) < / |P(e)|?do-
0

¢) On a
/ |P(e)[2do = Z xkxj/ ciG=k)0 gg.
0 0<j,k<n 0

puisque les x; sont réels. Donc
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i ; 1 n
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0

0<j#k<n



Ainsi g, (X) < 7| X]||2-
3. A étant symétrique, il existe alors une matrice orthogonale O telle que
A="'0AO

avec A; ; = 0sid# jet Aj; = A, les \; étant les valeurs propres de A. Il résulte que si on pose
Y = OX, on aurrait

n
IXAX =) Nyt
i=1
Ainsi, si les )\; étaient strictement positifs on aurait X AX > 0 et inversement en prenant le vecteur

X; tel que OX; = (5ij)1<j<n7 avec 0;; = 0sii+#j et d; =1, on obtient "XAX = \; > 0.

4. Puisque H,, est définie positive il résulte des questions 3. et 2. ¢) que Sp(H,) C]0,7[.

1 4 1
5. a) Les valeurs propres de H; = ( } ? > sont les racines de \? — g)\ + Ik
2 3

soit

4+ V13 4—+/13
)\1 = a)\Q =
6 6
b) ¢1(X) s’écrit dans une base de vecteurs propres

/\133‘% + /\21‘%

¢) Il résulte que 1’équation de I" s’écrit

af a3
ay az

1
otta? = —-

A

i
d) Le tracé en découle, il s’agit d’une ellipse.

6. Puisque H; est définie positive, N est une norme dont I' est la sphere unité.

Partie II
1. Soit tX = (t}/, yn) S Ml,n+1(R). On a
XBX ='YAY +24,'CY + y2a. (1)

Clairement A est symétrique et si Y = 0 et y,, = 1 on obtient que a > 0 car X BX > 0. De méme,
si ¢y, = 0 et Y est non nul on obtient 'Y BY > 0 car tXBX > 0.

2. Comme dans la question I.3., on choisit une base telle que ¢g(X) = >, N2, Tl résulte que si

[| X2 = 1 alors ¢p(X) > aj, avec égalité pour le vecteur dont les coordonnées sont toutes nulles

sauf celles d’indice ¢ qui vaut ;. D’ou H)r(rhin (ga(X)) = a1, de méme pour 3; = IIJI(nHaX (ga(X)).
2=1 =1

3. En prenant dans (1), y, = 0, il résulte que gp(X) = qa(Y) par suite ga(Y) > aq et ainsi

a1 > ag. De méme pour G2 > .



4. a) Appliquer (1) avec y, =u et Y = X.

b) En calculant le second membre et en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :
"XC| < [1X]l2]|C]2

et par suite I'inégalité recherchée.

5. Prenons un vecteur propre de norme 1 associé a la valeur propre (5. Il vient

qp(X) = 2 < max {(u v)D(Z)}

u24v2=1

N C 1
OuD—( ||g:h2 el > Donc 2 < max )\—{51+a+ \/4||C|§+(51a)2}.

a AESP(D) 2

5. Clairement par ce qui précede (I1.3) () est une suite décroissante et (f3,,) est croissante.
L’inégalité découle du la question I1.4 .c) qui permet d’obtenir

ERN O N 6712+41+1++#
=Y T o 3 " 2n+3 (n+2)2 ' (n+3)2 (2n + 2)2

Or pour tout a,b > 0, on a

Va+b<a+ Vb

f’n—zn1+3’+2\/(<n+12>2+<n+13>2+"'+M)}

Il résulte que

1 1
< = -
Bry1 < 5 {ﬁn+ 5 +

+3
. 1
Mais 3, > fp = 1. Donc 3,, > T3 et
n n — ——— | = 20,.
b +2n+3+ﬂ 2n+3‘ &

D’autre part

L SN </2”+1dt< 1
(n+2)%2  (n+3)? 2n+2)2 = /o 2T n+2
D’otu I'inégalité recherchée.
Partie III

1. Facile a voir.

2. 1l suffit de voir que §,, = - Hi{nf . {llen — P|[?} , avec e, (t) = t" et la norme || || étant associée
ERp 1t

au produit scalaire définie dans III 1. Il vient qu’il existe un unique polynéme P € R,,_1[t] tel que
llen, — P||? = &, et pour tout i € [0,n — 1],

<e,—Pe >=0.

3. a) Constatons que pour tout k € [0,n — 1] on a

1
F(k) = / (ap + art + -+ ap_1t" "' + t")t"dt = 0.
0



b) On peut écrire

AX)
F(X)=
(X) (X411 (X+n+1)
avec deg(A) < n et de a) on déduit que A(0) =---= A(n — 1) =0, ainsi

AX) = AX(X — 1) (X —n+1)

Donc XX (X k1),
T (X 4D (X 4t

Or par la définition de F, on a F(X)(X +n+ 1) prisen X = —n — 1 a pour valeur 1. Il résulte

F(X)

que A = EZL))Z' et par suite
B (2n)!X(X—1)-~-(X—n+1).
F(X) = ) (X+1)- (X +n+1)
¢) 8, = F(n) = (n))*

T @n)(2n+ 1)
4. Prendre X = (ag, -, an—1, 1), il résulte que ,, = ¢, (X) et par suite

o< O (0
SR T @+t

- D’ou le résultat.

1
11 est facile de voi n <
est facile de voir que up < 70—

Partie IV

1. Ona AX = Bet AX = A7'AB, car AAX = AB donc ||Bl||2 < ||4]] | X]]2 et [|]AX]|2 <
|A7Y] [JAB||- Dot

1815 _ ) IAB]

[1X]2 [1B]l2
2. La matrice ‘AA est symétrique, on peut alors choisir une base orthonormale de vecteurs
propres, ainsi, on obtient que ||A||?> = max(Sp(*AA)). Par ailleurs *AA = *A(A*A)*A~1. Donc
Sp(*tAA) = Sp(AtA) et donc

1 1

11?2 = max K )= =y
147 = max(Sp(("A4) ) = s )

D’ou le résultat.

3. Si A est symétrique définie positive alors 'A = A, il vient que

max(Sp(4))
o(4) = 2xtort2))
)= in(sn(4))
4. Si C(A) =1 alors max(Sp((*AA)~")) = min(Sp(*AA)). Donc la valeur propre min(Sp(*AA))
est de multiplicité n. Il résulte que “AA = min(Sp(*AA))Id et donc est orthog-
min(Sp(tAA))
onale.



5. On a '"QAQA ="AA Donc C(A) = C(QA).

6. On a
4+ /1
B +6 3 x 12 x 15771,
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Exercicen® 1

Soit I'équation (E,): x"+x-1=0

1. Posons f (x)=x"+x-1,alors f (x)=nx""+1.

f_ est continue, strictement croissante et réalise une bijection de R* sur [-1,+ o],
f,(0) =-1, il existe donc une unique solution X, ; de plus f (1)=1, donc x, e]O,l[

n+l

Si X, <X,, alors x <X, et x)T+X,.,-1<x'+x,-1, ce qui est absurde.
La suite (x,)est donc croissante et majorée, elle converge vers une limite I.

Si I <1, alors par passage a la limite dans I'équation, |1 -1=0, ce qui est absurde,
donc | =1.

n+1
n+1

< X"

n+l

2. f, est strictement décroissante sur 0,1, f, (u,)=0, fn(%) z% >0 et
n
Lnn R - . Lnn Lnn
f,(2——)~—-Lnn <0, donc a partir d’'un certain rang —n <u,<2——
n n n

Lnn

3. Ln(——
(Zn

)<Ln(u,) < Ln(Zﬁ) implique Ln(u,)~-Lnn, puis nLn(1-u,)=-Lnu,
n

N N - , Lnn Lnn
implique —nu, ~-Lnn, d'ou u, = Lnn etenfin x,=1-—— +o0 (—j
n n n



Exercice n° 2 I

+00 2
1. Soit | = J1+X4 dx , on effectue le changement de variable x=¢', d'ou
o 1+X
+00 2t +00 t —t t_ At
| = f 1+e4t dt:I ch(t) dt, avec ch(t) =% et sh(t) =>—° . Ona:
J1ve ? ch(2t) 2 2
ch2t =1+ 2sh*. En posant u =sht, on obtient : | = _[ TN du, puis en posant
J1+2u
1% 1 1 Yoo
t=v2u, I =— [ ——dt=——[Arctg(t)] ==
ﬁL ] )]_w NG
+00 +00 2
2. A l'aide du changement de variable x=1/t,ona: J :J. 1 7 dx:f X X
o 1+ X o 1+ X
+00 1 T
donc dx =
-([1+ X' 242

Exercice n° 3

On cherche a déterminer toutes les fonctions numériques continues sur R f
qui vérifient : f(x) :—1—I(x—t) f(t)dt

Supposons que f soit u;e solution de cette équation, alors

f(x)=-1- xi f(t)dt +i tf (t)dt et en particulier f(0)=-1.

Le terme de 0olroite deol’équation précédente étant dérivable, f est dérivable.

Et f'(x):—Jf(t)dt—xf (X) + Xf (X) , soit f'(x)+jf(t)dt=o.
0 0
Posons y(x) :j f (t)dt, on obtient I'équation différentielle : y (x)+ y(x) =0.
0

La solution générale est y(x) = Acosx+ Bsinx, et avec les conditions y(0) =0 et
y (0)=-1, y(x)=-sinx et f(x)=-cosx

On vérifie aisément que f(x)=-cosx est solution de I'équation proposée.



Exercicen® 4

2n*
. n x2
Soitf (X)=—|1-
0 ﬁ( anj

n 2n* Ln(l—x—z) ¥2n?
1. L|mf ,(X)=Lim—e 2’ = Lim—e™*" =0

nN—+w T N—+o00 [

b
2. L'intégrale Ig(x)fn(x)dx:jg(x) f.(x)dx est bien définie. En posant x=t/n, on
R a

. g 2 Y"
obtient f dx=|—1-— t/n)dt=|h (t)dt avec
i ig(x) A (X) dx !M el IIUL) lno v

hn (t) = %(1_;?] g (t / n) I[na,nb](t)

Pour n assez grand tel que a/n,b/n <1 on ait pour tout
t e [na,nb), ‘t2/2n4‘31/2 <1,

1 2 ., "
[, (t)] =— e2nn@-tran <= o= — () . Cette inégalité reste encore valable pour

f

t ¢ [na, nb].

La fonction ¢ étant continue par morceaux et intégrable sur R, on peut alors
appliquer le théoréme de converge dominée et conclure Limjg(x)fn(x) dx=g(0),
N—-+o00
R

sachant que Ie"2dt =z

R

Exercicen®5

zl4

Onnote I, = J.tg“xdx,
l4 1
+1 .= [(@Q+tg?X)tg"xdx=——
v !( 9°X)tg —

2. Lasuite I, est décroissante et minorée par zéro donc elle converge.

- 1
<21, <1, ,+1,,dou |, ~— .

3. Ona I +I ,< >
n



Exercice n° 6 I

1. On suppose que | <a.

a. La représentation géomeétrique montre qu’il y a chevauchement si

lcos492d .
2

b. On note » un lancer de l'aiguille. Les applications o—d et o— 6 sont

considérés comme des variables aléatoires uniformes. Elles sont
susceptibles de prendre n’'importe quelles valeurs dans les intervalles

respectifs [0,a/2] et {—%%}

Soit G le graphe de la fonction 9—>|Ecosﬁ a lintérieur du pavé

[—%,%}{O,g] A un lancer de l'aiguille correspond point de coordonnées
(0,1) dans ce pavé. Il y aura chevauchement si et seulement si ce point est
en dessous du graphe G. La probabilité de chevauchement est égale a
l'aire sous la courbe (cas favorables) divisée par laire du pavé
(cas possibles) :

I l2
5 Icos@ do

_ —rl2 _ =
P= a
T X—
2
2. On suppose maintenant | >a.

Le raisonnement précédent est encore valable, mais cette fois le graphe G sort
du pavé. Pour calculer l'aire incluse dans le pavé il faut évaluer les abscisses
—a et ades points d'intersection entre G et le segment supérieur du pave.

On obtient a = Arccos (ii) .

-a 72
— .[cose d49+205§+l Icos@ do )
2 -, 2 29 _2(0-sina)+2aa

7a

p:

a
TX—



Exercicen® 7

Pour o e]—l,l[, on donne I'équation fonctionnelle (E) suivante :

vxeR, f(x)=@0-x)f(ax)ou f estune fonction continue sur R.

1. Si f est solution de (E) alors f(x)=]][@-a*x)f(a""x). Quand n tend

k=0
vers plus linfini, f(a"'x)—>f(0) tandis que la suite de terme

général [J(1-a“x) converge. En effet, pour N assez grand,
k=0

vn=N, [J@-a*x)>0 et Ln(JJ@-a"x)=> Ln(l-a"x) et Ln(l-a*x) est
k=N k=N k=N
leterme général dune série absolument convergente.  Ainsi,

vxeR, f(x)=f(0)]J@-a"x). La fonction g a une expression de la méme
k=0
forme, d’ou I'égalité de f et g lorsque f(0)=g(0).

aﬂ

(1_an+l) an’
la série entiere Zanx" converge pour tout xeR et sa fonction somme

2. Par calculs, on obtient que pour a,eR et pour tout n, a,, =

Zanx” est solution de I'équation prenant la valeur a, en 0.
0

Ainsi toutes les fonctions f solutions de (E) sont développables en série

0 n-1 k
entiére sur R et on vérifie f(x)= f(O)Z(H @ ]x”.

k+1
o\ ko l—a
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Exercice 1.

1. Soit le rationnel 1. On a pour tout rationnel z = %, x 4+ 1 qui est un rationnel puisque
% +1= ’%‘1 qui est également un rationnel. Ainsi f(z) = f(z + 1) = 1. Maintenant, soit «
irrationnel, x + 1 est alors un irrationnel, et f(x + 1) = g(x) = 0. Ainsi 1 est une période

non nulle de f, et f est périodique.

2. Soit a une période de f. On a pour tout = réel f(z+a) = f(x). En particulier, si x = % e
avec p et ¢ # 0 deux entiers relatifs, f(z) = 1 donc f(x 4+ a) = 1. Ce qui implique que = + a
est rationnel. Ainsi il existe p’ et ¢’ # 0 tels que z +a = % ol encore @ = 2 ‘f];f’q . Ainsi a

est rationnel.

3. Soient a un rationnel quelconque et x un réel. On a alors soit = et x + a rationnels soit x et
Z + a irrationnels.

4. Ainsi tout rationnel est une période de f or le groupe des rationnels n’admet pas de plus
petit élément.

Exercice 2.

1. On a |fn(z)| < ﬁ qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. La suite de terme général f,
converge donc uniformément vers la fonction identiquement nulle.

2. Pour tout n entier non nul, f,, est dérivable sur tout IR, de dérivée [/ (x) = /ncos(nz).
Enfin, la fonction identiquement nulle est également dérivable, de dérivée nulle.

3. Soit z =, f}(7m) = (=1)"\/n est une série alternée divergente. Ainsi, bien que la suite (f,,)
soit uniformément convergente, que f,, soit dérivable en tout point et que la limite de (f,)
soit dérivable, la suite des dérivées (f) n’est pas convergente.

Probleme
e Préliminaires.

1.

<t

/+Oox2f(ac)dx = /w>tx2f(x)dw+/ 22 f(x)dx

%

/ 22 f(x)dxr car le second terme est toujours positif
x2>t2

v

t2 f(z)dx car le second terme est toujours positif.
>t



Ou encore

E(Y?)
12

VE>0, 1—Fy(t) < 1)

2. Comme f est une densité strictement positive on a Fy (xz) = f(z) > 0. On a Fy est
strictement croissante.

3. PY—pu>t)=1—-PY <t+p) =1—-Fy(t+p).

Fe(t) = P(Y<t)
= PloZ+p<t)

t—p
= P(Z<
(z <=5

5. E[(t —Y)? =t* — 2tu+ 0 + p?. Pour t = p, E[(Y — p)?] = o

6. On considere ici g = 0. Montrer que, pour tout réel ¢t > 0 :

t = E(t-Y)
E((t - Y)(Ty<t + Ly >¢))
< E((t-Y)(Iy<)) car IE((t—Y)Iy>) est négatif
< \/IE((t ~Y)2)E(I3_,) par linégalité de Cauchy Schwarz.

e Question 1.

1. Soit ¢ tel que Fy (t) = p. Par 1, on a, en remplagant Fy (t) par p, et pour ¢ et p tels que
1- p 7& 07
<7
On conclut en appliquant une racine carrée.

2. Comme Fy () = p = Fz(t — 1), et que Z & une espérance nulle, on applique le résultat
de la question précédente avec t = tu et p = p.

3. On cherche un majorant de t tel que Fy (t) = 90% = p. On utilise la question précédente
pour conclure.

e Question 2.

1. On utilise le préliminaire 5 et on obtient IE((t — Y)?) = t2 + 1. Puis en injectant ce
résultat dans (1) on a t < /(12 + 1)IP(Y < t) ce qui permet de conclure.

2. Comme Fy (t) = p, avec la question précédente on conclut.

3. On pose Z = % avec [E(Z) = 0 et var(Z) = 1. En remarquant que Fy () = p <=
FZ(t_?“) = p et en posant { = t_?” et p = p, avec le résultat de la question précédente
on conclut.

4. On remplace par p = 90%.
e Question 3.

1. Il permet de donner tres rapidement un majorant de tout décile qui n’est pas trop
grossier.



2. Ce résultat est généralisable a toute variable aléatoire admettant une variance. Le
probleme qui peut se poser est au niveau de l'inverse de la fonction de répartition.
En effet dans le cas de variable dont la densité s’annule, ou de variable discréte par
exemple, la fonction de répartition n’est pas toujours strictement croissante. Il suffit
alors de considérer I'inverse comme étant le sup de I’ensemble des réels ¢ pour lesquels
Fy (t) = p. Tous les résultats énoncés s’appliquent alors en raison du sens des inégalités
montrées.



