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Corrigé de la 1¢ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

N,, désigne {1,---,n}, n € N*.

Partie I
1. || ||so est bien définie et a valeurs dans R, car
e = 4 ()|
||| [|]]
|| Az ]| —11 4y Qn—1
montre que les ensembles Tl r e C\{0};et{||Ay|,y € S" '}ousS"! =
x
{y € C"/||ly|| = 1} est la sphere unité, sont égaux. Comme S"! est un com-

pact de C" et comme 'application y —— || Ay|| est continue a valeurs dans
R, elle atteint son maximum en un point z de S"~!, autrement dit, il existe
2z € 5™ 1 tel que

A
I|A2|| = max ||Ay|y:max<” x”).
yesn—l

70 \ ||zl
On constate que si x # 0,

|| Az]]
[|]]

|| Az[| = [l[| < [ Afoo| |-

L’inégalité étant triviale pour z = 0, on peut écrire
Ve eC,  [|Az]| < [|A]|o||2]]-

On vérifie ensuite que || || satisfait les trois axiomes d’une norme :
a) [|[Alloo =0=Vz € C", ||Az|]|=0=VzeC", Az=0=— A=0.
b) Pour tout A, B € M,,(C) et pour tout x # 0,

Az + Baf| _ [[Az]| | [|Bz]]

2 I 4 T | ]

< [[Allo + 1[Blls



et en passant & la borne supérieure dans cette inégalité pour x € C" \ {0},
|A + Bl < [| Al + || Bl]o-
¢) pour tout A € M, (C), pour tout A € C et z # 0,

Nz Az
[AAz|| =|>\|H |
IEdl

|||

et en passant supérieure dans cette inégalité pour x € C" \ {0}, on obtient
1A Ao = (A A]|oc-

n

Z i X

z||=1 [|=|[=1 j=1

2. ||A]]o = max ||Az|| = max (max
(2

) . Pour tout x € S™ ! et

tout 1 € N,

n n n
Zaijxj < Z la;j| donc ||A]]e < max (Z |aij|) )
i=1 j=1 j=1

D’autre part, si ig € N,, désigne 'indice tel que

n n
max (Z ’%’\) = (Z|%a‘|) :
=1 =1

Qip1 Aign - .
posons r = 0, 2 € S™ ! en prenant comme convention de
’ai01| |ai0n|
remplacer | 2 par 0 si a;,; = 0. Alors
ig |

n
Z Qi

[[Allee > [[Az]| = max
j=1

>

n n
= laigl = max [ > ayl | ,
j=1 b=t

n
D Qg
Jj=1
et I'on peut conclure a 1’égalité demandée.

3. On utilise deux fois la propriété
Vee C" VAe M, (C) ||Az|| <||A||w

qui provient directement, on 1’a vu, de la définition de la norme || ||oo. On
trouve

Ve e C"|[ABzl|| < [[Alleol|B|| < [[Allol| Bl || 2]l
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on en déduit
||ABx||

|||

et en passant au sup dans cette inégalité, ||AB||oo < ||A]]oo||B||oo-

Vo e C"

< [[Allso] 1Bl oo

Partie 11

1. |[A+ B| < |A|+|Bj, est triviale par I'inégalité triangulaire appliquée a
chacun des coefficients. Posons A = (a;;), B = (bij), AB = (¢;j) et |A|.|B| =
(dl]) On a

|cij| =

n
> airby;
k—

de sorte que |AB| < |A].|B| et en appliquant I'inégalité avec B = z on obteint
|Az| < |Al|z].

n
<D lairbig| = |dij]
k=

2. Si A est une matrice strictement positive et x est un vecteur positif
n
non nul alors les coefficients de Ax sont y; = Z a;px, et il existe kg € N, tel

k=1
que x, > 0. Comme a;; > 0 et x; > 0 pour tout k, on en déduit y; > 0 d’ou

Ax > 0.

3. Montrons la contraposée : si A # 0, il existe 4, j tels que a;; # 0. Si
Axr =y,

n
Yi = > apwxr > agx; > 0.
k=1

ce qui entraine Az # 0.

4. En élevant au carré on obtient

|z+z’\:]z\+\z']<:>2§)?(z?):2\2,2’\ — 22/ eR;
— Zz=reR,
r
— =
ER
—



5. Pour n complexes zj, les inégalités triangulaires
|21+ 24 2l Stz 2] £t ol <zl 4 o] + J22] -+ zal,
entrainent, si les extrémités sont identiques
|21 + 2x| = |21| + |2k

et d’apres ce que 'on vient de voir,zp = agz; avec ai € Ry. Cela implique
2 = |zi|e? ou @ = arg(z1), pour tout k € N,,.
6. Soit A une matrice strictement positive et x € C". Montrons que

|Az| = |Al|lz] = R, z=¢"2|
On a

|Az| = Alz| <= VI € N,

n
> ayxy,
k=1

2K = aipTg, on trouve |>p_; zk| = >p_; |2k| et la question précédente montre
Iexistence d’un réel 6; tel que pour tout k, z, = \zk\ewl. En faite 6;, est
indépendante de [ puisque c’est 'argument de zp = ajxr et ag > 0. Donc
aixTr = |agzr|e? et ay, étant strictement positif,

n n
= awlze] =D Jawwe|
k=1 k=1

Vk e N, xy, = |g|e”
ce qui traduit z = |z|e®.
Partie 111

1. Un calcul élémentaire donne que les valeurs propres de la matrice

a—}—c—\/m a+c+/(a—c)?+ 4b2
<a g),a,b,ceR,a27ﬁc2,sont ( ) et ( ) .

b 2 2
a+c+/(a—c)*+ 4b?

5 , puisque a? # 2.

Clairement le rayon spectral est

2. Notons Spec(A) le spectre de l'opérateur A. C’est par définition
'ensemble des valeurs propres de A. Si A € Spec(A), il existe un vecteur
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propre non nul z € C" tel que Ax = Ax. Notons [¢q, -+, ¢,] la matrice de
M.,,(C) dont les colonnes ¢y, ¢y, -+, ¢, de C". Si X = [z, z, -+, 2],

AX = Alz,z, -+ ] = [z, Az, -+, Az = A XL
3. Si A\ € Spec(A) avec les précédente notations,

[JAX]| = X< TANIX]T = [A] < [|A]]-
Comme p(A) = max |A], on déduit p(A) < ||A]l.

AESpec(A)
4. Les polynomes caratéristique de A et S™'AS sont les mémes puisque

det(XT — A) = det(SH(XT — A)S) = det(XT — S~ AS),

de sorte que Spec(A) = Spec(STLAS) et p(A) = p(STLAS). .

5. Montrons que, pour tout k& € N*, on a p(A¥) = [p(A)]*. En effet A
est trigonalisable car le polynome caractéristique est scindé dans C, il existe,
donc, une matrice inversible S tel que T = S~ AS est triangulaire supérieure

t1 * k% %

T =545 = o

0) L%

7%

On a

t'f * * ok

TF = §71AkS = o

O %
tk

de sorte que p(T') = p(A) et p(T*) = p(A*). Les valeurs propres des matrices
triangulaires T et T" sont situées dans la diagonale principale, donc

Spec(T) = {t1,---,t,} et Spec (Tk) = {t]f, e ,tf’;}

et
k k F k
p(I") = max|tj] = (gggf\til) = p(T)".
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On obtient bien p(A*) = p(A)*. 1l résulte que p(A)* = p(A*) < ||A¥||, donc
p(A) < || 4¥]%.

6. On vérifie sans peine que Papplication N : A — [[ST'AS|| est une
norme sur M,,(C). Elle est sous-multiplicative car || || est. En effet

N(AB) =||S7'ABS|| = ||s1ASSBS|| < ||S71AS]|||S'BS|| = N(A)N(B).

7. Un Calcul élémentaire permet d’écrire que (A™'TA);; = ty;d’ ",
Soit S une matrice inversible telle que 7' = S~'AS. Supposons que T soit
triangulaire supérieure. Alors t;; = 0 pour tout ¢ > j. Par la question

précédente N(X) = H(S A)'XS AH est une norme sous-multiplicative sur
M, (C) et

N(A) = H(A)_lTAHOO = max (zn:l |tijdj_i|) .

’LGNn
En prenant d €]0, 1] et en posant ¢ = m&x(|tij|, on trouve
Z’J n
n . .
— i
N(A) = max ; |t

avec

Z ti|d =" = |t + Z It~ < p(A) + Tzdj_i =p(A)+7
=i

Jj=t Jj=i+1

d—1

Comme lim 7 = 0, si € > 0 est donné a l'avance, on peut choisir

d—0 d —1
d €]0,1[ tel que 72% < ¢ et I'on obtient bien

N(A) < p(A) +e.

8. La question précédente combinée avec la sous-multiplicative de N perme-
ttent d’écrire

N(A¥) < N(AY* < (p(A) + o).
Comme p(A) < 1, on peut choisir € > 0 tel que p(A) + ¢ < 1, de sorte que
. 1iIE (p(A) +¢)* =0et donc lim N(A*) = 0. La suite (A¥),ey converge

k—+o00
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vers 0 pour la norme N or tout les normes sont équivalentes sur un espace
de dimension finie il résulte que i lim A*=o0.

— 400

A
9. Considérons la matrice A, = ———, ¢ > 0. Il vient
p(A) +e
p(A)
A)=—7—"—<1
p(A) (A + 2

et par ce qui précéde i lim A% = 0. On en déduit qu’il existe ky € N* tel

—+400

que si k > kg on ait
48] < 1= [[AY] < (p(4) + )"

On en déduit

k> ko = p(A) < ||A¥||" < p(A) +e

).

pour tout € > 0, i.e. lim HA’“
k—+o00

Partie IV

1. L’ensemble A est évidement majoré (par exemple par la somme des
éléments de A) et par définition de A, il existe (X,,) de S et () de A telle
que

m@m am =X et Vm, AX,, > a,, X,,.

L’ensemble S est un fermé borné de R™ donc compact de sorte que l'on
peut extraire de la suite (X,,) une sous-suite convergente (X,, ). Notons
X € S sa limite. Comme AX,,, > o, X, par passage a la limite on ob-
tient AX > Ao X. Si AX # \X, ona AX > A\ X. En composant par A a
gauche, on obtient, du fait que A > [0], I'inégalité AY > A\gY,ouY = AX. 1l
existe donc € > 0 suffisament petit tel que AY > (Ao + €)Y, ce qui contredit
la définition de \g car quitte a multiplier Y par une constante positive non
nulle, on peut supposer Y € S.

Ainsi AX = M X avec X € S or A > [0] entraine AX > 0 donc A\gX > 0 on
en déduit X > 0.



2. Supposons que A # \g est une autre valeur propre de A et notons
Z = (z;) un vecteur propre associé. On a

n
\4) S Nn, Z(IUZJ' = /\Zi
j=1

donc .
ViENn, Zaij|zj| Z |)\||Zz|

j=1
i.e. AlZ] > |A||Z]. On en déduit que |A| € A car quite a multiplier |Z| par
une constante on peut toujours supposer que |Z| € S. Donc || < Ag. Il reste
montrer que le cas d’égalité n’a pas lieu. Supposons que A = A\g. Comme
A > [0] il existe 0 > 0 suffisament petit tel que As = A — I, > [0]. Comme
Ao est la plus grande valeur propre réelle positive de A, \g — J est la plus
grande valeur propre réelle positive de As. En répétant 'argument précédent
a la matrice As et a la valeur propre A — ¢, on obtient |A — §| < \g — 0. Mais

Ao=A=[A=0+ <[A=6[+d< Ao,

de sorte que |A| = |\ —d| + 0, ce qui n’est possible que si A est un réel positif.
Donc A = || = Ag, ce qui contredit que A # A\g. Donc |A| < Ao.

3. On sait qu’il existe un vecteur propre X > 0 tel que X € FE),. Sup-
posons que dim(F),) > 2, de sorte qu'il existe Y € FE,, tel que (X,Y)
est une famille libre. 1l existe p tel que X — pY > 0 (on peut pren-

T

dre p = inf{w,yi 7&0}) Comme A > [0] on a AX — pAY > 0, ie.

Ao (X — pY)) > 0, ce qui contredit le choix de . D’ou le résultat.
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CORRIGE DE LA 2°™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercicen° 1 I

Soit A la matrice d’'une application linéaire de R" dans R".

1. On a Im(A)® (Im(A))" =R". Soit uecKerA', alors Au=0 et pour tout veR" ,
VAu=uAv=0, donc u est orthogonal a Im(A) et Ker(A)c (Im(A)) .
Réciproquement, si u e (Im(A))"alors pour tout veR", u'Av=vAu=0, dou
u e KerA'. En conclusion : Ker(A) = (Im(A))".

2. Soit f(v) =||Av—b||2, f est. une forme quadratique, donc convexe et elle
admet un minimum en v si et seulement si sa différentielle est nulle en v. On
a df (v)=2A'Av—2Ab=0. La solution doit donc vérifier A'Av=Ab.
Comme Im(A)® Ker(A)=R", pour tout beR", b=b +h,, avec b, e Im(A) et
b, e Ker(A). On a Ab,=0 et il existe u,eR" tel que Au,=b, dol
Ab=A(b +b,) = Ab = AAu,, donc u, vérifie la condition d’optimalité.

3. Soit u,est une autre solution du probléme précédent de minimisation, alors
Ab=AAu et Ab=AAuy,.
Posons s=Auet r=b-Au, , alors reKer(A).
Comme Im(A)@® Ker(A)=R", la décomposition b=Db +b, est unique et
s=Dbetb =Au=Au,.

4. Dans le cas ou le rang de la matrice A est égal a n, la matrice est inversible et
la condition d’optimalité A'Av=Ab donne Av=>b et une seule solution v=A"b



Exercice n°® 2

Comme f est non constante , il existe x<y tels que f(x) soit différent
de f(y). Soit la droite D passant par les points M (x, f(x))et N(y, f(y)) qui a pour
_fm-fo

y — X
Par convexité de f, la droite D est au dessus du graphe de f uniquement entre
Met N. Donc si z>y, on a f(z)>az+b comme a>0; f(z) tend vers +o
lorsque z tend vers +«.

équation Y =aX+b, avec a puisque fest croissante.

Exercice n° 3 I

Soit n>3 un entier. On considére la fonction numérique f définie sur R* par
f(xy)=x"+y"—nxy.

1. Les points critiques de f correspondent aux solutions du systéme :

of »
—=nx""=-ny=0
OX y
i=ny”‘1—nx:0
oy

2

1 2_ 0, . . N .
On en déduit que x" " =1, il n'y a que deux racines possibles, a savoir x=+1.

Si n est pair, n>-2n aussi, donc 1 et —1 vérifient x" > =1. On vérifie

réciproguement que les couples (x,y)=(1) ou (-1,—1) sont bien solutions du
systéme.

Si n est impair, n*> —2n aussi, et 1 est la seule racine a retenir. On vérifie que
(L,2) est solution du systeme.

2. La fonction f définie par f(x,y)=x"+y* —4xy est continue sur le compact
D= {(x, y) e R?/x* +y? £4}, elle admet sur D un minimum et un maximum.

3. Dans la premiére question, on a trouvé deux minimums locaux de f sur D et
ces deux points appartiennent au domaine D. On calcule f(1,1)=-2 et
f(-1-1)=-2 . Le minimum est donc atteint simultanément en ces deux
points.



4. L'inégalité f(x,y)<16-2x°y?—4xy est équivalente & (x> +y?)* <16 et donc a
(x,y) e D. Pour tout couple (x,y)e D, on obtient donc f(x,y)<16 si x et y
sont de méme signe. On remarque que f(2,0)=16etf(x,y)=f(-x,—Yy).
Si bien que I'on aura prouvé que 16 est le maximum de f sur D si lI'on

montre que f(x,y)<16 lorsque (x,y)e D vérifie —2<x<0et 0<y<+4-x*.
Si —2<x<0et 0<y<+4-x*,

FOoy)=x* 4 y* —dxy<x* + (4—x?)? —dxJd—x*

De sorte que I'on puisse conclure a f(x,y) <16 si I'on prouve que, en posant
t=-x,

vtel0,2] g(t)=t* + (4-t?)? +4ty4—-t? <16, ce qui revient & 4<t’(4-t?).
Il est maintenant facile de vérifier que 4< u(4-u) pour tout Vu e[0,4] . En
effet l'application ¢@(u)=4u—-u’ est dérivable, sa dérivée ¢ (u)=4-2u
s’annule pour u=2 et elle admet un minimum en ce point.

Le maximum de f sur D est atteint en (2,0), eten (-2,0) et vaut 16.

Exercice n® 4

) six=0
1. Soit h la fonction numérique définie par : h(x) =7 Y

0 six=0

Cette fonction h est continue en 0, car Lirp h(x)= LimM= f (0) =0 = h(0)
X—> X

x—0

Cette fonction h est continue sur l'intervalle [0,a] , dérivable sur ]0,a[et vérifie
h(a) =0=h(0). D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ < ]0,a[ tel que h'(c)=0,
a savoir cf (c)- f(c)=0. L'équation de la tangente au graphe de f au point
M (c, f (c)) a pour équation y— f(c) = f (c)(x—c), en (0,0) on obtient 'expression
précédente cf (c)- f(c)=0. Donc il existe un point M du graphe de f tel que la
tangente en M au graphe de f passe par l'origine.

2. Comme g'(x)<0 pour tout xde [a,b], la fonction g est concave. Le graphe
deg sur [a,b] est donc en dessous de la corde qui joint les points A(a,g(a)) et
B(b,g(b)), donc pour tout x de [a,b], g(x)>Min(g(a),g(b)), dot g(x)=>0.
La relation g(a) = g(b) n’est pas nécessaire pour obtenir le résultat.



Exercice n°5

k
1. On trouve pour 0<|x|/<1 : Ln(l—x):—zx7
k>1
2. Onaa=s{/2) et — + _~Y3 13
(n+HY(n-2) n+l1 n-2
Pour 0<|x/<1 :
n n n n+1 2 n-2
s=y— X Iy x dex _1exT X eX
== (+D)(n-2) 3sn+l 3En-2 Xm=n+l 3 &5En-2

S(x):—3—lxl(x)+X—;J(x),ou I(x)

Ona:

Exercicen®° 6

I(1/2):Ln2—g et J@/2)=Ln2,dou a:—an2+— :
3 12 9

2 3

:—Ln(l—x)—x—%—%et J(x)=-Ln(-x).

4

Soit f une fonction numérique continue sur R, périodique de période T .

1. En posant u=nt, on obtient :

jf(nt)dt——jf(u)du—_jf(u)du+z

avec k, _E( j et k, _E(nbj
T T

kT

or 1jf(u)o|u+—jf(u)o|u
nna nsz 0
k,-1 4 (kK+D)T T

Bt 1 [ f(u)du Kz

k=k; KT 0
résultat.

;kl.[ f(u)du qui converge vers
n

(k+D)T

| f(u)du+%nj?f(u)du,

k=k, 1 &7 k,T

<= “ f (t)|dt qui tend vers zéro.

(b;a)l f(u)du, d'od le



2. Daprés la question précédente, le résultat est vrai pour une fonction
constante sur un intervalle [a,b], et il le reste clairement pour une combinaison
linéaire de telles fonctions.

3. Soit ¢ une fonction continue sur un intervalle borné [a,b]. Il existe une suite

de fonctions en escalier ¢, qui converge uniformément vers ¢ (propriétés de

I'intégrale de Riemann).
Soit ¢ >0 fixé, il existe p entier strictement positif tel que :

vtelab], [pt) - o, )<<
.

On peut toujours supposer que %.f f(u)du=1, on a:
0

+00 +00

j f (nt) (t) dt — j o(t) dt

—00 —00

< T| i (nt)”(p(t) -9, (t)\ dt

+00

+ [ o) -, @)]dt

—o0

+

Tf (), (1) dt—T(pp(t) dt

Pour n assez grand, chacune des trois expressions de la somme précédente peut
étre rendue inférieure & un & >0 quelconque, d'ol la convergence de

+00

j f (nt) o (t) dt vers Tgo(t) dt .

—0

4. Pour f (t) =[sint|, Lim Jio|sin nt|¢(t)dt=£(T|sinu|du}£f¢(u)duj et
n—>+00_w T 0 e
b d 72 +o0 oo
[lsinu[du=2 [sinudu=2, d'ou Lim [|sin nt|¢(t)dt=5[j(p(u)duJ
0 0 n*)+30700 T e
Pour f(t)=sin’t, Lim Tsin2 to(t) dtzl(]isin2 udu]{fﬂu)duj et
n—)+00_w 72' O e

Jsinzudu:jﬂdu:z,d’ou Lim jsinzt(p(t)olt:1 [ oWy
0 0 2 2 n~>+30700 2 Y
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I. Exercice
1. La série ‘Zn>1 anz{f‘ converge par hypothese. De plus, sup.ecp(o;)2) {Zn>1 |an|\z|”} est

convergente car r = |zg| est le rayon de convergence de >, - a,2". Donc, comme ‘Zn>1 anz"‘ <

Y n>1lanl|z]™, finalement, la série est uniformément convergente sur toute la boule de centre
0 et de rayon |z

2. (a) Soit a, = 7 On a #2tl — \:z:||n+1\ Or [z|[;;37| < |z| pour tout n € IN, ainsi d’apres

le critere de d’ Alembert cette série converge dés que x| < 1. La borne supérieure de
cet ensemble est par deﬁmtlon r, le rayon de convergence de la série, donc r = 1.

(b) in(x+1).

(c) Cette série converge en tant que série alternée de Rieman dont le terme général tend
vers 0.

(d) La série converge sur [0; 1] car r = 1, et la série converge en & = 1; d’apres la question
1, la série converge donc uniformément sur [0, 1].

(e) La fonction x — In(x + 1) est continue sur tout | — 1, 400. La série est égale a In(x+1)
sur [0, 1], et est uniformément convergente sur [0, 1], elle est donc continue sur [0; 1].

(f) Calculer

SEVT s G0
n - z—1 n
n>1 n>1
(_1 n—1
= lim 2™ ~———— par convergence uniforme
r—1 et n
n—1
= lim :I:"(li par continuité de la série en x=1
r—1lx<l 1 n

= lim In(z+ 1) d’apres la question b)

r—1lx<l

= lim1 In(z + 1) = In(2) par continuité de la fonctionz — In(x + 1).
Tr—



n—1
(g) Lasérie ), -, %IQR a un rayon de convergence égal & r = 1 (méme méthode que
la série précédente). Sur [0; 1], cette série est égale a « — arctg(x). Cette fonction est
continue, et comme la série converge (comme série alternée de Riemann) sur [0; 1], elle

est continue sur [0;1]. Ainsi

Sy to(r) =1+
~—— = limz — arctg(z) =
et 2n+1 r—1

e

I1. Probléeme

Estimation de ’erreur dans l’approzimation des intégrales par la méthode de Poncelet.

Méthode 1
e A. Question préliminaire

1. (a) On applique deux fois successivement le théoreme de Rolle, une fois sur [0,1]
aboutissant & l'existence d’un réel n € [0, 1], annulant la fonction G, et la seconde
fois sur [0, 7] aboutissant & 'existence du réel § demandé.

(b) On applique le théoréme des accroissements finis.

2. On pose g(t) = h(%5%t + %), Comme h € C?([a;}])) avec a < b, on a g € C2([0,1]).
En appliquant le A.1.(b) et le changement de variable u = 25%¢ + 22 on obtient le
résultat demandé.

e B. Application

1. 11 s’agit d’une série de Riemann lorsque I'intervalle [0;1] est découpé en intervalle de
longueur 1/n en démarrant en 1/(2n). L’application f étant continue sur [0;1] cette
série converge vers une limite [ égale a fol f(x)dx.
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Par ailleurs, f(z) = 2 ainsi ||f”|o < 2 et la borne (1) vaut 53 . La borne (1) est
donc optimale.

Méthode 2

1. Soit f affine, c’est & dire qu’il existe a et b deux réels tels que f(z) = ax + b, pour tout x
réel. On a alors (apres calculs)
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2. Il s’agit simplement du développement de Taylor avec reste intégral.

3.
R.(f) = Ru(f(0)+zf(0)+ Rn(/o oi(z) f(t)dt) car R, est linéaire
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4. (a) K,(t) est un polynéme de degré 3 par dérivables par morceaux.
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