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Exercice :
1 1 0 :u 1 1 0 :u
1. Déterminons le rang de (u,v,w): | 0 —1 2 :w 0 -1 2 :w .
1 01 :v 0 0 -1 :v—u—w
Le rang de (u, v, w) est 3, donc (u,v,w) est une base de IR3.

1 1 2 0 0
Ona A| 1 = , AL O = 4 et Al -1 = 5 |, ce qui signifie que
0 1 2 2 6
=u, f(v) = 8u — 6v 4 4w, et f(w) = 16u — 16v + 11lw; la matrice de f dans la base
1 8 16
B* = (u,v,w) est donc D= 0 —6 —16
0 4 11

2. Le polynome caractéristique de A est P(A) = (A —1)(A — 2=¥33)(\ — 2Y33) 11 a donc 3 valeurs
5-V33 )\, — 5+V33
2 BT T2

propres distinctes Ay = 1, Ay = . En effectuant la lelSlOD Euclidienne de

X" par P(X), on obtient
X" = PX)QX) + R(X), 1)

ou R(X) est un polynome de degré strictement inférieur au degré du polynéme P c’est a dire
de degré strictement inférieur & 3. Notons a, b, ¢ les coefficients réels de R(X) ie. R(X) =
aX?+bX +c.

D’apres le Théoreme de Cayley-Hamilton, le polynéme caractéristique de A est un polynoéme
annulateur de la matrice A. En remplagant X par A dans (1), on obtient

7T —6 —11 3 -2 -1
A" = R(A)=aA’+bA+c=a 0 1 4 |46 2 -1 2 |+e
—-10 10 22 -2 2 4

Déterminer A™ revient alors a déterminer les réels a, b et ¢. Les valeurs propres annulant le

polynome caractéristique, il vient que a, b et ¢ sont les solutions du systeme a trois équations
AR A= AZA3— AR Ao A]

1 = a+b+c “ o e 0 A LX)
: . n o _ 2 _ AT ATASHATASHAZ - ASAY
suivant : Ay = aXs5+bh\+c =< b = (TS VT e v e v
Moo= aX+bls+ec e = MAsTAAAATHAGATF AN —ATNY

(—14+23) (= A2+A3+X3—A2A3)



Probléme : Soient N et M deux entiers supérieurs ou égaux a 1. Soit p un réel de ]0, 1[. On consideére
les sous-ensembles de IN? suivants :

R = {(z,9) eN*:0<z<N-1,0<y<M-1}
Fi = {(x, M\)eIN*:0<z <N -1}

F, = {(Nyy)eIN*:0<y<M—1}

F = FUFRU{(N,M)}

R = RUF

On désigne par € I'ensemble des fonctions f définies sur R & valeurs réelles, vérifiant I’équation
fonctionnelle

V(l.k) eR, f(l.k)=pf(l+1,k)+ (1 —p)f(l,k+1). (2)
I. Résultat préliminaire et Matrices Nilpotentes.

A. Résultat préliminaire
RESULTAT : SOIENT r ET § DEUX ENTIERS DONNES (r > 1 ET s > (), IL EXISTE UN UNIQUE
COUPLE DE POLYNOMES (U, V) DE L'INDETERMINEE 2 VERIFIANT LES PROPRIETES SUIVANTES:

i)LE POLYNOME U EST DE DEGRE STRICTEMENT INFERIEUR A r
ii) U ET V SATISFONT LA RELATION (1 — z)T1U + 2"V = 1.

DE PLUS LES POLYNOMES U ET V SONT DEFINIS PAR

s+r—1 r—1

U = Z Cs t—s ZCIS—&-S‘TI (3)
=0

vV = ZCZ (=) 4)

=0

B. Matrices Nilpotentes.

1. Soit A une valeur propre de A et soit u un vecteur propre associé a A, alors on a

Au=X u = A".u= N'u, comme A" =0 on obtient A = 0.

P
Par définition P4, le polynéme caractéristique de A s’écrit Py(z) = 1_[()\Z —x)%, si
i=1
(Ai){1<i<py désigne l'ensemble des valeurs propres distinctes de A et «; désigne l'ordre
de multipicité de \;.
Ici toutes les valeurs de A étant nulles, on a Pa(z) = (— )
A annulant son polynéme caractéristique, on a P4(A) = 0, ce qui signifie que A? = 0;
comme r est I'ordre de nilpotence de A, on a r < d.



2. Comme A" =0, b= (Ig, A, A%, ..., A7) est un systéme générateur de {A*, k > 0}.
r—1

Montrons que b = (Iy, A, A% ... A""1) est libre. Si Z,unA” =0. Onnote P={n € N :

n=0
0<n<r : p,# 0} et on suppose que P # (). Soit ng = inf P, en multipliant les deux

r—1
membres de ’égalité ZunA" = 0 par A"~17"0 on obtiendrait que p,, A""! = 0 ce qui est
n=0
impossible.
3. Soit s un entier naturel.
s+1 min(s+1,r—1)
a. (I;— ATt = ZC?H(—l)”A” = Z T 1 (=1)"A". On a alors que (I;— A)™!
=0 n=0

appartient a e(A) et ses coordonnées dans la base b sont (CF,1(—1)"){0<n<min(s+1,r—1)}-
b. Le résultat préliminaire appliqué a l'indéterminée A assure ’existence et 'unicité d’un
couple de polynomes (U, V) tels que

(I - ATU+AV=1; = (I;—A)U=1,.

r—1
Cela implique que (I; — A)**! est inversible d’inverse U(A) = ZC’E L AR
k=0

4. Exemple. a. Pour £ = 2, on a que

. . 1 si — 1 =2
Y(i,5) € {1,....d}* Jg(z,]):{ 0 wnon

On peut montrer par récurrence que pour k > 2

. . 1 si —i=k
i) € (Ll abad) = { o S

sinon

Or j—i < d—1 par conséquent des que k > d, la matrice J C’l“ est nulle. L’ordre de nilpotence

de la matrice J; est d.
d—1

b. D’apreés la question 1.B.3, pour s € N et A € IR, on a (I; — A\Jg)~ G+ = ZC’;+8)\kJ5.
k=0

En utilisant I’expression des matrices JZ;, pour 0 < k < d — 1, les éléments de la matrice

(I; — X\Jz)~ 6+ sont

CS

k . SR < < d—_
V(i,5) € {1,...,d}% (Id—AJd)(S+1)(i7j):{0k+s)‘ si joi=k 0sksd-1

sinon

I1. Résolution matricielle de 1’équation fonctionnelle (2).

A. Etude de I’ensemble £ des fonctions f de R vérifiant (2).



1. € est non vide car 'application nulle appartient & £. On vérifie facilement que V(f,g) € £2
et V(u,v) € R%, uf +vgeé.

2. a. Le terme général de Ci(f) est le réel f(I,k) (0 <1 < N), qui est déterminé de maniere
unique par f(l+1,k) et f(l,k+ 1) (Equation (2)). Or f(l,k + 1) appartient a la matrice
Ci+1(f). Donc f(N,k) et Cry1(f) déterminent f(N — 1,k), puis successivement f(N —
2,k), f(N =3,k),..., f(0,k) de maniére unique.

b. Tout élément f de £ est par conséquent déterminé de maniére unique par la dernieére
colonne Cjs(f) de la matrice M (f) et par les éléments {f(N, k), 0 <k < M — 1} donc par
les ensembles {f([,M);0 <1< N} et {f(N,k);0<k<M-—1}.

3. Tout élément f de &£ est déterminé de maniére unique par sa restriction a l’ensemble F
donc par les éléments {f(N, k) = ux, 0 < k < M — 1}, {f(l,M) =n, 0 <1 < N —
1} et f(N,M) = v. Les fonctions f de & et Zz]ial mer + v€ + 224:61 pky coincident
alors sur F donc sur R. {¢o, d1,- .-, dN—_1,&,%0,91,- - .,¥r—1} engendre £. Montrons que
c’est un systeme libre. Si Zﬁal mer + v + Zﬁif)l prr = 0, la valeur de la fonction en
(I,M), (0<I< N —1)estégale an,doncny =0 (0<17< N —1), de méme pour
=0 (0<k<M-—1)et v=0en utilisant les valeurs en (N, k) pour 0 <k < M —1 et

en (N, M).
0
0
4. OnaCy(&)=| | etLy(€=1(0,0,...,1).
|

ELM)=0 (0<I<N—1), €N, M)=1, &Nk =0 (0<k<M—1).

Or ¢ vérifie I'équation (2), on en déduit que &(N — 1,M — 1) = p&(N,M — 1) + (1 —
p){(N —1,M) = 0, donc £(I,M —1) =0 (0 <[ < N —1), et de proche en proche
ElLk)=0 (0<I<N-1,0<k<M-—1). M) est donc une matrice dont tous les
termes sont nuls sauf le terme {(N, M) = 1.

B. Calcul des fonctions ¢; et 1);.

1. On note Cy(¢;)(h) la h-itme composante de la matrice colonne Ci(¢;) (0 < h < N +1).
Pour tout entier k tel que 0 < k < M et pour tout entier [ tel que 0 < < N, la matrice
(In+1 — pJN+1)Ck(¢;) est une matrice colonne & (N + 1) lignes dont le terme général

N

no= Y (In+1(l:h) = pInsa(l,h))Cr(ei) (h)
h=0

= Ci(di)(l) —pCr(di) (L +1)
= ¢z(l_1vk) _p¢i(l>k)
= (1—=p)oi(l,k+ 1) d’apres Iéquation (2).



7 est donc la terme général de (1 — p)Cxr1(¢;).

Un calcul analogue donne pL;i1(v;) = Li(¢;) (1 — (1 — p)(Jars1)h)-

. Le terme général de Cps(¢;) est ¢;(I, M) égal a 1 sii = [ et 0 sinon, pour tout [ tel que 0 <
| < N. D’aprés la question précédente, on a Cr(¢;) = (1 —p) (Ins1—pJIni1)"t Crir(oi).
En itérant la formule, on obtient Ci(¢;) = (1 — p)M*(Iny1 — pIns1)” M5 Cor(es). Le
terme général de Ci(¢;) s’écrit

N
$i(lk) = (1=p)™ " (Ingr = pIna)” MO R) ik, M)

h=0
= (1-pM=F (Iny *pJNH)_(M_k)(l,i)
N
= 1=-pM*OC eyl v T 9)
h=0

D'ow,
il k):{ (L—p)MkCMp=t  p" sii—l=h et h>0

0 sinon

Le terme général de Ly (v);) est 1;(N, k) égal a 1si k = j et 0 sinon, pour tout £ tel que 0 <
k < M. D’apres la question précédente, on a L;y(v;) = pLit1(¥;) (Inr+1—(1—p) (Jars1)8) L
En itérant la formule, on obtient L;(v;) = pN 'Ly (¥;)(Inr41 — (1 — p)(Jars 1))~ V=0, Le
terme général de L;(1);)(matrice ligne) s ecrlt

M
Yi(lk) = PN (N, h) (I = (1= p)(Jars))) N0 (k)

h=0
= ! (IM+1_(1_ p) (1)) NI k)

_ sz ONT Ly (=) (o)) G k).

D’ou,
N—I ~N—-I-1 h ..
; )P CNZisign (L= p)* sij—k=heth>0
v ={ b

sinon.
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Dans toute cette épreuve, R désigne I'ensemble des nombres réels etR"
I'ensemble des nombres réels positifs.

Exercicen® 1

Soit f une fonction numérique de classe C* définie sur R telle que f(0)=0.

Pour tout xeR, on pose F(x):Jf(t)dt—gf(x)
0

1. Comme f est de classe C?, F est aussi de classe C® par opération sur les
fonctions de classe C?. On obtient :

F(x)=f (x)—%(f (x)+xf (x)) et F'(x)= —%x f(x)

2. On appligue la formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre 2 entre O et X :

F(x):F(0)+xF'(O)+JX'(X;t) F'(t)dt. Comme F(0)=F (0)=0, on obtient :

F(x)= —%ft(x _Of ()t

Exercice n® 2

1. Onaly]|=y; +y; . Soit L le lagrangien du probléme, a savoir :
L=>"ly)|+4( Dy’ -1) ; sadérivée est L =+1+21y,. Cette dérivée est nulle pour
i=1 i=1

Jn

Y, =ii. On obtient alors pour la contrainte : Z yf:nxiz=1, puis A=+— et
22 i1 42 2

Y, _+-L | e maximum est donc égala: >ly,|=vn .
n i=1l



On peut aussi remarquer qu’il s’agit du maximum d’une fonction linéaire sur la sphére
unité (cas identique dans R" et R?) et que ce maximum est atteint lorsque toutes les
. . : . N 1
valeurs de y, sont égales, a savoir pour la contrainte nxy?=1, d’ou Yy, :J_rT etle
n

maximum est égal a Jn.

2. Min{zn:|yi| / Zn:yle} < Min{zn:|yi| / Zn:yf:l} :
i=1 i=1 i=1 i=1

Ceci implique que chaque valeur de vy, est en valeur absolue inférieure a 1.

n

Par conséquent y?<|y,|. Le minimum de Y |y;| est donc le méme que celui de

i=1

n
ny qui est égal a 1. Ce minimum est atteint en tous les points de la sphére unité.
i=1

Exercice n® 3

1. M, correspond & une moyenne mobile arithmétique d’ordre 3. On obtient le tableau

suivant ;
t 1 2 3 4 5 6 7 8 9
X, 4 7 4 10 13 10 16 19 16
M, X, - 5 7 9 11 13 15 17 -

2. Les valeurs de M, X, correspondent a une suite arithmétique de raison 2 d’ou
M, X,=2t+1

3. Soit S,=X,—-M; X, . On obtient :

t 1

N

3 4 5 6 7 8 9
-3 1 2 2

N

S, -

S, est une fonction périodique de période 3, dont la somme sur une période est nulle.



4. L’équation M. X =X, est équivalente, pour X,=at+b,

p p p
a[Z@JH [Zi&i} b(zeiJ:aHb . Cette égalité est vérifiée pour

i=—p i=—p i=—p

$2)2 8]

i=—p i=—p

5. Pour X, =at’+bt+c, 'équation M,,,, X, =X, est équivalente a

a[tzzplei Jrztzpli@i + Ep:i ’0), +J+ b(t_zp:iei + Zp:iei]+ c[i@i}atz +bt+c

i=—p i=—p i=—p i=—p i=—p i=—p

p p p
Cette équation est vérifiée pour [Zaj =1, (Zi@ijzo et [ZF@J:O

i=—p i=—p i=—p

Exercicen® 4

On définit une suite de matrices carrées de la facon suivante :

1 1 Heo  Hea
H,= et H = pour tout k>2.
1 H

- k-1~ Tlka

11 1 1
_— -1 1 -1
1. On vérifie que H,=
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

a

2. Onadet(H,-A1)=(2-41)*(2+ A1) obtenu par combinaison linéaire des colonnes

(a la premiere colonne on ajoute les trois autres, a la deuxieme colonne la somme des
deux dernieres, puis la quatrieme a la troisieme). On peut aussi procéder de méme sur

les lignes. Donc -2 et +2 sont des valeurs propres doubles de H, .

Soit un vecteur e=(x,y,zt)vérifiant H,e=2e. Ce systeme est équivalent aux
équations : x—2y—-t=0 et y=z. Le sous espace propre E,, de dimension 2, associé
a la valeur propre 2 est engendré (par exemple) par les vecteurs propres orthogonaux

suivants : e=(1,0,01) et ¢ =(11,1,-1).



On procéde de méme pour la valeur propre —2 . Le sous espace propre associé a cette
valeur propre vérifie les équations : 2x+2y+z=0 et x=-t, d'ou les vecteurs propres

e,=(01-10) et e,=(-1-1-1). De plus ces 4 vecteurs sont deux a deux
orthogonaux.

3. On vérifie facilement par récurrence que Tr(H,)=0 pour tout k>2

Exercice n®5

1. Soit f(x)=+/x . On applique la formule de Taylor & f sur l'intervalle [az,a2 +1]. I
existe ¢ dans cet intervalle ouvert tel que :

f(a?+1) = f(a2)+f'(a2)+%f"(0) ou encore /a’+1 = a+i—8 f/— , d’oul
ce

2a
Jal+1 —a<i
2

a

2. De méme, on applique Ia formule de Taylor a I'ordre 3a f sur l'intervalle [az,a2 +1].

f(a’+1)=f(a*)+f (a° )+ f (a)+—f "(c), d’ou

i—% < a’+1l-a

On peut aussi démontrer ces deux questions, par multiplication par la quantité
conjuguée.

3. D’aprés la premiére question, ‘,/a2 +1 —a‘= Ja‘+l-a <2—las%

Ona: ‘w/a2 +1 —k‘: ‘a—k + a’+l-a 2|a—k|—‘1/a2 +1 —a‘zl—‘daz +1 —a‘>% .d’ou
I'inégalité demandée ‘Jaz +1 —a‘<‘w/a2 +1 —k‘

4. Soit a=25. D'apres les deux premiéres questions on a :

2i_8i+a<’/a 11 <a+2— d'oul 25,01 < /626 < 25,02 .
a a

25,02 est une valeur approchée de /626 a 10™° prés par exces.
D’ailleurs, 626 ~25,0199920



5. Notons Q I'ensemble des nombres rationnels et f la fonction numérique définie par :
f(x):x+2i(l+ a’-x?), on a f(Q)cQ car tous les coefficients de f sont rationnels.
a

Le maximum de f est atteint en a et elle est décroissante sur l'intervalle [a,+o].

1 1 1 1 1 1
f ([a,a+£}) = [ f (a+£), f (a)} :[a+5—g,a+£}c[a,a+5}

Soit X:{a,a+2i}mQ, on a f(X)cX. On démontre alors par récurrence que t,eX.
a
Pour n=0, t,=aqui est un entier. Si t,eX, alors t,  =f(t,)ef(X)cX, donc

t,eX.

6. La suite (t,),., est bornée (question 5). Notons encore f la fonction numérique

définie par : f(x)=x+2i(1+a2—x2), sa dérivée est f'(x)=1—5, d’ou le tableau de
a a

variation :
X a a+1/2a
{
f a+1/2a a+1/2a-1/8a°

La fonction f eétant décroissante, les suites extraites de (t,),. d’ordre pair et d’ordre

impair sont monotones de sens contraire et comme elles sont bornées, elles sont
convergentes vers une méme limite | qui vérifie f(I)=1du fait de la continuité de f et

. . , . L . 1 N
de l'unicité de la limite. L’équation f(I)=1 est équivalente a I:I+2—(1+a2—lz), d’oul
a

|=4/1+a°

Exercice n® 6

1. Soit la fonction numérique d’'une variable réelle G définie par G(t)= f(a+t(x—a)).
On applique le théoréme des accroissements finis & G sur lintervalle [0,1], il existe un
point ¢ de cet intervalle ouvert tel que : G(1)—G(0) =G (c). CommeG est convexe comme
composée d'une fonction convexe f et d’'une fonction affine, on a: G (c)>G (0) et
G (t)=<df (a+t(x—a)),x—a> (par composition des différentielles).

On obtient alors :

G()-G(0) = f(x) - f(a)=G (c)>G (0)=<df (a), x—a >



2. Par hypothése, on a:

Va,xeA f(x)- f(a) ><df (a),x—a>
et

Va,xeA f(a)— f(x)><df (x),a—x>
Par addition des deux lignes, on obtient :

Va,xeA <df(a) —df (x),a—x>>0
3. On effectue une démonstration par I'absurde.

Supposons que Ja, xe A f(x)- f(a)<<df(a),x—a>
D’aprés la premiére question, f(x)— f(a)=G (c)=<df (a+c(x—a)),x—a>
Posons z=a+c(x—a), on obtient : <df (a)—df (z),a—x><0. On multiplie cette inégalité
par c (strictement positif) et comme z—a=c(x—-a), on a: <df (a)-df (z),a—z><0, ce qui
est contraire a I'hypothése :

Va,xeA < df (a) —df (x),a—x>>0
donc

Va,xeA f(x)- f(a) ><df (a),x—a>
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Exercice I :

1. Pour tout t > 0 et tout A > 0, on a

Z:‘L:I Xi A Z?:l Xi

V2o X7 Vi X7

La fonction exponentielle est strictement croissante donc,

Sy
noX. Da—
P(-zim X e VEL T S o
V2im1 X

La fonction exponentielle est toujours positive, et par l'inégalité de Markov, on obtient le
résultat voulu.

IP(

> 1) =1IP( > At)

2. La loi de X1, --, X, étant symétrique on a
N Zi:l 7iXi A Zi:l Xi
n 2 " 2
YA>0, E|e =Y | =IE|e =1

3. On utilise les espérances conditionnelles avec la propriété suivante : soient Z et Y deux
variables aléatoires, on a IE(YZ) = IE(IE(Y Z]Y)). De plus les o; sont indépendants entre
eux et indépendants des X;, aussi

Doy X
. TqXg
A i=1

YVA>0, [E|e Zi:lx’? = IEIE H e Zi:le X1, X,
i=1
n A Uljf’ =
= [E HIE e Zi:lxi Xq,-, Xn
i=1
4. On exprime la loi des o; qui est indépendante de 1’échantillon X1, ---, X,,, puis I'inégalité

rappelée dans 1’énoncé de cette question.

n
i

by i=1

n A X A
VA > 0, E|e Zi:l X3 = E H % e \/ZiZI x? + e \/Zi:l x¢
i=1

X,
n
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5. Pour Z une variable aléatoire de loi symétrique, on a toujours pour tout ¢t > 0,
P(Z] >t)=P(Z >t)U(—Z >t)) =P(Z >t)+IP(—Z > t) = 2IP(Z > t). Ainsi pour
tout A > 0 et tout ¢t > 0,

Zﬁfl XZ anl Xz
P22 | sy = 2P(—=EL2L sy
‘ Zi:l X72 V Zi:l X72

< eiAHA;.

La fonction qui & A > 0 associe —At + )‘72 admet un minimum en A = . D’ol le résultat

5 .
voulu.

Probléeme :

Partie 1.
1. (a) La fonction t — Z(t)+ sh(t) est une combinaison linéaire de deux fonctions de C*(IR, IR)
elle est donc également une fonction de C?(IR, IR).
(b) On a z(t;) + sh(t;) = o + s0 = zg et x(ty) + sh(ty) = 21+ s0 = z1.
(¢) On a par définition de Z,

Vs >0, ®()>P(T+ sh)

(d) Pour tout sg,
&(Z + sh) — ®(T + soh)

! =1 .
g'(s0) Jim pa——
Pour sg = 0 on obtient
®(Z 4 sh) — @(z)
"0)=1
g ( ) sl—>InO s—0

Et d’apres la question précédente et par continuité de ¢’(s) on a

lim O(Z + sh) — ®(Z) — lim O(z + sh) — ®(7) <o.
s—0,s>0 s—0 s—0 s—0

2. (a) Par définition de ¢,



(b) La fonction qui & s associe U(t, Z(t) + sh(t),Z’(t) + sh’(t)) est continument dérivable
par rapport a s car U est continument dérivable par rapport a chacune de ses variables.
Ainsi sur le compact [t;, t¢] cette dérivée est bornée en tant que combinaison de fonctions
continues ( dérivée de U par rapport & sa deuxiéme et troisieme variable, h, et dérivée
de h) sur un compact. On peut donc intervertir le signe dérivation par rapport & s et
le signe intégrale.

(¢) D’une part, la dérivée de U(t, Z(t) + sh(t), &' (t) + sh/(t)) par rapport & s vaut
0., (1, 2(), & (1)) (1) + 02, U (1, £(2), & () (1).
D’autre part ¢’(0) < 0 et ¢’'(0) vaut

d% (/: U(t,z(t) + sh(t),z'(t) + sh'(t))dt)

=/ f d% (U(t, &(t) + sh(t), & (t) + sh'(1))) oo dt

0> 4g'(0)
s=0

/ Y 0L U 3(0), 7 (0)h() + DU (1 5(0), 3 (6)) 1 (1)t

Li

(d) On pose une intégration par partie avec h(t) qui a pour dérivée h'(t) et 9, U (¢, Z(t), Z'(¢))
qui a pour primitive f: 0.,U(v, Z(v), & (v))dv+ A pour A constante quelconque. De plus
h(t;) = h(ty) = 0. Puis on place h'(t) en facteur.

3. Soit h(t) telle que
B (t) =— /t‘t 0, U (v, 2(v), 7' (v))dv + A+ 0., U (¢, &(t), ' (t)).
Il existe donc B constante t’elle que
h(s) = / (— /tt 0.,U(v,2(v), 7 (v))dv + A+ 8., U(t, Z(t), i’(t))) dt + B.

S
t;

. On choisit A et B tels que h(t;) = h(t;) = 0. Clest a dire B = 0 garantit que h(¢;) = 0 et
A etlq ue

/: (_ /tt 0:,U (v, 3(v), & (v))dv + A+ 0:,U (¢, (1), az'(t>>) dt =0

(a) Comme U est continument dérivable ainsi que z, h est deux fois continument dérivable.
De plus une primitive de h peut s’écrire comme

h(w) = /:} (_ /tj 0., (v, #(v), & (v))dv + 0., U (t, 5(2), i’(t))) dw +a.

ol a est une constante. Par définition de h, on a h(t;) =0
(b) Avec cette expression pour b’ et avec 'expression obtenue précédement, on a maintenant
tr
/ (R'(t))%dt < 0.
ti
De plus b/ est continue donc, h'(t) = 0 pour tout ¢ € [t;,t].

(c¢) On exprime h'(t) = 0 puis on dérive cette expression par rapport a t.



Partie II.

1.

10.

11.

12.

A T o

La fonction y(t) étant le nombre de vis fabriquée en tout temps ¢, w(s) est le nombre de vis
fabriquées entre 0 et s.

y(t) = w'(t) pour tout ¢t € [0, 7.

La vitesse de production est la dérivée du nombre de vis produite. C’est & dire y(t) = w'(t).
w(0) =0 et w(T) = B si l'on veut honorer la commande.

S(t) = crw(t).

F(t) est proportionnelle & la vitesse de production qui est y(t). Le cout de fabrication
instantanée vaut donc y(t) nombre de vis produites en tout temps ¢ multiplié par le nombre
de vis produites en tout temps t. On a donc F(t) = cay?(t), avec ¢y constante strictement
positive (sinon, le colt de fabrication serait nul).

Le cofit total instantané C(t) = S(t) + F(t) ol encore
C(t) = crw(t) + ea(w'(1))?

Le cotit total C est la somme des cout instantanés. Il vaut
T
C= / crw(t) + co(w'(t))2dt
0

® min,ee2(R) fOT c2(w'(t))? + crw(t)dt représente le plan de production w(t) & respecter
afin de minimiser le cotit. On impose cependant qu’il doit y avoir une évolution ”douce”
dans I’évolution de ce plan de production avec I'’hypothese w € C?(IR).

e w(0) = 0 exprime la condition : il n’y a pas de stock de vis & la date ¢ = 0.

e w(T) = B exprime le fait qu’il faut avoir B vis fabriquées a la date t = T.

e w(t) > 0 induit un démarrage de la production dés la date de passage de la commande

t=0.

e w'(t) > 0 impose qu’il ne peut pas avoir destruction des vis fabriquées.
On applique le résultat obtenu dans la partie I équation (3) puisque le minimum de Uintégrale
de U est identique au maximum de I'intégrale de —U, avec x = w, t; = 0,ty =T, 29 = 0 et
x1 = B. On a donc a résoudre pour tout temps ¢ € [0, T,

c1 = cow’ (t)
sous les conditions initiales et finales w(0) = 0 et w(T) = B. On obtient pour ¢ € [0, T,
(&1 B

t)y=t(—@-T —).
wlt) =t~ T) + 2)
w(t) > 0 équivaut & 4%(t—T)—i—% > 0 ol encoret > T — %% ceci pour tout temps t €]0, T1.

Ce qui donne encore

La seconde condition w'(t) > 0 pour ¢ €]0,T] donne B > 4%12T2. Qui est la méme condi-
tion. B doit donc étre suffisament grand devant la période de temps T disponible pour des
constantes de cotut de stockage et de fabrication c¢; et ¢y données.

Si Hy n’est pas respectée, il suffit de rendre plus petit le second terme c’est a dire qu'il
convient de démarrer la production plus tard et de maniere a ce que T respecte H1.
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