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II.

Soit X = (x,y) € My1(R) — {0}, le calcul donne
IXAX = ax? 4+ 28xy + 12

En particulier si b est définie positive alors pour tout x # 0 on a ax? > 0
donc a > 0. On trouve

'XAX = ale + 2y + (1= (), 1)

o a
Cette quantité (définie pour o non nul) est positive pour tout couple de
x,y non nul si et seulement si @ > 0 et (7 — i;) > 0 donc si et seulement
sia>0etya— %> 0. Donc on a montré que si b est positive alors
a >0 et ya — 2 > 0. Inversement si a > 0 et ya — 32 > 0 alors on utilise

I'expression (1) et on a montré que b est positive.

1. Le vecteur w = (a, v, —1) est orthogonal aux deux vecteurs u, et v,
et une équation cartésienne du plan P, est :

un point de coordonnées (z,y, z) appartient a ce plan si et seulement
siax +ay — 2 =

2. Soit (2,y,2) € P, alors 2 = a(z + y)

bal(@,y,2), (2,9, 2)) = @* + y* — o (x +y)*.

bo est positive si et seulement si pour tout (x,y) # 0 alors a? + y* —
a?(x 4+ y)? > 0. D’apres la question I on trouve b, est positive si et
seulement si (1 —a?) > 0 et (1 —a?)? —a? > 0. Donc si et seulement
si|al < \/Lj

3. Pour premier vecteur on choisit

Ug 1 a

_ 0,
(\/T—GZ V1— a2

).

€1 =

T
by, Uy )2
Le deuxiéme vecteur est

a? 1 o

e2 = (

(1—a?)(2a* +1-=3a%)" (1 -a?)(2a* +1—-3a?)" (1 —a?)(2a* +1 — 3a?)

).



I1I.

4.

Soit f de matrice associée A. Soit B la matrice associée a B on a

On a alors

B(f(x7y72)7f(xl7yl7zl)) = t(I'/y? :) tABA(xI'/y/?ZI))

L’application f vérifie la propriété voulue si et seulement si

‘ABA = B.

. q change de signe si et seulement si ¢ n’est pas positive et —¢ n’est pas

positive. D’apres la question I, si on note

(5 75)
v B

une matrice de f, la fonction ¢ change de signe si et seulement si
aff—~* < 0. Comme detf = a3—~2%, ¢ change de signe si et seulement
si detf < 0.

Supposons que Z, est un sous-espace vectoriel et que ¢ change de signe.
Donc il existe u et v tels que ¢(u) < 0 et g(v) > 0. Alors u et v sont
linéairement indépendants et forment une base de E. 1’application
a — h(a) = q(u + av) est continue , h(0) < 0 et limp_,o, h(a) = oc.
Donc il existe ag > 0 tel que ¢(u+ agv) = 0. application a« — g(a) =
¢(u — av) est continue , g(0) < 0 et limy_,, g(«) = 0o. Donc il existe
ay > 0 tel que ¢(u—aqv) = 0. Les vecteurs u+ ayv et u— ayv forment
une base de E, et appartiennent a Z, donc Z, = E, et ¢ = 0. Ceci
contredit le fait que ¢ change de signe. Supposons que ¢ ne change
pas de signe, sans perte de généralité supposons que ¢ est positive,

montrons que Z, est un espace vectoriel. Notons

1 1
Qle,y) = 5 < fla).y > +5 < fy)e>.

Comme f est autoadjoint Q(x,y) =< f(x),y > . Pour tout (x,y) € E*
et tout @ € R on a ¢(x + ay) > 0. Comme

¢(z +ay) = q(z) + 2aQ(x,y) + q(y),

on a la relation |Q(x,y)| < /q(x)q(y) . Soit x € Z, alors on obtient
pour tout y € E, Q(x,y) = 0. Donc x € Kerf. Inversement si

v € Kerf alors ¢(x) = 0. Donc Z, = Kerf, et Z, est un espace
vectoriel.

(N}



IV.

Si ¢ ne change pas de signe sur E, d’apres la question précédente
Z, = Kerf donc dimZ, =2 —rangf.

La réponse est non. Prenons par exemple la matrice

10 0
C=10 -10
00 -1

On a detC' =1 et la forme quadratique associée a C' change de signe.
e, C((,y.2). (v,y,2)) = 2% — y? = 22

) b U . .
La matrice A = Z > appartient a F' si et seulement si a 4+ d = 0.

d
Donc finalement F = {ae; + bey + ces, (a,b,c¢) € R*}. Donc F est un
sous-espace vectoriel de My (R) de base (ey, eq,e3).

Le crochet est symétrique Tr ' AB = Tr!B A, bilinéaire, positive Tr{AA =
> Zj a?‘j si A= (a;;)ijeq1,2y- Bt Tr’AA =0 implique A = 0.

Le projeté orthogonal de A sur F est A — P'(A) si P'(A) désigne
le projeté orthogonal sur 'orthogonal de F. L’orthogonal de F' est
I'espace engendré par Id, et le projeté P'(A) est 1/2Tr(A)Id. Le projeté
orthogonal de A sur F est A — 1/2(TrA)Id.

On trouve f; = %, fa=ey et f3 =e3.

La forme quadratique det A définit une unique forme bilinéaire symétrique

¢(A,B) = det(AJrB),:det‘(A_B) telle que ¢(A, A) = detA qui définit une

unique forme linéaire autoadjoint u par ¢(A, B) =< u(A), B >.

La matrice est donnée par les éléments

det f; q(fis f2) q(fis fs)

w= | q(f2, fr) detfo q(fa. f3)

q(f3, f1) al(fs, f1) detfs

1
-5 0 0
2 .
On trouveu=| 0 0 —% . Les valeurs propres de u sont —%
0 -3 0
et 5 (valeur propre double) et la signature de la forme quadratique

1
2
A€ E s det(A) est (2,1).

. La forme bilinéaire associée est ¢(A, B) = TrAD.



2. Si A est symétrique et B est antisymétrique alors
TrAB=Tr AB)=-TrBA=-Tr AB =0

3. L’orthogonal de I’ensemble des matrices symétriques pour la forme ¢
contient les matrices antisymétriques. Soit A = S + S’ une matrice
dans l'orthogonal des matrices symétriques, avec S symétrique et S’
antisymétrique (une telle décomposition existe).

0=TrAS = TrSS+ TrS'S =TrSS =0

Comme S est symétrique Tr 1SS = TrSS = 0 et, d’apres la section
V, S = 0. Donc A est antisymétrique. L’orthogonal de ’ensemble
des matrices symétriques pour la forme ¢ est I’ensemble des matrices
antisymétriques.

4. Les matrices suivantes forment une base de GG

1) (o) %) ()

2000
. 0200 .
Dans cette base ¢ a pour matrice 00 2 0 . La signature de
000 =2

q est (3,1).
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Exercicen®1

On multiplie la relation par e ™ pour obtenir :

t

f(t)e™ £ae ™ +be™™ ) (u) du
0

t t
dou f(t)e™ - be™ ) (u)dufae™ ou encore %(e’ " Of (u) du) £ae™™

Puis en intégrant sur [0, t] , On obtient :

t t
™ Of (u)du Eg(l- ™) et a+bQf () dutae”, d'ou f(t)£ae”
0 0

Exercicen® 2

L’intégrale étant dérivable, le produit x f(x) est dérivable, donc f est dérivable
sauf peut-étre en 0, par dérivation on obtient donc une condition nécessaire sur f :

f (0 =2[1 0+ 2O+ = 1 (%
3 3
f apparait comme solution de I'équation différentielle :
Xy - 2y=- 2f(0)
L’intégration immédiate donne :
f (x)=f (0) + mx?

On vérifie facilement que ces fonctions conviennent.



Exercicen®3

a) La matrice W est orthogonale droite si les vecteurs colonnes sont deux a deux
orthogonaux et unitaires :
2 2 2 —
a“+b“+c =1 ab+bctca=0

etsi:
det W=a®+b*+c®- 3abc=(a+b+c)(a’+b*+c?- ab- bc- ca)=a+b+c=1

. i atb+c=1
Les deux conditions
jab+bc+ca=0

entrainent d’ailleurs les conditions précédentes et sont suffisantes pour entrainer la
propriété ; elles montrent que a,b,c doivent étre solutions d’'une équation de la forme

t*-t*+k=0, dont les racines doivent étre réelles, ce qui s'écrit, on le voit facilement

d’aprés le tableau de variation de la fonction f (t) =t*-t*, 0= f(Q)£k£ f(%) :%.

b) Posons k:%sjn 2j ,avec O£] £ 2p, et faisons dans I'équation le changement
de variable t :% +1 cosq
Pour | :é, I'équation se simplifie et devient :

2 2 . .
—(4cos’qg- 3cosg)=—cos2j ou cos3g=cos2
27( q a) T, J q ]

ce quidonne : =% (%j +2nTp)' On obtient ainsi, a une permutation pres :

:14.20052]_’ b:l+2cosu, C:1+gcosu
3 3 3 3 3 3 3 3 3

L’axe de la rotation est un vecteur propre pour la valeur propre 1, en remarquant que
1 10

3’35

. o el
a+b+c=1, on trouve comme vecteur directeur unitaire a gﬁ,



Exercicen®4

@ f étant une fonction continue et bornée, l'intégrale est convergente.
+¥
Posons |, = n f (x)e ™ dx et effectuons le changement de variable t =nx, on obtient :
0

- 1O= () T(O)e'd

Notons M la borne supérieure de la valeur absolue de f sur R™.
Pour tout e >0, il existe T tel que :

+¥

oM el dt= 2Me T <<
° 2

T étant ainsi choisi,

I, - f(0) T‘f(%)-f(O)e"olt

La continuité de f en 0 assure que :

$h," x, 0<x<h b [f(x)- f(0)|<%

T e e .
alors, " n, n>—b |l - f(O)|<=+=—=(¢ 'dt<e
h 2 2T ¢

+¥

D’ou nH.;EI‘ 001 f(x)e "dx=1(0).

@ Dans la deuxieme intégrale le méme changement de variable conduit a :

2*¥ d
il J-fO——
p () et (0)

La méme démonstration gue dans la question précédente conduit a la méme conclusion,

“nf(x
Lim— dx=f(0
a savoir |mp ?m (0)



® Si f est en outre dérivable en 0,
fE‘iQ- f(O)—— £(0)+1 e8‘19

avec L!@ry e(u) =0, donc :

I, - f(0)=§£f'(0)+ie(£» e"dt+z‘jf(£)- f(O) e dt
" on n 'n son

La deuxiéme intégrale est majorée par 2M e ¥", c’est donc un 088—19
eng
Par ailleurs, dtﬁf (0)+%e(%)) et = ( ) 0 tdt+l Ote(—)e dt
0
f'() " f'(0) & 1(0)
Ona: de“dt:—[- (t+1)e“]o =—
n n n
- t t 1 " o f .
Pour tl [O,ﬂ/n], e(—)|<e, car —<T, et la deuxieme intégrale précédente est aussi
n n +n
un 022,
enz

En conclusion:

fO

Exercicen®5

Soit X un sous-ensemble fermé non vide de R? (ensemble des couples
de nombres réels) et a un élément de X. On appelle coéne tangent a X en a,
le sous-ensemble de R? défini par :

T(X,a):iui R?/$(u )T X,$(,)>0, Limu, =a,Liml , (u, - a):u}

@ On vérifie aisément que (0,0) appartienta T(X,a) ,enposant| =netu =a



(2]
a) Siul T(X,a) ob X={(xy)l R?/x?+y?*=1 et a=(10)

Soit une suite u, =(x,,y,) dans X quiconverge vers a et | (u,- a)® u=(xy).

En particulier, | ,(x,-)® x, |, y,® y, x, ® 1et y,® O.

Comme u 1 X, | x?+1_y2=I_ouencore | (x -1)(x +D+I_ yy =0

Et par passage a la limite, on obtient x=0.

On vérifie la réciproque pour obtenir T(X,a) :{(x, y)/ X:O}. Par exemple x. =4/1- (1/n?),
y, =@/n)etl =y,

b) Siul T(X,a) ot X={(x y)I R®/x*+y?£1} et a=(10)

Soit une suite u, =(x,,y,) dans X quiconverge vers a et | ,(u,- a)® u.

En particulier, | ,(x,-D)® x, 1, y,® y, x,® 1let y,® O.

n

Comme u,T X, | x?+I_ y2£l  ouencore | (X, -D(x,+D)+I,y,y, £0

Et par passage a la limite, on obtient X£0.
Réciproquement, on pose X, =1+ et y,==,alors x, ® let y ® O.
n n

Etpour | ,=n,1 (x,-)® xet | y, ® vy.

Il reste a vérifier que la suite u, =(x,,y,) estbiendans X . En effet, pour n grand,
| x>+ y?£I1 pour Xx£0.

On obtient: T(X,a) :{(x, y)/ X£ O}
c) Siul T(X,a) ol X:{(x, I R*/x30, - x2£y£x2} et a=(0,0)

Soit une suite u, =(x,,y,) dans X qui converge vers a et | (u,- a)® u=(x,y).
En particulier, | . x,® x, 1, y, ® y, x ® Oet y ® O.
Comme u 1 X, -1 x?£1_ y £1_x*etx 30.

Et par passage a la limite, on obtient y=0 et x3 0

- L X .
La réciproque est évidente en posant x, =— (avec x>0), y, =0 et | , =n, pour obtenir
n

la demie droite :
T(X,a)={(x,y)/x3 0, y=0}



Exercicen®6

0 (m=netj (=4 k="""
k=1L
e*-1

O F,(X=let F(X)— l—e +1
@+t)x

En O, F, (x) est équivalent a . On peut donc prolonger F, par continuité en 0 en

X
posant F, (0)=1+t.

En développant le numérateur a I'ordre 2, on obtient Lim RO)- RO _tt+Y =F. (0)

X® 0 X 2

® En identifiant un développement limité avec la formule de Taylor, on trouve

: t(t+1
Vo= R(0- 1=tet y ()= F©) =2
n+1 n ¥ Py P P
® F, (x )—L‘He +..+e™= aekx:é a KT ot te coefficient de X
- k=0 k=op=0 P! p!
est alors é kP
k=0
'SHON x o & “
@ L'égalité g[+a () '+o(x )(ﬁaé—+o(x )z=a L+ xk+o(x’\‘)
e i=1 j=1 JI @ kA k'

conduit par identification des coefficients de x"**, a :

1 ,J® 1.01 7.0 1 Jrip(t)g:(t+1)9+l
(p+)! (p+1)! 1 p 2 (p-It T p 1 (p+D!

soit, en multipliant les deux expressions par (p +1)!, on obtient la relation recherchée.



® Des relations :
P=0 1+j ,(t)=1+t
p=1 1+j,()+C5j ,(t)=(1+1)*
P=2 1+] ,)+CoJ ,®+C5j (1) =(A+1)°
p=3 1+j ((t)+C;j ;(1)+C3j ,M+C/j 5(t) = +1)"
on en déduit :
o=t

, _t(t+)
.= >

j z(t)=%(2t+nt(t+1>
1t (t+1)2

] 3(t)=z >
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Exercice I :
On choisit || f [la = supzepa{lf(@)]} et || f s = f[o»l] |f(z)|dz. On a alors pour tout n € IN*,

[fnlla =1 et || fulls = 5= qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

Exercice II :

r37zh
(3+x)rtt
encore k < r. La quantité My, est définie pour tout k € {0,---,r — 1}.

1. L’intégrale de est de type Riemann et converge si et seulement sir+1—%k > 1 ou

2. On effectue une intégration par parties avec u(z) = z* et v/(z) = % On obtient
u'(z) = kzF~1 et v(x) = W et pour tout k € {0,---,r — 1},
3k too +o0 3 k-1
e = [T / RS
Grarl, J Graor
3k /Jroo (7" _ 1)3”_1xk_1
= _— —_—AaXx
r—1J (34 z)r=1+1
3k
= —— Mg _1.—
— Mkt
3.
3r k
Moy = 5 d
0;r—k /O 3+.’E r—k+1 x
ReE Tm
(B4z)r=k],
=1
4. Comme k < r, on montre par récurrence sur k que
3Rk (r — k= 1)!
Mk;r - ( ) MO'rfk

ou encore, pour tout k € {O; sl T — 1}, My = z2—



Probléme :
A) Préliminaires :

1. Par définition de la norme matricielle on a pour tout z non identiquement nul les deux
inégalités suivantes

1B1(B22)la < || Bl all B2z|a
[1Balla < ||z]lall Bzl o

dont on tire ||ByBaz|lq < ||B1llallBz2]|lallz|e pour tout x non nul et ainsi

< IBiflall B2l a

et qui est en particulier vraie pour le sup sur x.

2. (a) limg_ 100 B¥v = 0 & limg_ 4 o || B¥v||s = 0 par définition d’une norme. Or comme B*
tend vers la matrice identiquement nulle avec k, || B¥| 4 tend également vers 0 avec k,
et pour tout v non nul

1B allvlla = 1B vl

ce qui nous permet de conclure avec le fait que B*v = 0 lorsque v est nul.

(b) Soit v;, le vecteur propre associé a la valeur propre \;, (donc v;, est différent du vecteur
nul) olt \;, est telle que p(B) = [y |. On a B¥v;; = Af v;,. Ainsi B*v;, converge vers
0 si et seulement si |A;,| < 1.

(c) Montrer que B* tend vers 0 avec k est équivalent & montrer que || B¥|| 4 tend vers 0 avec
k. Or d’apres le résultat établi en A)1. on a ||B¥||4 < ||B|%. Comme il existe une
norme || . ||, telle que ||B]|a < 1 on obtient le résultat voulu.

B) Méthode

1. On pose eg = ug — u et pour tout kK € IN

€L+l = Ukl — U
ex+1 = Bup+c— (Bu+c)
ex+1 = DBeyg

Par récurrence on obtient facilement pour tout k € IN, e, = B¥ey.

lim w, = wu
k— o0
lim e, = 0
k——+oco
lim Bfey = 0
k—-4oo

Et d’apres le A) (a) on a limg_ 4o B¥ = 0 équivalent & p(B) < 1 et "il existe une norme
I |la telle que | Blla < 17

2. (a)
Au = b
< M-Nu = b
< Mu = Nu+b
o u = M 'Nu+ Mt car M est inversible
& u = Bu+c aveceB=M"'Netc=M"'b



La matrice A est inversible, c’est a dire que (M — N) est inversible. Et on a

(M-N)"'"M)I-M"'N) = (M(I-M"'N))" "M(I - MTIN)
= (I=M"'N))"" M 'M(I-M'N)
= ((I- 1N)) MM —-M"'N)
= (I-M7'N)(I-M"'N)

I

De méme avec la multiplication & droite, on obtient 7 — M 1N est inversible.

(b) On définit la suite (ug)r>0 par ug réel quelconque et pour tout & non nul,

U1 = M 1Ny + M~

C) Application :
On peut écrire A = M — N avec

200

M=10 20

0 0 2

qui est inversible (facilement) et
_1

U O
- 3 1 3
0 —3 0

A est inversible car son déterminant est non nul. La matrice B = M ~'N est égale & %N qui est
inversible d’apres B)2.(a). Et | B||a < 1 pour || . ||= norme sup sur IR". La suite (uj)ren définie
par ug un vecteur quelconque de IR™ et

1 1
Uk4+1 = §NU]C + ib

converge vers u quelque soit uyg.





