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L Gi=a)=1,Gy=0)+0,=0,Gs=iV/3 Gy =2+2i,

: fxrs ro__ _ n—1 _kr __
Sin divise r alors of, =let H, =) ;" o =n.

. . -1
Si n ne divise pas r alors of, # 1 et H, =Yy af" = =22 = (.

2. Les décompositions sont X% — 1 =TI7_ (X — of) sur C

et X5 —1= (X —1)(X?—2cos(Z)X + 1)(X? — 2cos(*Z)X + 1) sur R.

3. L'égalité X5 —1 = (X —1)(X*+ X3+ X? + X + 1) prouve (X*+ X3+
X2+ X +1)=(X?—2cos(3F)X +1)(X? —2cos(£)X +1).

L’égalité des deux polynomes donne les relations 2 + 4 cos(%E) cos(4F) = 1

et —2cos(%E) — 2cos(%) = 1.
Les nomtjlres cos(2X) et cos(%E) sont les solutions de 'équation 22+ jz— 1 =
™

0 et cos(F") est la solution négative.

On trouve cos(%) = 1+4—\/5 et cos(F) = 1_4\/5'

G5:1+a5+a§+a§+aé6:1+2a5+2a51:\/5.

4. L’expression de A, est A, = (agfl)(jfl))i,je{l,...,n}. A2 = (ijeqrm
avec ¢ = Y o0 — g, ., Dlaprés le caleul de H,, on obtient
A% = nB,,.

1 2
TrA, =Y i, ol =G,



5. Soit u # 0 un vecteur propre de A associé a A alors Au = A\u et APu = Nu,
AP est une valeur propre de AP.

Si \ est une valeur propre de A, alors A\* est une valeur propre de n?I, et
donc \* = n?.

A, admet au plus quatre valeurs propres parmi {y/n, —/n,iv/n, —iy/n}

6. Soit z € C" alors z = 3(z — u(z)) + 3(z + u(z)),
s(z —u(z)) € ker(u + Id), 5(z + u(z)) € ker(u — Id).

Siy € ker(u — Id) Nker(u + Id) alors u(y) =y = —y donc y = 0. On a
montré que

C" = ker(u — Id) @ ker(u + Id).

Soit, B_ une base de ker(u — Id) et By une base de ker(u+ Id), dans la base
B_UB, de C", u admet une matrice diagonale. Donc U est diagonalisable.
Comme B? = I,,, B, est diagonalisable.

7. v(e) = ey,
pour tout i € {0,--- ,p} v(€ize + €n i) = €0 + €, ; €t

v(eit2 — €n—i) = —€it2 + en_i. Les vecteurs ey, (€12 — €n_i)icc{o, p} €t
(€it2 + €n—i)icefo, p} forment une base de C*. Donc 1 est valeur d’ordre
p+1 de base de vecteur propre (ej42+ €n—i)iceqo, p} M (€1) et —1 est valeur
propre d’ordre p de base de vecteur propre (e; o — en_i)iee{o,...,p}.

Le polynéme caractéristique de B, est det(B,—Xid) = —(X+1)?(X—1)P*L.

8. Q(X) et (X — ay) sont premiers entre eux car a; # a; pour ¢ > 1. Le
théoreme de Bezout prouve qu’il existe deux polynomes R et S tels que

R(X)Q(X) + S(X)(X —a1) = 1.
Soit =z € E,
z = R(w)Q(w)r + S(w)(w — ar)z
avec R(w)Q(w)z € ker(w — a1) et S(w)(w — a1)x € ker Q(w).

Soit y € ker(w—ayId)Nker Q(w) alors y = R(w)Q(w)y+S(w)(w—a;)y = 0.
Donc
E =ker(w — a;11d) @ ker Q(w).

Notons P, la propriété “Pour tout espace vectoriel F' de dimension n sur
C, tout endomorphisme v de F, et tout polynéme a racines simples de la
forme P(X) = 1%, (X — a;) vérifiant P(v) = 0, alors

F =%ker(v — a1ld) @ ker(v — ald) @ - - - ® ker(v — a4, Id).”



10.

11.

La propriété P; est vrai. On suppose que les propriétés P; pour j < n
sont vraies. Montrons que P, est vraie. Soit w un endomorphisme tel que
P(w) = 0 avec P(X) = (X — a1)(X —az) -+ (X — aq) sur E un espace
vectoriel de dimension n. D’apres le début de la question,

E = ker(w — a;11d) @ ker Q(w).
Si ker(w — a,Id) = {0} alors Q(w) = 0 et on ré-applique la méme propriété

jusqu’a obtenir ’existence d’un j tel que

E = ker(w — ajId) @ ker Q'(w) avec ker(w — a;jId) # {0} pour i < j
ker(w — a;Id) = {0} et Q' = (X — ajt1) -+ (X — aq). L’application v’ =
Wker @’(w) €St un endomorphisme de ker Q'(w), @' (w') = 0 . kerQ'(w)
est de dimension strictement inférieure a n. En appliquant I’hypothése de
récurrence on obtient

ker Q' (w) = ker(w' — a;111d) & - - - ® ker(w' — aqld).

Pour £ > j ker(w—aylId) C ker(Q'(w)) donc ker(w—axId) = ker(w'—ayId).
Finalement

ker Q'(w) = ker(w — aj411d) & - - - & ker(w — aqld),

E =ker(w — a;1d) @ - - - @ ker(w — aqld).

En prenant une base appropriée a cette décomposition on montre que w est
diagonalisable.

. A, est solution de I’équation AfL —n?l, =0.

Soit P(X) = (X + vn)(X — v/n)(X + iy/n)(X —iy/n) on a P(A4,) = 0.
Le résultat de la question précédente montre que A,, est diagonalisable de
valeurs propres )\, appartenant a U'ensemble {\/n, —y/n,iv/n, —iy/n}

La matrice D? est équivalente & la matrice A%. Donc n est valeur propre de
A% d’ordre a + b et —n est valeur propre d’ordre ¢ + d. D’apres la question
T,a+b=p+letc+d=np.

Soit ¢' de T'x T sur T x T définie par ¢'(u,v) = (u+v,v) siu+v < n
d(u,v) = (u+v—n,v) siut+v >n. On a ¢p¢’ = Id donc ¢ est une bijection.
Notons ¢ = (¢1, ¢2) et en utilisant o = 1 on obtient

G.G, = Z oz:: Z 04;52

reT SET

(rys)ET? (r,8)€T?



12.

13.

On a aj = 1 donc GpGr = 3, yero al =

T Rt 3D DT I T
(r,8)€T?

reT seT reT

En utilisant le fait que H_,, est non nul et vaut n si et seulement si n divise
2r, donc si est seulement si n divise 7 (car n est impair), soit encore si et
seulement si 7 = 0 (car 7 € T). Finalement

G,G, = Z oz::_z" = Z a,’fH_zr = ozgn =n (3)

(rys)€T? reT
Finalement |G| = v/n.
|TrA,| = |ay/n — by/n + icy/n — id\/n| = n.
Donc (a —b)? + (c—d)? = 1.

On suppose que n = 2p+1 avec p € N. A, est une matrice circulaire donc

detA, = I jerzici(al, — of) = I jer2icioh (1 — al ™)
=% U2 (1 — apF)mk (4)

— ZQ(n_l)HZ;%(l _ Ot::_k)n_k

(detAp,)? = 4 DII=L (1 — of FITZH (1 — k)

-4(n— n— —k\nyTn— (1 — a’l_Lk)
= 14( 1)I_‘[k::%(]' - ank) ch:%( (1 — ok )k (5)
—k
— Z-4(n—1)nnnz;i( (1 Oy ))k — 7;2p(2p—|—1),n}n

(1 —oag

Donc A Ay - -\, = #2tUn3 . On en déduit

det(A,) = icTd+2+2d(, /) = pCrHn5  donc il existe m' € Z tel que
p+2b+2d=p(2p+ 1)+ 4m’.

En simplifiant on trouve b+ d = p? 4+ 2m/. Comme p? — p est divisible par

deux il existe m” € Z tel que p? = p+2m” et on trouve b+d = p+2(m/+m”").

Comme (a —b)2+ (c—d)?> =1 et a—bet c — d sont des entiers, les valeurs
de a b c et d vérifient 'un des quatre cas suivantsa =betc=d+1,a=1>
etc+l=d,a=b+letc=d,a+1=betc=d.

Ces quatre cas s’écrivent
_p+l1 p—1 p+1

ad: ) C
2 2 2

a=1b
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¢ 2 T 9 2
a:1+£’b:8’c:]_0,d:8
2’ T %7 3 2

P P p ., D

= — :1 — = — = —
@=5b=1+5,c=5d=7

La condition b + d = p[2] exclut le deuxiéme et le quatriéme cas.
Les coefficients a, b, ¢, d sont des entiers,
sipestpaira=1+5b=5c=8d="et

. . . _ _p+1 . _
si p est impaira =b = 5~ d =54+~ ¢ = F~.

TrA, = +/n(a — b+ ic —id).
Si p est pair TrA, = /n, si p est impair TrA,, = iy/n.
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EXERCICEn°1

On considere deux variables réelles discrétes X et Y définies par
X =(X1,- %) €Y =(Y1,.-+Yn)-

n
@ On pose: f(ab)=4&((y;-ax - b)2. Cette fonction est strictement
i=1
convexe et admet donc un minimum pour les valeurs qui annulent les deux dérivées
partielles, soit :

b Zg( - ax - b)x :Oetﬂ:- 25( i-ax-b)=0
Ta i=1Y| i i b i=1Y| i

La résolution du systéme donne :
a XY - nxXY
b:Y_' a)T et a= I

& x? - nX 2
i

@ Ontrouve X =14,Y =50, d'oll a=156 et b =28125



EXERCICE n° 2

Soit (up) une suite de nombres réels. A cette suite, on associe deux

autres suites (s,) et (r,) définies par :
n ! Uk
Sy=aug et rp,=a —
k=1 k=1 K

u : g
@ Pourn=2,r1, :% +% =y +?2. La relation est donc veérifiée.

Un+1 :nél Sk ;Sn Un+1 _nél Sk Sn , Sn+l _ én Sk, Sn+1

—_— = +
N+l k=1 k(k+) n n+l1 k= k(k+D) n(n+d) n+l k= kk+l) n+1

M+1=Mht

+
k=1 K k=1k(k+1) n
La premiére série est convergente et le deuxieme terme tend vers zéro par hypothése.

La suite (r,) a donc une limite finie et la série de terme général —* converge.
n

donc

. & [ |
® Soit Sn—kiluk- Pour n grand, [s|£l et |n(n+])|£n(n+1)’

. s S (. . .. u
I'hypothése 2a) est vérifiée. De plus Lim 7”2 0, et la série de terme général - est
n® ¥ n

convergente d’apres la question précédente.
- . Sp - .
® On vérifie que: Lim—2=0 et que la série de terme général
n® ¥ N

Sn
est convergente.
n(n+1)

@®. On consideére la suite (s,) définie par :

i 2k s n=2k i . .
Sh =i _ . Elle vérifie les relations demandées. En
- (2k+1) S n=2k+1
effet:
n Sk _E(Q/Z) 1 E(n+}/2)—1 1 _E(rl/2) 1

o

a = a - a = a -
k=tk(k+1) k=1 2k+1 k=0 2k+2 k=1 (Zk+D(2k+2)

1
2

, . .S ,
(série convergente) et Lim— n’existe pas.
n®¥ N



EXERCICE n° 3

On considere deux urnes A et B. L’'urne A contient deux jetons numérotés
0 et 'urne B deux jetons numérotés 1. On choisit au hasard un jeton dans A et un jeton
dans B que I'on échange en les replacant dans B et A (étape 1).Puis on recommence la
méme opération.
Soit X,, la variable aléatoire égale a la somme des numéros des deux jetons dans

'urne A aprés n échanges.

@ Les valeurs possibles de X, sont 0, 1 ou 2.

@ Calcul de la probabilité de passage d’un état n aun état n+1 :

Etat n Etat n+1 |Probabilité P
(0, 0) 0, 1) 1
1,1) 0, 1) 1

0, 1) (0, 0) 1/4

0, 1) 0, 1) 2/4

0, 1) (1,1) 1/4

1
® ap,1=P(X41=0) :an ,

1 1 .
Cnh+1 = P(Xp+1=2) :an et b1 =P(Xn41=1) =a,+ C, +§bn' puis
¢@n+19 8@ 14 0;?“9 8@ 1/4 09 8@9
chh+1+=cl 1/2 1cby+, d’ou T=¢l 1/2 1+et Vy=¢l+
8Cn+15 80 1a Oécné 80 1/4 Og 805

® Du systéme précédent, on peut en déduire que si les suites convergent,

alors Lima, =Limc,=4Limb,
n n n

La matrice T admet pour valeurs propres: 1, 0 et —1/2. Comme ces valeurs sont

distinctes la matrice est diagonalisable.

Le sous espace propre associé a la valeur propre 1 est engendré par (1, 4, 1).

Le sous espace propre associé a la valeur propre 0 est engendré par (1, 0, -1).
Le sous espace propre associé a la valeur propre -1/2 est engendré par (1, -2, 1).



d 0 09 a 0 0 ¢
On obtient: T"=PD'P L, ou D=gO 0 0 = ,Dn=gO 0 0 =
0 0 -1/24 S 0 (12"
d 1 19 d 1 19
p:84 0 -2:et P'lzlgs 0 -3:
&1 -1 14 &2 -1 25
%in+10 gel+1/2n 0
Vs =T"V; :gbml ;:%94- yoni-
= n -~
&Cni1p § 1+12° =
. : . 1 : 2
En conclusion Lima, =Limc, == et Limb, ==
n n 6 n 3
EXERCICE n° 4
@ On vérifie que f(-x) =- f(x) et L(i@ngf (x)=f(0) =0
X
(2 Vérifions que f est dérivable a l'origine :
£(x)- (0) 1 e D+ u(xd)
Lim ————==Lim ————=1.Pour x* 0, f (X)= > ===

x® 0 X x®0 X2 X X

Puis u (t) =(2t +1) exp(t) , donc u(t) > 0sur R*".
La fonction f est strictement croissante et continue sur R, elle est donc bijective et
admet une fonction réciproque également impaire.

2 (22 2yn
© & =142 L7, LD )

1 2 n!
ex2 -1 x X3 X2n 1
=24t +o(x?" Y
X r 2 nl
3 2n-1

Pour x* O,ona: f(x):x+x—+...+—+x2”'1e(x) avec Lim e(x) =0.
2 n! x® 0

On prolonge e en 0 par e(0)=0

3 5
O f(x)=x+2—+2_4o(x
(X) >+ 5 (x7)

Pour f 1, il suffit de résoudre le systeme lin€aire obtenu en écrivant :

f-1(x) =ayx + agx> +agx® +o(x°) et



-1 _ X X 3, X 5 5y —
f7rof(X)=x b al(x+7+g)+a3(x +37)+a5x +0(x°) =X

d’ou le systeme :

i |
1 =1 I =1
I —+tag=0 U Ia3: %
1 |

a 2 0 7
T4 %8, +a==0 1 —
6 33 ® %72

On obtient : f~ 1(x) =X- %x‘o’ +1—72 x> +o(x5)

EXERCICE n°5

@ Comme A,B et A+ B sont des parties majorées non vides de R, les
bornes supérieures respectives existent. Notons a = SupA et b = SupB.

a)" xl AxEaet" yl BjyEb,donc" zI A+B,zEa+b.

a+b estdonc un majorantde A+ B.

b) " e>0,$xI A/x>a- % et $yl B/y>b- %,donc

$z=x+yl A+B/z>a+b-e.
a+b est donc le plus petit des majorants de A+ B.

Ces deux assertions montrent que

Sup(A+B)=Sup(A) +Sup(B)

® Comme A,B et AB sont des parties majorées non vides de R*, les
bornes supérieures respectives existent. Notons encore a = SupA et b= SupB .
a)" xl AxEaet" yl B,yEb,donc" zI AB,z£ ab(car toutes les

valeurs sont positives).
ab est donc un majorant de AB.
b) " e>0,$xI A/x>a-e et$yl B/y>b-e,donc
$z=xyl AB/z>ab- e(a+b- e). Il suffit de choisir e< Min(a,b) .
ab est donc le plus petit des majorants de AB.

Ces deux assertions montrent que

Sup(AB) =Sup(A)” Sup(B)



EXERCICE n° 6

L1
O Pour que l'ntégrale f (x)=(-——=dt soit définie, il faut 1- t* >0, soit
oV1- t?

- 1<t <1. Cette fonction étant impaire, il suffit de faire I'étude pour x2 0. Pour x =1, on
a une intégrale généralisée de seconde espece convergente (en effet au voisinage de
1

1
. it 2t
- 11].

Sa dérivée est: f (X)=

et l'intégrale est convergente). Donc l'intégrale est définie sur

La fonction est continue et strictement croissante, elle

1
V1- 32

est donc bijective et admet une application réciproque.

-
. 1 . . "o 2
®-Onag (x)=—4, g estimpaire et g (X)= 7] :
X X \3/2
1+— 1+—
7 =)

La fonction est donc strictement croissante, concave sur R* et convexe sur R~

. 1
g(x):hdt
0 1+t_
\/ 4
- Pour O£ x£1, 1£1/1+ \/7dou —£g(X)E1

Pour x31, g (X) <— (on vérifie cette inégalité par élévation au carré)
x?

- Pour x31 ona:
12

1
. 1
oithO dt+0 —dt £ oidt+q—dt£07t4dt+2
1+_ 1+_ 1+_ ' ° 1+

- Lafonction g est continue, strictement croissante et majorée, donc elle admet
une limite finie a quand X® +¥ .

0£9(x)=

® g estinversible. Notons | I'application réciproque de g,ona:

j(wq(®+m(®+§4%®+%4%®+dﬁ)

Par ailleurs, j (X)= 14] ix),j (0)=1j (0)=0( impaire) etj 3(0)=0

On obtient : j (X) =x+0(x%)
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e Exercice 1 :
L f(z) = f(zo) + f'(x0)(x — z0) + (&) E=2 avec & € B(xo; ||z — zo||5)-
2. Une partie de I’énoncé a été omise ici. 1l fallait lire
f(@) = f(xo) > f'(z0)(x — 20) <= f convexe

Et ainsi avec le point précédent, on obtient f” > 0 = f convexe.

3. Plusieurs méthodes peuvent étre utilisées du moment qu’elles mettent en application les
points précédents. On peut par exemple étendre le résultat du point 2 au cas ou f7 > 0.
Comme f”(x) = 1222 > 0, on applique ensuite la définition d’une fonction convexe avec
A=1

2

o Exercice 2 :

1. On note

T

+00 exp (f (xfmf)

202

[l =),
— 0 V2ro?

Afin de simplifier les calculs, on peut effectuer un premier changement de variable défini
par ¥ = #™. On obtient

+oo exp (—%2)

I = —_—
PN V2T

dz

Et, en passant par

£E2+' 2
) +oo  p+oo exp (— 2y )
I? = — e dzdy

™

Il suffit maintenant d’effectuer un changement de variables en coordonnées polaires
classique pour obtenir I = 1.

. , . o 2,2
2. Soit ¢ Papplication de IR dans IR définie par ¢(t) = exp (ft 3 )
Soit




Ainsi la limite de ®,,(¢) est égale & ¢(t) pour tout ¢.

e Exercice 3 :

1.
2.

zf(z) est divergente de premicre espece sur IRT car équivalente & %
zf(z) est divergente de premicre espece sur IRT et sur IR™, ces deux intégrales valant
400 dans les deux cas. On obtient donc une intégrale sur IR divergente de seconde

espece (i.e : la loi de Cauchy ne posséde pas d’espérance).

e Exercice 4 :

1.

Soient f,g € C([0,1]) et A € R. On a [[Afly = [M[fllr et [f + gl < [IFll + llgll-
f =0 entraine || f||1 = 0, de plus comme f est continue sur [0; 1] et que |f| est positive
lf]l1 = 0 entraine f = 0. Enfin || f||; est toujours positive.

(a) On considere
fa(z) =0 size(0,1/2]
fo(x) =nx —n/2 sixz€]1/2,1/24+1/n]
fn(x)=1 size(l/2+1/n,1]
(b) Soit n et p deux entiers non nuls quelconque, |f, — fp| < |fn] + |fp| est toujours

inférieur & 2. De plus f,, coincide avec f,, hors de |1/2,1/24 1/p[. Soit n et p deux
entiers avec n > p, on a alors

1/241/p )
|m—ﬁm=L2 o) = Fy(o)lde < 2

Ce qui prouve que f, est de Cauchy.

(¢) On raisonne par l'absurde. Supposons qu’il existe une fonction f continue, limite
de f, au sens de la norme 1. On a

1/2 1/2
/ |ﬂmwx=/‘\ﬁmw—fuwmsnn—fm
0 0

et pour n > p,

[ n-f@les [ g - fa@lds < fa - £l

/2+1/p 1/2+1/p

(d) En passant a la limite dans les deux inégalités, on obtient d’une part

1/2
A 1 (@)ldz =0

Et ainsi f est nulle sur [0,1/2]. Et d’autre part, pour n et p tendant vers Uinfini,
on obtient également f11/2 |1 — f(x)|dz = 0. Et ainsi, f(1/2) = 1. Ces deux points
sont en contradiction (f(1/2) =0et f(1/2) =1).

On a donc trouvé une suite de Cauchy qui ne converge pas pour cette norme.
L’espace associé avec cette norme n’est donc pas complet.



e Exercice 5 :

3 -1

1. On appelle A = ( 5 1

). Les valeurs propres de A sont 1+i et 1-i respectivement.

2. Les espaces propres associés sont engendrés par 1" = ( 9 iz ) et T = < 9 —1|—z > sur

la base canonique de €.
3. T=U+iVetT=U—iV.

Tn

4. On pose X,, = ( ) la solution générale du systeme est

n

Xp=al+)"T+ald—-9)"T

En développant les valeurs propres sous la forme trigonométrique on obtient

X, = a\/in(cos(%) + zsm(%ﬂ-))T + d\/in(cos(%) - 282”(%))7_1

et en notant @« = a +ib on a

X, = 22" [a (cos(%)U — Sm(%)v) —b (SW(%)U + COS(%)V)]

e Exercice 6 :
A tout instant on a r(t)/h(t) = tan(30) = 1/v/3 ot 7(t) est le rayon du disque formé par la
surface du liquide a l'instant t.
L’aire A(t) est donc de 7r%(t) = wh%(t)/3. On a , par hypotheése a = 5.1075m?2. Ainsi, en
utilisant la dynamique donnée, on obtient

W (t) = —/2g A(j)wwz(t) = —3a\/2gh3 (1)

On obtient ’équation différentielle du premier ordre

W(t) = —Kh™3(t)
avec K = /19,6.15.107° /7. Ainsi
h(t) = (=2,5Kt + C)%/°

Puisque h(0) = 0,1, on a C' = (0,1)%/2 = 0,00316. L’entonnoir est vide si a = A et
h(t) =6,9.1072. On trouve T = 6 secondes.





