SESSION D’ AVRIL 2002

ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DE STATISTIQUE ET D’ECONOMIE
APPLIQUEE ABIDJAN

CONCOURS D’ELEVE INGENIEUR STATISTICIEN ECONOMISTE

OPTION MATHEMATIQUES

CORRECTION DE LA PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Partie 1

1. Si (M, M') € T? alors MM'~! € T car det(MM'~1) = (detM)(detM")~! =
1. L’ensemble I', muni de la multiplication matricielle est un sous groupe
de matrices carrées d’ordre deux inversibles, donc un groupe. L’ensemble
S est un sous espace vectoriel réel de My(R) donc un espace vectoriel.

a b+ ic
b—ic d
sont des réels, ou encore S = %1] + %IX +bY +cZ. Les quatres matrices
I, X,Y, Z sont linéairement indépendantes, elles engendrent S donc elles
forment une base de S.

Tout élément S de S s’écrit sous la forme S = ( ) oua,b,c,d

d —=b

—C a

a

2. S18 = ( . 2 ) on trouve t(5) = %1 et S71 = adicb (

que t(S) =t(S71) siS€S.

) . Notons

3. (aSa*)* = aS*a* = aSa*. Donc aSa* € S.

4. T, est une application linéaire donc d’apres la question précédente T, est
un endomorphisme de §. Ker7,, = {S € §,aSa* = 0} = {0} Donc T, est
un automorphisme de S.

5. (a) SiT,(S) =1 alors

1 = det(T,(9)) = det(a)det(S)det(a*) = det(.S).

1



La matrice doit vérifiée det(S) = 1. De plus S = ol = (a*a)™!
Sae(@ b alors oo — aa +bb ac+ bd
“\e d “\Ca+db c+dd
1 _ _
t(S) =t(S™") = 5(oza + b+cc +dd) > 0

car o # 0.

Si a est solution de (1) alors on a les relations

(ab)S(g)zl
sa*:a*:(fc ;b>.
(3)-(%)

Réciproquement, supposons que « vérifie (3). Notons
A B
aSa* = ( c D ) )
a

D’apres la premiére relation de (3) on trouve A = 1. Comme S < 5 ) =

Donc

( _dc ), on trouve (¢ d)S ( ;-)L > = 0, soit C' = 0. La matrice aSa* est

hermitienne, donc B = C' = 0. Finalement, det(S) =1 = AD — BC =
D = 1. La matrice « est solution de (1).

Un calcul donne

Qs(v) = (t(S) — x(S))mm + (y(S) + iz(S))mn+
(y(9) — iz(S))mn + (t(S) + z(S))nn.

En multipliant par ¢(S) — (S) et en utilisant la relation
det(S) = 1 = t*(S) — 2(S) — y*(S) — 2%(9)
on obtient :
(t(S) = 2(9)Qs(v) = [(¢(S) — z(S))m + (y(S) +iz(S))n[* + |n|*.

Par ailleurs #(S) > 0 et t3(S) — 2%(S) = 1 + y*(S) + 2%(S) > 0 donc
(t(S) — z(5)) > 0. Cela implique Qg(v) > 0si v # 0 et Qg(v) =0 si
v=0.



1.

(d) Si S vérifie les conditions (2). Soit v = (m,n) # 0. D’apres la question

précédente Qs(v) > 0. Notons a =

(7,

Y
m
, b

Les relations (3) sont satisfaites donc 1’équation (1) a des solutions.

Partie 11
(S,5) = det(5)

2. Un calcul donne

3.

(T (S+5"), To(S+5S")) = (Ta(S), Tu(S))

H(Ta(S), Tu(S)+2(Ta(9), Ta(S))

Par ailleurs pour tout M € S (T,,(M),T,(M)) = det(T,(M)) = det(M).
Donc on trouve 2(T,,(5), T,(5")) = det(S+.S5") —det(S) —det(S") = 2(S, 5").

(a) Le produit de la matrice

t(S1)  t(S2)

—2(51) —x(5)
—y(S1) —y(S2)
—2(51) —2(S52)

par la matrice

est égale a la matrice

Donc

z(S1)  2(S2)

3

t(S3)  t(Sy)

—x(S3) —x(S4)
—y(S3) —y(S4)
—2(53) —2(S4)

t(S3)  t(Ss)

(S4)
?J(54)
z(Sy)

t(Sy)

;Egg est positif, il vaut 1. On
2(54)

= —1, et |det (S, S2, S5, 54)| = 1.



(b) Comme det(Sy, Se, S5, 54) # 0, Si,52,53,5, sont indépendantes.

(c) Si toutes les matrices étaient de genre —, on aurai
1= H?:1<Si, SZ> =—-1

. Ceci est impossible, I'une au moins des matrices est de genre +.

(d)
detT,, = det(T,(I), Tu(X), Ta(Y), Ta(Z))

Un calcul montre que les vecteurs T,(1), T,(X), To(Y), T (Z) sont des
vecteurs deux a deux orthogonaux et de genre + ou —. Donc d’apres
la question IT 3. (a) (detT,)? = 1.

4. L’une des matrices est de genre +, soit j € {1,2,3,4} tel que detS; = 1.
On a #(S;)? > 1 (car t3(S;) — 2%(S;) — y*(S;) — 2%(S;) = 1) donc ¢(S;) # 0.
Si t(S;) > 0 alors d’apres la question I 5. (d) il existe une matrice o € T’
telle que T,,(S;) = 1. Sit(S;) < 0 alors t(—S;) > 0 d’apres la question I 5.
(d) il existe une matrice a € I telle que T,,(—S;) = I donc T,(S;) = —1.
Si deux des matrices sont de genre +, par exemple S; et S; avec 7 # j alors
HSH(S;) — 2(S0)2(S5) — 9(S)y(S;) — 2(S0)2(S;) = 0 done

(t(S)t(S5))? < (2(S)x(S;) + y(Sa)y(S;) + 2(S5:)2(5;))* <
(@(S5:)? +y(Si)? + 2(5)*) (x(5;)* + y(S;)* + 2(5;)%)

Dou (¢(S5;)t(S;))* < (1 —t(S)?)(1 — t(S;)?) t(Si)* + t(S;)* < 1. Ceci est
impossible car £(S5;)? > 1 et t(S;)* > 1. On conclusion, nécessairement trois
des matrices sont de genre —.

aRa si et seulement si Vi € R (1 —t)a+ta’ €T
aRa si et seulement si VE € R det((1 — t)a+ta') =1

L’application ¢t — det((1 — t)ar + ta/) est un polynéme du second degré a
valeur constante. Donc aRa’ si et seulement si les coefficients devant ¢2 et
t du polynome t — det((1 — t)a + ta’) sont nuls.

(a) Un calcul donne det((1 —t)a+tl) =1+t(a+d—2)+t*(2—d—a).
On a oRI si et seulement si a + d = 2.

(b) Un calcul donne det((1 —t)a+ta’) = (1 —t)+t(ad —cl'). Finalement
aRa’ si et seulement si o appartient a I' (i.e. ad — cb/ = 1).

(c) det((1—t)a+ta") = (1—t)+t(a’d—'b). On a aRa” si et seulement
si o appartient a I' (a'd — b =1).



()

Cherchons o/ et o” sous la forme o = ( Z Z, ) et o = ( Z,, g, )
Le systeme
o"RI aRa' o/Ra”
est équivalent a
ad —cb =1dd —db =1d +d =2

Ce systeme admet une solution par exemple si ¢ # 0

d’:(),b':—l,a’:lc':c
c

Sic =0 alors a # 0 car ad — bc = 1. Une solution est alors

dlzljb/:—l_a,GIIZ—l,Clza_l
a a a a

Notons a(t) = (1 —t)a+ta’ ou o et o” sont des solutions du systeme
o"RI, aRa', o'Ra”

un calcul montre que |det(T,))| = 1. La fonction ¢t — det(T,)) est
une fonction polynémial en ¢ continue vérifiant |det(7% )| = 1 donc
c’est une fonction constante. Cela prouve que det(7,) = det(T,()) =
det(T,)) = det(Th). De la méme fagon on montre que det(7T,) =
det(Tyr). Puis det(T,r) = det(17) = 1. En résumé

det(Ty,) = det(Ty) = 1.
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CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR STATISTICIEN ECONOMISTE
OPTION MATHEMATIQUES

DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

EXERCICE n° 1

a
a+n+l

[0 Sib=a+1, u, =

. Or la série de terme

Pour b<a+1, b+ k)< a+l+ K, donc u,2
[16+=[](a+1+¥ 1

- : , a a ., s e
général diverge puisque =—, daprés le critére d’équivalence
1 a+n+l n

concernant des séries a terme général positif. Le critere de comparaison sur les

+oo
séries a termes positifs prouve que la série Zun diverge.
n=0

[] La démonstration se fait facilement par récurrence.

[l Comme (b-a-1)S<a ona: S a

 <—— . La suite S, est
b-(a+l)

croissante et majorée, donc elle converge.

U lim(b-a-1) §,=(b- &) Sdonc lim(n+by =a-(b- a1 S

n- oo

. I . .
Supposons que |=a—-(b—a-1) S soit non nul, alors u, :Tb’ d’apres le critere sur
n

+00

les séries dont le terme général garde un signe fixe. Alors Zun divergerait, ce qui
n=0
est faux.

En conclusion S=

b-a-1



EXERCICE n° 2

[J Comme f n’est pas identiquement nulle, il existe aD[O,]] telle que
f(a)>0 (par exemple, sinon on remplace f par —f ). Comme f est continue, il
existe un voisinage de a, a savoir il existe un intervalle [a,8]0[0,] f reste
strictement positive.

U Oon construit un polyndme P qui vérifie
3

P(O)=0P(a)=1LPB)=1et ()= Q0 Par exemple P(x)=z a X avec les
k=0

conditions:
a,=0,a+a,+a,=0 ag+ ag’+ aa’=1 aB+ gB*+ g3’ = 1dans la cas général
oua#0et f£1.

Ona:
1 a B 1
Lim [fO)(R(%)" de= Lim( [ X R ¥ dx [ €)X €)X o[ (F)k (P I
0 0 a B

1 B
Lim [TOI(P(R)" dx= n}quj f X( B Y" dx+oo, (car P(x)>1 sur lintervalle ]a,4)

1

0 [reaeo o [ 1O 3 4 dxcnz_p(j ()<Jt>5<J=0 par

0

hypothése.

L’hypothése f #0 est donc absurde puisque I'on obtient une contradiction entre les
questions 3 et 4. En conclusion f =0.

EXERCICE n° 3

O f.(x) =x""sinnx+x"cosnx= X" (sinnx+xcosnx)
Sur lintervalle [-a,a], on a Suq fﬂ'(g‘s d*(arl) et > a"'converge puisque
ar]o.q.

+oo

La série Z f_(x) est donc normalement convergente sur l'intervalle [—a, a].

n=1



[l Pour x=0, f (0)=0 et Z f,(0) converge simplement.
=Lim|X N |sin(.n+1)x|:|x|<1’ donc la série
n-e n+1| sinnx |

fn+1 ( X)

fa(X)

n

x fixé non nul, Lim
n- oo

Pour
Z f, (xX) converge simplement sur l'intervalle ]—l][ vers une fonction f d'aprés le

+o00

n=1

théoreme de d’Alembert.
+00

Comme la série Z f (x) est normalement convergente (question 1), elle converge

n=1
+00 +o00
uniformément et z f.(x)="f et Z f,(X) converge uniformément sur [— a,a].
n=1 n=1
[l Ona

> f (=) (X sinnx+ X cosnx):E ImD_ x"e™ } Rep. X' &™)
n=1 n=1 X n=1 n=1

xé* _ x(cosx— x)+ ix sinx
1-x€*  (1-xcosxY + (x sinxy

+oo +o00
Par ailleurs, > x"e™=>" (xé&)" =
n=1 n=1

X(cosx— X)+ sinx

En conclusion Y f (X)=
nZ:; () (1— xcosx ¥ + (x sinx }
L g e : Xsinx
[] On vérifie que la dérivée de cette fonction f(x)= Arctan(—)
1-xcosx

) L= g x(cosx— x)+ sinx
est egale a f.(X)=
g 2, £ (1-xcosxY + (xsinx}

n=1

EXERCICE n° 4

[ Par hypothése
On>0, Ox, x |0, = ¥ (02~ k

n

Soit alors a>1 fixé, et X<a
_ 12
f(ax)zf(x)+(a—1)xf'(x)+%>@ f (o)

ol aD]x,ax[, on en déduit
CF = @RI At
a-1 2




mais
2 2
X' (0) =2 0%t (0%) 2 k>
g g

donc

_(a-)]) a—lk_<a—1
5 <

2
x2 K
2 O 2

x> f'(0)<

Soit £> 0, on peut choisir a>1 tel que (a -1Dk<e (k peut étre supposé positif); pour

a ainsi fixé Lim @0~ 1™ ¢ donc
x-0 a-1
flax)-f(x) ¢
<n 0<x< —— 7 TS
Ur.<n n = a-1 5
et, par suite,
x0]0,n,[= xf (Y <&

Fixons maintenant O0< a <1, on a de méme

xf'(x)=f(x)_f(ax)+1_ax2f"(a), ax<o<x
l1-a 2
avec
— — 2 —
170 e oy -1 0 X5 100,
2 2 o 2a

a : .
>— k<&, comme ci-dessus on obtient 17, <7 tel que
a

On peut choisir a tel que
O<x<n, =>xf (X>-¢
On a donc
Ox0]o, Inf (n,,17,] . ‘xf'(x)‘<£

et la propriété est démontrée.

0 Soit ¢ (x)= f(x)—%f'(x) et $(0) =0

Par dérivation, on obtient :

#(9=2F (921 (9 etd(0)=0

¢ 0=3 T (9-2F (9 etd (=0
3 3
¢ ()=-3 19 et§ (=0
D’aprés le théoréme des accroissements finis :
1°(0|s M= [ @ ()~ £9(0)< M|¥
d’ou

2

X
OxOR, |7 (X< M=



Par application successive des accroissements finis, on obtient alors

' ()-¢" 0=l (0= M%

#'00-¢ =l (R s M

X5
(-9 (O)=|p (Y= M%)

5
En appliquant ceci a la fonction définie par : f (x) = Mﬁ) pour laquelle f°(x)= M,

on obtient :

5 X5 X5

X
X)=——M-—M=—rM
P09 =120M " 72M * 180

1 . .
La valeur A :@ est donc la meilleure valeur possible.

EXERCICE n° 5

[] Supposons que la suite (x,) soit croissante, alors :
18 1
Uu,==)>» X, £—nx, =
! nkZﬂ (SNX, = X,
Pour n fixé et m>n:
1L 1L 18 m-n+ 1
Up == X+ = D X 2= X +——X,
mi= My =1 m=7 m
Puis quand m- o, Limu, =12x,

m- oo

donc | =x,=>u, et par passage a la limite (x,) - |

[0 La suite (x,)=(-1)" n’est pas monotone et ne converge pas,

-1+(-D" 3
pourtant u, = )T tend vers zéro.
n



EXERCICE n° 6

[J f estcontinue en 0 si et seulement si
Oe>0, 0o >0, 0x Ol |X<a =|f (x)<&

En effet, si x[(Ol -Q, ona: f(x):% - 0 quand x- 0 et

si x0I n Q, ‘B
g

<a=|f(x)|= Lls|x|
1+x+—
q

[ Soit x,= Po nQ’,
0
Lim f(x)= lei %o
x=%1+X 1+X,

# (%)=
xDIXOQ 1+ X0+7
Ao

donc f n'est pas continue sur | N Q’

[J Montrons que f est continue sur | -Q
f estcontinue en x, si et seulement si

Oe>0, Oa >0, 0x Ol [x = x|<a =| f (X))~ f(x)<e
Si x0I -Q, larelation est vérifiée car f restreinte a | —Q est continue.

Si x zﬂﬂl nQ’, alors
q

X-%-%/4d X% 4%/ g
L+ X,) (1 X, + U g+ x+ >s) 1/ 2(1+ x,)?

‘ X X
1 1+x,
q

dés que [x - x,|<1/ 2(1+ x;), alors

[ (x) = F(%)| =

1+ X+ =

1+ X, +1+x—x021+ x0+1—|x— x0|2§1(1+ Xo)
q q

M> (1+ X0)2 £0 4|X0|
q 4

Considérons les rationnels tels que 5
(1+ %)%

u gs
Ces rationnels sont en nombre fini dans tout intervalle borné. Soit 8 le minimum de
la  distance de X, a ~ces points. On a pour x OnQ,

1+ Xo)

x=x[<InfC L+ %), e)=a=1(0- 1005+ =¢



1.

(2)

CONCOURS CESD 2002

Corrigé de ’épreuve de Calcul Numérique

Comme la matrice M est symétrique, elle est diagonalisable. On calcule
les valeurs propres et vecteurs propres de (1 + p)M, et on trouve :

B 4o, (11 _(1+p O
weor—anata= (1) o= 0)).

Ainsi

M“:A(é @iw>A*

1+p

ce qui donne pour n — 00 :

10,4 1/11
A(00>A _5(11>'

Les deux proportions sont égales. En effet, on peut raisonner sans calcul :
apreés I'opération, la partie de biére dans la bouteille de vin prend un cer-
tain volume V' qui avant était occupé par du vin. Or, lors de 'opération
on ne perd pas de liquide et on a encore la méme quantité dans chaque
bouteille. Donc c’est précisément ce volume V' de vin qui se trouve main-
tenant dans la bouteille de biére. (On peut aussi passer par un calcul,
voir (c).)

Soit a,, (resp. b,) la proportion de biére dans la bouteille de vin (resp. de
biére) aprés la n-iéme opération. Evidemment, au départ, ap = 0 et by =
1. Détaillons la (n + 1)-iéme opération. En transvasant une proportion p,
0 < 1 < p, de la bouteille de vin dans la bouteille de biére, on obtient
encore la proportion a,, dans la bouteille de vin et la proportion ﬁp(bn +
pa,,) dans la bouteille de biére. En retransvasant on obtient alors

p
Qp, = 1— an+—bn+ An) = an + bn7
11 (1-p) 1+$ pan) 1+% Pby)
1
by, = —(b, n)-
+1 1+p< + pa,)



2.

3.

En écriture matricielle avec la matrice A de la partie (a), cela devient :

(p41 _ Qp, AN Qo
() =i )= ()

Donc avec le résultat de (a) on trouve lima,, = limb, = 1/2.

Le chemin direct pour le bateaux est un grand cercle sur la terre, donc un
cercle de circonférence 40000 km, tandis que le chemin direct pour le sous-
marin est la droite entre les deux files. On fera une esquisse du grand cercle,
ot O désigne le centre du cercle, M et R les deux iles, S le milieu du segment
de droite entre M et S, et a I'angle MOR. On a

a:(2r) = 150 : 40000,

OM = 40000 km : (27),
0S:0OM = cos(a/2).

La profondeur demandée est alors
OM —0OS =O0OM —OM cos(a/2) = OM(1 — cos(a/2))
= 20000 km /7 (1 — cos(37/800)) = 441, 78 m.

C’est donc beaucoup plus que la plupart parmi nous auraient estimé...

(a) Si les deux fonctions sont solutions, on doit avoir az? — 2z = —b et
ar’ — 3x? = —b, donc a(z® — 2?) — 322 + 22 =0, d’on
_ 3z—2
z(x—1)’
2
b = —*.

(b) L’équation différentielle () est linéaire, de premier ordre, et sur chaque
intervalle I; le coéfficient de ¢’ ne s’annulle pas. Comme z? et 2% sont deux
solutions linéairement indépendantes, nous savons alors par la théorie des
équations différentielles linéaires que la solution générale sur /; est donnée
par y; = 22 + \j(2® —2?), ou \; € R,j =1,2,3.

(c) D’aprés ce qui précéde la restriction a l'intervalle /; d’une solution f doit
étre de la forme y; = 22 + \;(2* — 2?). La condition f(—1) = 0 détermine
A1 = —1/2, et la condition f(2) = 0 détermine A3 = —2. Maintenant il
faut choisir Ay convenablement, pour que la "recollée” f soit de classe C*.
D’abord par continuité il faut que y;(0) = y2(0) et y2(1) = y3(1). On voit
immeédiatement que ces deux conditions sont vérifiées pour tous les choix
de Ai, Mg, A3. Pour que f soit continument différentiable en 0 il faut et il
suffit que y1(0) = y5(0). Mais encore ici y(0) = y5(0) = 0 pour tous les
choix de A1, A2. En revanche la derniére condition, y4(1) = y4(1), donne
24+ Xy = 24 A3, donc Ay = A3 = —2. La fonction demandée existe alors
et elle est unique.



(d) Pour avoir une fonction de classe C? on a les 2 conditions de "recollement"
supplémentaires y](0) = y5(0) et y5(1) = y45(1). Elles s’écrivent 2(1 —
A1) =2(1—X2) et 2(1+2X3) = 2(1+2);3). Donc les conditions entrainent
que pour toute solution de () de classe C? on doit avoir \; = Ay = )3, et
ceci n’est pas vérifié pour I'unique solution de classe C! trouvée ci-dessus.
Donc il n’y a pas de telle solution dans la classe C?.

4. Une condition nécessaire pour que l'espace des solutions a la dimension 1, est
que la matrice du systéme homogéne associé a le rang 2. Cette matrice est

Son déterminant est det(M) = pgr — pq — pr — qr. Pour trouver le rang de M
avec 0 < p,q,r < 2, il y a plusieurs cas a considérer :
— Au moins un parmi les p, ¢, r est nul.
Si p=q =r =0, on voit immédiatement que rg(M)=1.
Si précisément 2 nombres parmi p, ¢, r sont nuls, alors det M =0 et il y a
une sous-matrice 2 x 2 de rang 2. Donc rg(M)=2.
Si précisément 1 nombre parmi p, ¢, r est nul, alors det M = 0. On a donc
rg(M)=3.
- p,q,7 > 1 et au moins un parmi les p, g, r vaut 1.
Supposons par exemple p = 1. Alors det M = —q — r < 0, donc rg(M)=3.
~p=q=r=2. Alors det(M) = 23 — 3-2%2 #£ 0, donc rg(M)=3.
Ainsi l'espace vectoriel du systéme homogéne a la dimension 1 précisément
quand (p, q,7) est (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (2,0,0), (0,2,0) ou (0,0,2). L’es-
pace des solutions du systéme inhomogeéne est alors de dimension 1 précisément
si (p,q,r) est 'un des ces 6 triplets et si le systéme inhomogéne posséde une
solution, i.e., si la matrice

1—-p 1 1 1
1 1-¢g 1 0
1 1 1-r 0

a le méme rang que M, donc est de rang 2. C’est le cas seulement pour
(p, q, 7“) = (17 0, 0) et (p> g, T) = (27 0, O)

5. La fonction continue sin est Riemann-intégrable. La définition de I'intégrabilité
nous donne :

n

2 :/ ST\ Z sm(/mr/n).
T 0

e n—oo n




6. Les théorémes d’addition donnent :

V1—cosz = \/1—0082(m/2)—sin2(x/2)
= /2sin*(z/2)

= V2 |sin(z/2)].

Donc on a comme primitive —2v/2 cos(x/2) sur [0,27] et 2v/2cos(z/2) sur
[—27,0]. On obtient finalement :

3m/2 3m/2

0
V1—coszxdxr = / vV1—cosx dx + V1 —cosx dzx
- 0

= 2v/2(cos(0) — cos(—m/2) — cos(3m/4) + cos(0))
= 2202+ 1/V2)
= 2(1+2V2).

—Tr



