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L’un des problémes cruciaux de I’enseignement des mathématiques dans le cycle
secondaire, a I’heure actuelle, est le manque de diversité d’ouvrages de référen
part la collection C.1.A.M, c’est presque le vide.

Ce recueil d’exercices et de problémes destiné a nos classes de Premieres sc
vient donc a son heure dans la mesure ou il nous permettra, nous autre
d’enrichir notre documentation, mais aussi d’apporter un début de rép
question lancinante posée généralement par les éléves et leurs pare
d’année : « quel ouvrage acheter ? ».
Enseigner les mathématiques est une activité complexe, toute en ces, que chacun de
nous essaie de pratiquer de son mieux. Il est néanmoins in e qu’une solide
réputation de difficulté, voire d’ésotérisme, reste attachée re discipline. Bien des
théories ou méthodes que nous développons en classe s ystéres pour les éléves.
Cela pose avec encore plus d’acuité le probleme d icieux des illustrations
(situations simples qui aident I’éléve & comprendr éories) et des applications
(situations plus difficiles que seule une maitrise ite de la théorie permettent de
cerner) . Les éléments de ce recueil peuv ire ces choix 6 combien difficiles.

Les premiers destinataires de ce r i es, y trouveront une large gamme de
situations qui les aideront d’une par r acquisition des connaissances du
cours, d’autre part a tester leur ¢ dapter celles-ci a des cas plus complexes.

Je me permets de parler a us ceux qui aiment les mathématiques et leur
enseignement pour encourag a persévérer dans ce travail remarquable, qui
consiste en la mise a disposiiti éleves de la Seconde a la Terminale de tels recueils
qui les aideront, j’en rendre godQt a I’apprentissage des mathématiques.

Abdou SOW



« 1 n’est pas de mathématiques sans larmes », disait Laurent Schwarz (°). 1l e
par la que pour étre un bon chercheur en mathématiques ou un bon ingénig
avoir lu une grande quantité de cours et étudié de tres nombreux théorem
mathématiques.
Au niveau plus modeste de I’enseignement secondaire dans les lycég
reste vraie : pour étre performant en Maths, I’éléve de série scientif ussi doué soit-
il, doit s’astreindre a résoudre de trés nombreux exercices et pro
d’ailleurs I’essence méme de I’activité mathématique.
Malheureusement, au Sénégal, il est difficile de trouver un Ueld’exercices au niveau
de la classe de Premiere S conforme aux exigences du pro e en vigueur. Il faudrait
recourir a une douzaine de livres pour réunir des e 8t problémes suffisamment
nombreux et variés pour a la fois illustrer efficace notions du Cours et donner a
I’éleve des situations plus complexes ou il peut exe eS connaissances, voire acquérir
un embryon de culture scientifique.
Pour simplifier le travail des éléves et des
meilleurs exercices et problémes qui psés dans plusieurs lycées du Sénégal
en classe de Premiere S1 ou S2 au co douze derniéres années, ou que nous avons
eu a collecter dans divers manuel : chapitre est précéde de rappels de cours .
Nous y ajoutons les textes de s de devoirs surveillés ou de compositions.

Ce premier tome couvre en moitié du programme. Il traite des sujets
généralement abordé Semestre de I’année scolaire. Les exercices et
problemes plus parti destinés aux éleéves de la Premiere S1 sont signalés par

un point (e). Des the
un cercle, etc
collegues de j

»AoUS proposons une sélection des

oUpés sous forme de Travaux Pratiques. Il appartient aux
pportunité de traiter tel ou tel theme. Enfin une indication de
our chaque devoir.

par avance toute personne qui voudra bien nous signaler des erreurs
inévitables ! ) qui se seraient glissées dans le texte ou formuler des

L’Auteur

Contact : serigneka@yahoo.co.uk

! Eminent mathématicien francais, Professeur a I’Ecole Polytechnique, titulaire de la médaille Fields,
I’équivalent du Prix Nobel en Mathématiques
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ELEMENTSIDEILOGIQUE

Note Pédagogique
Ce chapitre ne fait pas partie du programme des Premiéres S. Nous pensons cependant qu’il
est utile d’initier nos éleves aux régles élémentaires du raisonnement mathématique, sans

pour autant faire une théorie formelle des quantificateurs et des propositions.On évite ainsi
de nombreux écueils pouvant se dresser devant leur compréhension des démonstratiog

Si p et g sont des phrases, p = ¢ signignifie :si p est vraie, alors q est vraie.
p < qsignifiequ'onaalafoisp = q etg=p.
Onnote p lanégation de la proposition p .

Une proposition qui porte sur tous les éléments d’un ensemble se n¢
négationest: 3 x, p .

Principales méthodes de raisonnement en mathématiques :
— Raisonnement par implications successives : On part d’u
d’une hypothése de I’énoncé, notée p; , puis on montre gu
puis que p, en implique une troisieme ps etc..., jus
veut démontrer p .

— Raisonnement par I’absurde : on suppose vra
souhaite démontrer et on montre que cela
— Raisonnement par disjonction des :
et que, dans chacun de ces cas, la prc
— Raisonnement par contrapositiogs:

q = p .
— Raisonnement par contre-

oposition admise ou
g'en implique une autre p»,
U’ on aboutisse a celle qu’on

egation de la proposition que I’on

e contradiction.

e qu’il ny aque n (n>2) cas possibles
yAcaidemontrer est vraie.

u de montrer que p = q , on montre que

2 pour montrer qu’une proposition est fausse, on
“est pas verifiée.

— Raisonnement par; on souhaite montrer une propriété dépendant de

un certain rang no. On procede en trois étapes :

pour le premier entier no.

est vraie pour I’entier k, elle I’est également pour I’entier k + 1.

une des paires de phrases suivantes, diresip = qousiq = p.

amadou vit & Saint-Louis q : Mamadou vit au Sénégal

2°) p:x=4 g:3x—2=10
3°) p:x=4 g:3x—2=11
4°) ABCD est un carré .

p : la longueur de AB est 3 cm. q : L’aire de ABCD est 9 cm”.
5°) ABCD est un rectangle .

p : la longueur de AB est 5 cm et celle de BC 3 cm . q : L’aire de ABCD est 15 cm? .
6°) ABCD est un quadrilatere .

p : la longueur de AB est 5 cm et celle de BC3cm. q : L’aire de ABCD est 15 cm? .

7°) p:x¥—3x+2=0. q:x=1.



8°) p: xestun parallélogramme . q:Xestuncarré .

9°) p : xestune banane . g : x est un fruit .
10°) p: xestun cheval . g : xestun fruit .
EXERCICE 2

Dans chacun des cas suivants, écrire p quand p est la phrase :

1°) Tous les sportifs se dopent . 2°) Tous les politiciens sont des menteurs .
3°) Tout nombre réel peut s’écrire sous forme de fraction .
4°) 1l y a un éléve de 1°° S1 qui aime le sport .
5°) Je traverse le pont Faidherbe chaque jour .
6°) Tous les quadrilatéres sont des rectangles .
7°) Tous les profs de maths du lycée portent des lunettes .

EXERCICE 3
Reprendre les phrases de I’exercice 1 . Dans chaque cas, écrire p et

P =>qouqg = p.

EXERCICE 4
Dire parmi les assertions suivantes quelles sont celles qui
qui sont fausses .
199x=2 = xX'=4. 2°) x=2= X*= 3)x¥=4=x=2.
)X =4 = x=2. 5YX#2 = X 6)x#2 = xX*#5.
T)x#4 = X2 #2.

ies et quelles sont celles

EXERCICE 5

Enoncer les contraposées des phras S :
1°) si un nombre est plus gran t strictement positif .
2°) si un nombre est multiple d est pair .

EXERCICE 6

Quelle conclusion pe
A : Les bébés sont i
B : Nul n’est [
C : Les geas.d
(d’apres

trois phrases suivantes ?

Il peut venir a bout d’un crocodile .
t méprisés .

ns de trois fréres, Ali, Baba et Cory sont : pharmacien, dentiste et chirurgien
ue les implications suivantes sont vraies, déterminer la profession de chacun

(*x I est chirurgien, alors Baba est dentiste.

(*x) Si Baba n’est pas chirurgien, alors Cory est dentiste.
(*) Si Ali est dentiste, alors Baba est pharmacien.

(*) Si Cory est pharmacien, alors Ali est dentiste.

EXERCICE 8
1°) Soient a et b deux nombres de méme parité. Démontrer que a + b est pair.
2°) Démontrer que tout nombre de la forme aaa , avec a chiffre non nul, est un multiple de 37




3°) Déterminer les entiers naturels compris entre 10 et 1000 dont le produit des chiffres est 6.
4°) Soit n un entier naturel tel que n2 est impair ; démontrer que n est impair.

EXERCICE 9

Parmi une douzaine d’ceufs apparemment identiques, 11 ont la méme masse, alors qu’une
autre est de masse différente.

Trouver en quatre pesées si cet ceuf est plus léger ou plus lourd que les autres.

Comment le reconnaitre ?

EXERCICE 10
Un seau contient 8 litres d’eau. Un autre a une contenance de 5 litres et un troisie
litres, mais ces deux derniers sont vides.

Expliquer comment avoir 4 litres en 6 transvasements.

EXERCICE 11
Effectuer les démonstrations suivantes en appliquant la méthode de rais indiquée :
1°) Montrer que les médiatrices d’un triangle sont concourantes (Rai t par

implications successives )
2°) \/E n’est pas un nombre rationnel (Raisonnement par I’a
3°) D est la médiatrice du segment [AB]. 1 est le demi-pl
contenant A, ' le demi-plan ouvert de frontiéere D
du plan tel que MA < MB appartient a n . (Raisonne

rt de frontiere D
. Montrer que tout point M
r disjonction des cas) .

—> .
CD est non nul, alors les droites
sition ) .

4°) Démontrer que si le déterminant des vec
(AB) et (CD) sont sécantes (Raisonnement
5°) Démontrer que

aVn>1:1+2+3+....... +n=

b) Vn>5,2">n2,
(Raisonnement parrécurren
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Note Pédagogique
Ce chapitre est fondamental. Beaucoup des compétences qui y sont acquises (savoir résoudre
des équations, savoir déterminer le signe d’une expression, savoir discuter sur une expression
dépendant d’un paramétre, savoir traduire un probléme concret en termes algébriques, .. )
seront réinvesties tout au long des chapitres ultérieurs. Ainsi, la détermination du do
définition d’une fonction, le calcul d’une limite,I’étude du signe de la dérivée d’une f
se ramenent tres souvent a la résolution d’un équation ou d’une inéquation .

1. Equation du premier degré
Soit I’équation du premier degré ax + b =0 (E;) .

. : . b
Sia #0, elle a une solution unique x = — -

Sia=0,alors | sib=0:(Ey) aune infinité de solutions . S =
sib#0, (E1) n"a pas de solutions. S= & .

2. Signe du bindéme du premier degré
Le bindme du premier degré ax + b est du signe de

remier coefficient a , pour les

valeurs de X supérieures a sa racine — a

contraire de a pour les valeurs de
X supérieures a sa racine.
La résolution d’une inéquation du p

d’un bindbme du premier degreé .

se raméne souvent a I’étude du digne

3. Résolution d’un systéme 2 méthode de Cramer

Pour résoudre le systéeme =c
y=7¢
a ¢
on pose D = ;Dy=1, |
a ¢
: _ _ D QY
eSiD# ne solution unique : le couple (Xo, Yo) avec Xo =~ etyo= :

S={(x,Y0)}

systéme est soit impossible soit indéterminé (c’est-a-dire qu’il admet une
lutions). Il existe un réel L tel que a' =i aetb'=ab

) c alors le systéme admet une infinité de couples solutions :
S={(x,y)/ax+by+c=0}

— Si ¢' £ c alors le systeme n’admet pas de couple solution :

S=0
4. Résolution d’un systéeme 3 x 3 par la méthode du pivot de Gauss
Soit le systétme : fax+ by +cz =d L,

a'x+b'y+cz=d L,
a||X+b||y+ C“sz“ L3

Pour le résoudre, on suit les étapes suivantes :



e 1% étape : A I’aide d’opérations L« Ly + A L1 (remplacement de la ligne Ly par la

ligne L + A Ly ) pour k =2 et k = 3, on annule les coefficients de x dans L, et Ls.
e 2°™ étape : On annule le coefficient de y dans la ligne Ls en utilisant I’opération :

L3« L3+ p L) 1 étant un réel convenable, autrement dit, on suit le méme procédé qu’a

la premiére étape mais avec la ligne L, comme pivot.
On obtient alors un systeme triangulaire .

e On résout le systeme triangulaire obtenu a la deuxiéme étape en « remontant » a
partir de la derniere ligne :on calcule succesivement z, puis y puis x.
Cette méthode s’étend aisément aux systémes 4 x 4 , 5 x5 etc...

5.Equation du second degreé

On appelle ainsi I’équation (E) : f(X) =ax2+bx+c =0
a) Résolution

On utilise la quantité A = b? — 4ac appelée discriminant de I’équati
— SiA<0,alors (E) n’apas de solution et f (x) n’est pas factorisa
— SiA=0,alors

. b ; i
(E) aune solution x, = — 28 appelée racine double et

f(X) = a(x — Xo)%
— Si A >0, alors ( E) a deux solutions (ou racines)
_ ﬂ . _ ﬂ
X1= 2a X277 9
b) Somme et produit des racines
Si I’équation ( E ) a deux racines x ' et x "'

eton a(x — x1) (X — x2) .

b
x'+x"=S=—a et x'x"=P

Si deux nombres ont pour somme
I’équation X2 —SX+P=0.
On peut calculer certaines
X'2ex"?

our produit P, alors ils sont solutions de

ns en fonction de S et P. Par exemple :
=8*—2P.
"(x'+x)=S°—3PS.

Le signe
— Si P,

se déduit de I’étude des signes de S et de P.
<x"

<0:x'<x"<O0

S>0:0<x"'<x".

u trindbme. Inégquations du second deqgré

<0, alors pour tout x de R, f (x) = ax2 + bx + ¢ est du sigtne de a.

— SiA=0,alors f(x) =0 pour x=— % et f(x) est du signe de a pour x # — Z—t; .

— SiA>0, alors f (x) est du signede apour € ]| — oo ; X3 [ U ] X2 ; + oo [ (extérieur des

racines) et du signe de — a pour X € ] X1 ; Xz [(intérieur des racines) .

d) Position d’un nombre par rapport aux racines d’une équation du 2" deqré

On rappelle que f (x) = ax2 + bx + ¢ = 0 est une équation du second degré notée (E) .
Pour comparer un nombre a aux racinesde (E),onformea. f (a) .

10



—Sia.f(a) <0, (E)adeuxracines distinctesx "etx ", etona: X "'<a < X".
—Sia.f(a)=0,alors aest I’une des racinesde (E ) .

— Sia.f(a)>0,etsi A>0,alors ( E)admet deux racines distinctes x " et x " et a est &
I’extérieur des racines.

.S
*SIE —a<0alorsona:x'<x"<a.

.S
*SIE —a>0,alorsona:a<x'<x".

6. Equations et inéquations irrationnelles

L’équation \/Z\ = B est équivalente a :{ B>0
A=Bz2.

L’ inéquation \/Z\ < Bestéquivalentea:| A>0
B>0
A<B?

L’ inéquation \/Z\ > B est équivalente a la réunion des suivants :
{A >0 ou bien

B<O

PREMIER DEGRE

EXERCICE 12
Résoudre les équations suivant
(2x —5) (2x + 1)

a) 8
b) (2x +3) ((4x + 5) Y+ (7x—3)(2x+3)=0
x—1 x—2 q 1 g+ 1 4x—=35
0% 2% x— 6 X1 X TXx+ 1 x(C—=1)
— X X 3X—2 x+1 x—1
b)x—2<3 )5 3X 1 d) X ~ 2x
Résoudre les systemes d’inéquations suivants :
X (x—2)(x+1) 2x —5
V=14 D wx—3 0 9O 57 >l
1 — +2
X3f1<2 ( X))((X ) <o (32 +2) (x+5)> (3 +2) (2x+4)



EXERCICE 15
Résoudre et discuter les équations et inéquations suivantes (X étant I’inconnue et m un

parametre) :
1) (m?+1)x—5=0 et (mM+1)x—5>0
2°)(m+1)x—5=0 et m+1)x—5<0

)M+ XxX—m—m2=0 et (M+1)X—m—m2>0
4°) 2m+3)x+m—2=0 et 2M+3)x+m—2>0
aMx+1l)  2mx—1)
)T T3

x—m_3 t X—m
m—2 - % & m—2

~Bm—2)5 +m—1.

>3 —x

6°)

e EXERCICE 16
Résoudre et discuter les équations suivantes (x étant I’inconnue et m u

a)m(mx —5)=4(dx —5)  bymMmx+1)=22x—1) ¢ =

m 3m—1
x—2  x+1

d) egm x+4=m(x+4).

EXERCICE 17

Résoudre et discuter les équations suivantes (a etb é es parametres ) :
X—a X+b  2ax X+a a+l

Va—b a+b 22— 2x+b-

e EXERCICE 18

Résoudre et discuter les inéquations
mx + 5 1

a) Xx—2 <

(x étant I’inconnue et m un parameétre) :
b m S 3m— 1
) Xx—2 x+1

e EXERCICE 19
Résoudre et discuter |

Q) | 2x— |

ns suivantes ( m et p étant des parametres ) :
X. b)| [x+2|—1|=p

2x+1+]|X]| < 2

I” inéquation suivante : X+ [Xx—2|

CE?21
Résoudre les systemes suivants :

a) [((fB—1)x+2y=—2. b) [2+/x +3+fy =5 c{x2+5y2:1

Xx+A3—1)y=—1—1/3 34X +54y =7 2x% +11y?=3
3 1 _3 X_Yy_2¢ _
OD|y—1"x+2"4 9| 77872 f){4|x|_2|y|‘8
2
5 _ , 3 _2» X+y+z=85 6|x| —5|y[=5

12



-

1 1
g) | x+y+z=a h) X+y—a
1 1
{ y+z+t=hb y+; =b
+t+x= l+l—
z+t+x=c Sty =¢
\ t+x+y=d
EXERCICE 22
Résoudre par la méthode du pivot chacun des systémes suivants :
a) ( 3x—2y+7z=—36 d) [ —5x — 5y —
J—10x—7y+z=—29 (Solution: (1,2, —5)) 29
6x +4y —3z=29
~ 3x + =—096
b) (3x+4y+9z=53 (Solution : 10,5, —2))
J 7x— 10y +3z=—23 (Solution: (—3,2,6))
2x+9y —5z=—18
C) (9x+3y+z+9t=34
3X+2y—9z2+7t=6 ( Solution : ( 2))
—X+y—6z+5t=—3
X —4y+4z —6t=29
EXERCICE 23
m étant un parametre, résoudr r les systemes :
2mx+(m+1)y=2 OX+my—z=4
(m+2)x+(2m+ IMx—2y+(M—1)z=m
X+(@2m—1)y— 5x+(2m —1)y—3z=3(m+2)
stémes suivants en supposant a, b, c distincts :
a’=0 b x+ay+a’z+a’=0 c)(x+y+z=a+b+c
= Xx+by+b’z+b*=0 bx +cy+az=ab+bc+ca
= x+cy+ciz+ct=0 cX +ay +hz = ab + bc + ca

et discuter les systémes suivants en supposant que m est un parametre réel :

d(mx+y+z=1 e)|x+my—2m=0 (Pourquellesvaleurs de m les solutions
X+my+z=m X2+y2—2x=0  obtenues sont-elles constituées de nombres
X+y+mz=m? X ety tous deux positifs ?)

e EXERCICE 25
1°) jTésoudre en discutant suivant les valeurs du parameétre , le systéme suivant :

2(x+1)=m(5y—5m—14)

13



3X+2y=11m+5
2°) Pour quelles valeurs du paramétre m, x et y prennent-ils des valeurs positives ?
Comparer dans ce cas les deux nombres x ety .
3°) Les conditions précédentes étant remplies, peut-on choisir m pour que X et y soient les
mesures des ctés d’un triangle isocele . (Envisager tous les cas géométriques possibles).

EXERCICE 26 : Un probléme de robinets
On dispose de trois robinets A, B et C pour remplir une piscine. Avec les robinets A et B, il
faut 10 min, avec B et C, 20min et avec C et A 12 min.

Déterminer le temps mis par chaque robinet fonctionnant seul pour remplir la piscine.

EXERCICE 27 : Un probléme d’Euler

Trois fréres ont acheté un champ pour cent louis. Le Cadet dit qu’il pourrait le I'sile
Second lui donnait la moitié de I’argent qu’il a ; le Second dit que si I’Ainé t le tiers
seulement de son argent, il payerait le champ seul ; enfin, I’ Ainé ne demand le quart de

I’argent du Cadet pour payer le champ seul.
Combien chacun avait-il d’argent ?
(D’apres Euler , EIéments d’algebre , 1774 )

EXERCICE 28
Déterminer un nombre de trois chiffres sachant que :

e la somme de ces chiffres est égale 4 17 ;
e si on permute le chiffre des dizaines et celui des
e si on permute le chiffre des unités et celui

, le nombre augmente de 360 ;
s, le nombre diminue de 198 .

TRAVAUX DIRIGES 1 : PR
Une entreprise produit d
Pour des questions de v
moins 20 objets
et 80 objets B.

Par ailleurs, 440
I'entrepriseg:
tandis que

MATION LINEAIRE

d’objets A et B.

‘entreprise doit produire chaque semaine au
30 objets B, et, au maximum, 100 objets A

hebdomadaires de travail sont disponibles dans
n d’un objet A nécessite 2 heures de travail,
objet B nécessite 4 heures de travail.

X le nombre d’objets A et par y le nombre d’objets B

> on raisonnera tout d’abord comme si x et y étaient des réels
elconques ; on considérera,ensuite, le fait qu’ils doivent étre

A. Les contraintes
1°) Justifier que les données du probleme peuvent se traduire par le
systeme d’inéquations : |20 = x = 100
30 =y =80
2X + 4y < 440
le systéme obtenu s’appelle systeme des contraintes.

14



2°) Représenter graphiquement, dans un repére du plan, 'ensemble des
points dont les coordonnées sont solutions du systeme d’inéquations
précédent.

Indications :choisir 2cm, en abscisse et en ordonnée, pour représenter 10
uniteés.

L’ensemble des solutions d’'une inéquation est I’ensemble des des
coordonnées des points d’'un demi-plan ; on appelle domaine des
contraintes, ou polygone des contraintes, l'intersection de tous les demi-
plans ainsi obtenus.

B. L’optimisation
Le profit de I'entreprise sur la vente d’un objet A est 150F et s
d’'un objet B est de 270F.

On suppose toute la production vendue.

1°) Exprimer en fonction de x et y le profit hebdomadai
résultant de la vente de x objets A et de y objets B.
2°) tracer les trois droites paralléles définies par les
pP(x ;¥) =11 000 ; p(x ;y) =21 000 ; p(x ;y) =
3°) Soit k un réel. Exprimer en fonction dek I'or
droite d’équation p(x ;y) = k.

Montrer que lorsque k augmente, alors by
graphiquement les coordonnées (X ;y)
contraintes pour lequel le profit est
coordonnées x et y sont des entier
Calculer le profit maximal.

e a l'origine by de la

te. En déduire
du domaine des
et vérifier que ces

EXERCICE 29
Une entreprise de serrures fabr
respectivement 400F et 300F
Pour les fabriquer, ellggbitihi
le tableau suivant :

ypes de serrure, S; et Sy, dont les prix de vente sont

es de produit, A, B et C, dans les proportions fixées par

A B C

15 |10 |5

9 10 |10
Stock disponible | 900 | 700 | 600

de rendre maximale la recette totale en combinant au mieux les productions des
res.

r les deux inconnues x ety .

Traduire les trois contraintes de stock en inéquations a deux inconnues X et y.

2°) Traduire graphiquement les inéquations.

En déduire la zone Z des productions (x ;y) possibles.

3°) Tracer sur le graphique précédent les droites de production que réaliseraient une recette
totale de 24 000F, une autre de 18 000F.

4°) En déduire le sommet T de Z qui rend cette recette totale maximale. Calculer les
coordonnées de T. Combien produira-t-on alors de serrures S; et S, ?

5°) Calculer la recette totale maximale.
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SECOND DEGRE

EXERCICE 30
Résoudre les équations suivantes :

a) —6x*+x+1=0 b)—x2\2+(1—~/2)x+2=0 ¢)2x°+x~/6—6=0
1 1 1 :
d)—xZ\/§+\/§(1—\/§)x+3:0 e)X_a+X_2a+X_3a:0(apara

x  Tx+3 _ m  (@a—x)° m__ (@+x)’_
It  x 71 *DG—my x  ‘Tla+rmy x =~
donnés)

4 3 2
h) @x+17—3@x+1) +2=0 D)L — +1=0  DGopet
EXERCICE 31

Soit I’équation (E ) : 4x* + 8x* — 37x* +8x+ 4 =0.
1°) Montrer que 0 ne peut pas étre solutionde (E) .

En déduire que ( E ) est équivalentea (E ') : 4x2 +

2°) En posant X = x + ML déterminer une équation inconnue X déduitede (E ') .

3°) Résoudre (E ") . En déduire les solution

EXERCICE 32
1°) Factoriser les expressions suiva
A=x*—(a—bx—ab

C=zax*+(b+c)x—a+b
2°) Simplifier les fractions rati

X*—2(a?+b%)x +(@% —b?)?
=2x°+xy —y* — 5x +4y — 3.

_abxX* — (@ +b*)x+ab
bx’*—(a+hx+a

nts, former I’équation du second degré ayant pour racines

. 1 m a b atb a—b
2—\/§et2+\/§ C)1+m9t1+m d)B etg e)Tet ab

xistence et le signe des racines des équations suivantes :
AmxX’ —2mx+m—8=0 b)y(m—3)x*+(2m—1)Xx+m+2=0
)@2m—1)x¥ —22m—1Dx+m+7=0 dmm+2)x* —M+2)x—m+1=0

EXERCICE 35

1°) Pour quelles valeurs du parametre m I’équation : mx> — (2m — 7) x + m+5=0
a-t-elle deux solutions positives ?

2°) Pour quelles valeurs du paramétre m I’équation : mx? — 2m+ 3) X+ m+ 1=0
a-t-elle deux solutions négatives ?
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3°) Pour quelles valeurs du paramétre m I’équation : mx? — 2(4+m) x+15+m=0
a-t-elle deux solutions de signes contraires ?

EXERCICE 36
Résoudre les systemes suivants :
o\ ( — o — o Z X — é
1°) [ x—y=2 2°)( xy=—6 3°) y+x__12
<
_ 1 1 1 __ 1
¥x2+y2—164 x y~6 Xy=—3

4°) (3x+4xy+3y=—5 59 x+y+xy=—7 6° [2x +xy+2y=—4

A x—2xy+y:5 X2y+xy2— X2y+xy2:%

~

EXERCICE 37
Résoudre les systemes suivants :

2m — 1
19) (@2+b2—22—3b=9 2°f a+b—ab=T7 —+é—m+1
3a2+3m—a+5b=1 (a+1l)(b+1)= ab=m—2
(a, b inconnues) (a, b inconnues, m (a, b inconnues)

EXERCICE 38

Soit le systéme ;| x+y=2
{ X2 y% + 4xy — m?

Discuter I’existence et le nombre de

m.

inconnues, m parametre ) .
de ce systéme suivant les valeurs du paramétre

EXERCICE 39
Une équation du seco

mx'+mx"—m=4
mx'Xx"+m= 2—

cines x ' et x " telles que :

les coefficients dépendent du paramétre m .

tre x ' et x " une relation indépendante de m.

on pour déterminer les racines doubles de I’équation obtenue.
hoisir m pour que les deux racines soient positives ?

er que I’équation (E ) : 2x 2 — 8x — 18 = 0 admet deux racines distinctes x 'et x " .
alculer x "et x "', déterminer :

—X",X +Xll2 Xl3+X

X

EXERCICE 41

Dans chacun des cas suivants, montrer que I’équation proposée (E ) a2 racines x "et x " .
Puis calculer la valeur numérique des expressions Aet B .

19(E):2x—3x—1=0 A=2(x"+x")—x%+x") —5(x"'+x").
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1 1 1 1 x'—1  x'+1
o\ 2 _ _ . —
29) X —4x+1=0 A=~z +5w +55 t5m BT vy

EXERCICE 42
Soit le trinbme du second degré P défini par : P (X) = ax? + bx + ¢ et a. un nombre réel.

1°) Montrer que sia x P (a) <0, alors P admet deux racines distinctes et o est compris entre
ces racines.

2°) Montrer que sia x P (o) = 0, alors o est une racine de P.

3°) Montrer que sia x P (a) >0, etsi A>0, alors P admet deux racines distinctes et o est
situé a I’extérieur de ces racines.

. 1 . , .
4°) Application : Classer les nombres — 5 et 2 par rapport aux racines de I’équati

X2 —2x—3=0.
e EXERCICE 43
Etudier suivant les valeurs de m la position des nombres donnés par ra X racines des
équations suivantes :
19(m—1)x*—2(M+1)x+m+2=0. Nombr,
2°)Bm—2)x*—2(Bm—2)x+3(2m+1)=0. Nomb P—2
3°) (M*+2) X +12x+10—16m”* =0. né:>5

4y (m+3)x* —5x+3m+12=0. donnés: — 1etl

59m(m—3)x—2m’x+m’ —5 =0.

N |w

1
bres donné =5 etl.

e EXERCICE 44
Déterminer m pour que les équations s
conditions indiquées :

deux racines x ' et x "' satisfaisant aux

19 (m—1)x*—2(m+1) =0. —6<x'<4< X"
2°)3(m+1)x*—3(3m+2) m+2)=0. —1l<x'<x"<1
—3xX+(m+1)x+1=0 —1<x'<x"

EXERCICE 45
Résoudre les inéqu stémes d’inéquations suivants :
1°)431<2—3x \ 2°) 2x2 —5Bx+ 72— (X —12x+ 7> >0
X'+ X
3°) 0 4°)71_—5X2T3<1 e5)(mMx+1)(3x+5)<0
2mx+m*  _ 1 1 1 W 1 x=1 1
X—bx—7 Ix+1tx+2 tx+3 <0 83 <ex+1<2
o [ X+3 o 2X2— 05X+ 2
M) x=a>0 Oz 72
1
(x+3)(x—4)< 0 x> —5x+4>0 x—3 >1
2X+1
9°)—1<3;_l§2 10°) 2x+5< 2x* +5x< 2x + 10,
EXERCICE 46

Pour quelles valeurs de m les inéquations suivantes sont-elles vérifiées quel que soit x ?
Amx’ —(Gm+1)x+32m+1)>0 b)M+2)x* —(m+4)x—m+2>0
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)M+3)x* —2m+2)x+m+< 0. d)(@m+3)x2—Bm—1)x+m+1>0

EXERCICE 47

Déterminer les conditions que doivent remplir le paramétre m pour que les équations
suivantes aient deux racines positives .

A(M—4)x*+(M+2)x—m=0 b)(M—2)x* —2mx+2m+3=0

e EXERCICE 48
Résoudre et discuter, suivant les valeurs du paramétre m, les inéquations suivantes:

X
l°)a >

x— 1 (ne pas chasser les dénominateurs ; étudier le signe d’une fractio

placer 1 par rapport aux racines d’une équation du second degre) .
X2 —mx+1 T
2°) —3<—Q o1 <3(onétabliraque Vx,x*+x+1>0)

X2+x+1
X+ 2m
Xx—1

m . . .
3°) <2+ M (il faudra placer 0 et 1 par rapport aux racines ation du second

degré) .

EXERCICE 49

Résoudre les équations et inéquations suivantes :

19 x* —13x*+36=0 2°) 2x* 2 3°)3x* —28x*+9=0
4°)3x* + 13X +4=0 5°) x* 6°) 2x* —5x° —7< 0

79)2x" + X*+1>0
10°) [x* —5x2+4<0
x' —8x2—9<0

9°) —x*+3x2+4> 0

EXERCICE 50
Résoudre et discuter les équ
1°) (m — 1) x* — 2(
3°) (m+ 1) x* — 2m

=0 2°9)2m—1)x* —2x*+m =0
2)y2m—1)x'—(m+2)xX*+m—1=0

équations et inéquations irrationnelles suivantes :

+1=X+5 2°) x+/25 —x*=—7 3°)2xX*+5x+4 =x—2

4°) x ++/2x* —5x — 3 =3 5°)/— 2x + 10 +21\ /3x+g =/20x + 39
6°)\/11 — x =/5x + 15 —/3x — 2 7°) 9 —\/X* + x — 6 = — 2x
8°)\[— X + 12 +1/x — 7 =1/2x — 13 99)\/ X +4x — 5 =2x + 12

10°) 2x +fXx +5=3 —+[—5x+4  11°)x—2</x+1 129)x—4>[x* —4
12°)4/x+1< 3 —x 13°) 2x —5>\x* + x+ 1 14°) x + 1 >~/x% + 2x
15°) x< 2+ X —8x+4 16°) X* — 3x + 5= 2+/x* — 3x + 2 ( Poser :
X —3x+2=X) 179/x +\x —1—x =1 18°)\4+x* +x¢ =x—2
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19°9)4/x +4/x+1 < +fex+1 209)/5x+1 —/x+1 < 2

+2
21°)\[2x+3 +15 —8x2 >\[4:2+7 20°) =5~ _\[x =4.

\x—1
23°)2x2—3x—24/2x2—3x—2—1=0 024°)\/1—\/X4—x2 =x—1
EXERCICE 53
Etudier suivant les valeurs de x le signe de :

3x _(2x2—6x) (3 —2x) x* — 17 x2 + 60

fX)=1——FT——= b)gX)="7 " ©) h(¥) =3 _8axz+
\J12 — 3 x X2—9+2(x—3) x'—8
EXERCICE 54

} x|—1 X2 —|x |
Soit A (X) = x2—1 —x2—2|x |+1

1°) Définir A (x) puis simplifier A (X) .

. . 1
2°) Résoudre dans R I’inéquation |A (X) | <3.

e EXERCICE 55
Résoudre et discuter :

1°)4/X* + 3x + m = x — 2 (m paramétre) 2°)4/1 — x°

3°)y/h(x — 1) (x — 2) =x — m (h, m paramétres)
59)\X —2 —1/2x—2 =m 6°) x++/a® — X*
JI+x —\1—x _

7° =m. (m paramétre
)\/1+x +4/1 — X (mp
9°)\/1—x2:mx+1—2m.

EXERCICE 56

Résoudre : x + \/xz —10x+9

(On étudiera soigneusement
e EXERCICE 57

— 2m (m parametre)

+2x2—10x+ 9

e de définition) .

. . 3 . i
Resoudre I’équationg D(x—2)=x— 5 et discuter suivant les valeurs de m (on

‘s 3 : .
sera ame ce du nombre 5 Ppar rapport aux racines d’une équation du second

degré) .

3X2+X—6 >2(2x —3) 2°)\}2 —3x+2 =|x— 1|

e EXERCICE 59
Résoudre et discuter les inéquations suivantes :

m2x? —7mx +6
19)4/x+2>mx +1 20)m2x2—6mx—5 <0.

5
:1°)

EXERCICE 60
Résoudre les systemes suivants :
1°){2x—5y:—1 2°){x2+y2: 13 3) {x—y:7 4°) [xy? + X’y = — 30
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(x+y)?*=9 X+y—xy=—1 Xt +y? =37 Xy +x+y=—13

6°y x+y+z=0 7°) (X+y—4x—10y=—21 8°)(2xy—3x=3

2+ xy+5=0 22 —x—y=—3 yz — 6y = — 22
Xy —2(x+y)=—28 zx—5z=10

9°) [ y2=xz 10°)( 2x+y+t=1
2(y+24)=x+z X+2y+z=1 (onintroduira I’inconnue auxiliaire
(y+24)2=x(z +432) y+2z+t=1 s=x+y+z+t)

X+z+2t=1

e EXERCICE 61
Etudier, suivant les valeurs de x qui la définissent, le signe de I’expression :

—2x+\/x2+3x—2

(P(X):|x|—|2—x—x2|+x

EXERCICE 62
Une somme de 400 000F doit étre partagée également entre u
Quel est le nombre de personnes sachant que s’il y avait 4
seraient augmentées de 50 000F ?

nombre de personnes.
s de moins les parts

e EXERCICE 63
Soient a, b et c trois réels definis par : a = x2
1°) Pour quelles valeurs de x ces trois
2°) Montrer que dans ce cas, a>beta
mesures des cotés d’un triangle AB
Ce triangle peut-il étre isocele 2.6

ils strictement positifs ?
et ¢ peuvent étre considérés comme les

| ?rectangle ?

EXERCICE 64

Une personne a placé
le capital et les intérét
Calculer x.

n taux X % a intéréts simples. Au bout de 4 ans elle retire
tout a (x + 1) % . Le nouveau revenu annuel est 16 800F.

fondeur d’un puits, on laisse tomber une pierre, on entend la pierre
secondes aprées. Quelle est la profondeur du puits ?
340 m.s~' pour la vitesse du son et 9,8 m .s™2 pour I’ accélération de la

Un récipient contient 250 | d’eau. Du récipient, on préléve x litres que I’on remplace par x
litres d’alcool. Du mélange obtenu, on préléve x litres que I’on remplace par x litres d’alcool.
Le mélange obtenu contient de I’eau et de I’alcool dans la proportion de 16 / 9.

On cherche x et la quantité d’eau prélevée la deuxiémes fois.

1°) Compléter le tableau suivant en fonction de x :

17" étape | Quarfitt d’eau | Quanfité d’alcool | QuaBfité totale
2° étape (en L) (enl)
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| 3° étape |

2°) En déduire que x est solution de I’équation : xX* — 500x + 22500 = 0
3°) Conclure.

e EXERCICE 67
On donne un demi-cercle de diamétre AB = 2R Un point M de ce demi-cercle est pro
orthogonalement en H sur [AB]. On pose AM =X .
1°) Déterminer les points M tels que AM + HB = | (| longueur donnée) . Discu
2°) Déterminer les points M tels que AH + AM = a ( a longueur donnée) . Di
3°) Déterminer les points M tels que AH = HM = | (| longueur donnée) . Di
Pour 3°, chercher une solution géométrique .
4°) Déterminer les points M tels que :

4R

a) 2AM — 3AH = - b) AH? + 2HM?=2R?* ¢) AM + HB =

e EXERCICE 68
Soient [Ox) et [Oy) demi-droites orthogonales, et A
droite variable, passant par A, coupe [Ox) en M et [O
Onpose:OA=3a, OM=x,0ON=y.

ixe de leur bissectrice . Une

o 1.1
1 )CalculerX +y .

2°) Déterminer x ety telsque x + y = |

3°) Reprendre les questions précé rsque xOy = 120° .

e EXERCICE 69 Problem
Soient [Ox) et [Oy) d
OA:a\/E,aveca>

us (mathématicien d’ Alexandrie, au 4° siecle) .
hogonales, et A un point fixe de leur bissectrice, tel que
roite variable, passant par A, coupe [Ox) en M et [Oy) en N.
n que le segment [MN] ait une longueur I, fixée .
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GENERALITES FONCITIONS

Note Pédagogique
Le concept de fonction est rarement étudié en profondeur en classe de Seconde. Nous avons
donc repris toutes les notions de base : aprés la détermination des ensembles de définition,
nous présentons des situations sur les applications, les bijections, les injections, les
surjections, la notion de courbe d’une fonction (lectures graphiques), les opérations sur les
fonctions, les notions de restriction et prolongement, les propriétés liées a I’ordre
(majoration, minoration) , les propriéts classiques de parité et de périodicité et en
notion trés importante de sens de variation. Les exercices relatifs a la fonction
sont plus spécialement destinés aux éleves de la série S1.Les notions d’axe
symétrie ainsi que celles de fonctions associées seront illustrées dans le ch
fonctions » (cf. tome 2). 1l nous parait en effet peu pertinent de traiter ¢
les éleves ne savent pas encore tracer des courbes.

Ce chapitre mérite qu’on s y attarde. Il constitue le socle ou on défi
I’Analyse qui vont accompagner I’éléve jusqu’en Terminale.

1ons de base de

Une fonction d’un ensemble A vers un ensemble B est un
tout élément de A au plus un (c’est-a-dire O ou 1) é
Si I’élément x de A a été associé a I’élément y de B,
est ’antécédent de y et on note y = f (x) .
L’ensemble des éléments de A qui ont un

de définition de la fonction f et noté
fonction f est une application.

Si f est une application et si, en pl
— tout élémenty deBaaup
f (x) =y a toujours au plus u
c’est une injection.
— tout élément y de
f (x) =y atoujours a
gue c’est une surj
— tout éléme
fx)=y
que c’est
Une a

i permet d’associer a
B.
ue y est I’image de x ou que X

f est appelé ensemble ou domaine
oursDs C A.SiDs = A, onditque la

cedent x dans A (autrement dit si I’équation
10n), on dit que I’application f est injective, ou que

un antécédent x dans A (autrement dit si I’équation
solution), on dit que I’application f est surjective, ou

un antécédent et un seul x dans A (autrement dit si I’équation

ement une solution), on dit que I’application f est bijective, ou
n.

f est bijective si et seulement si ele est a la fois injective et surjective.

de ce rappel, les fonctions considérées sont des fonctions numériques d’une
éelle ( c’est-a-dire que leurs ensembles de départ et d’arrivée sont des parties de

I’ensemble R des nombres réels).

Dans le plan muni d’un repére, la courbe représentative d’une fonction f est I’ensemble
des points M du plan dont les coordonnées sont de la forme (x, f(x) ) .

Opérations sur les fonctions
Soient f et g deux fonctions dont les ensembles de définition sont désignés par Ds et Dy et
A un réel. On définit les fonctions :
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— f+ g (sommedefetg)par: (f+9g)(x)=f(x)+g(x) pourx € Dsn Dy .

— A f (produit du réel & par la fonction f) par : (Af) (x) = & x f (X) pour x € Ds.
— fg (produit de f et g) par : (fg) (xX) =f(x) x g (X) pour x € Df N Dy .

—é (quotient de f et g) par : Gj x) = T

g (x)
ou A= {x € Dg/g(x)#0}

—fogpar(fog)(x)=f[g(X)]pourxeB,ouB={x€Dy/g(X) € Ds}
Remarque : en général, fog#gof.

pour X € Dspour x € DrNn Dy N A,

Une fonction f est dite majorée (resp. minorée) sur un ensemble A C Ds s’il e

réel M (resp. m) tel que, pour tout x € D¢, f (X) <M (resp. f(x) >m).
Tout réel réel M (resp. m) verifiant la propriété ci-dessus est appelé ma
minorant) de f sur A.

Une fonction bornée sur A est une fonction a la fois majorée et min

On dit que f atteint un maximum (resp. un minimum) en un poi
intervalle ouvert de centre x, , c’est-a-dire un ensemble de

avec € >0, tel que pour toutx € I, f (X) <f(x,) (resp.f(
alors un maximum (resp. un minimum) de la foncti
minimum) est appelé extremum de la fonction f .

o) . Le réel f (x,) est
aximum (ou un

Deux fonctions f et g sont dites ggales si :
Di =Dy etsi f(X)=9(

Soit f une fonction. On appelle restri
définiesur Apar: Vxe A, fi (X

x de Ds (ou Dy) .
n ensemble A C D¢ la fonction f;
n dit alors que f est un prolongement de f; .

Une fonction f est dite paire
— pour tout x € Dy,

— pour tout x € Dy,
Une fonction f est di

ire) si:

) (resp. f (—x) =—f(x) ).
ique s’il existe un réel T tel que :

eDs et x—Te€Ds.

+T)=fX)=f(x—T).
ctement positif T qui vérifie cette propriété, s’il existe, est appelé la

— pour tout

ariation d’une fonction

sante (resp. strictement croissante) sur I’intevalle I si :

OUS X1 , X2 éléments de I, si x; <Xz, alors f (x1) <f (x2) (resp. f(x1) <f(x2) ).

f est décroissante (resp. strictement décroissante) sur I’intevalle | si :

pour tous X; , Xz éléments de I, si x; <X, alors f (xq) > f (x2) (resp. f (x1) > f(x2) ).

f est monotone sur | si f est soit croissante sur I, soit décroissante sur 1.

f est strictement monotone sur | si f est soit strictement croissante sur I, soit strictement
décroissante sur .

EXERCICE 70
Dans chacun des cas suivants, déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.
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1) f0)=N—x 2°)f(x>:ﬁ 39 () = V1 —x 4°)f(X):—«/%

1= 2= 6109 = \|—x| 7°)f(x):—2r—x_+j

2x+1 1+ —x —\ —x
. 1+ | —x| o _ 2X—3 o _ 2X—3
11)f(x)—1_ | 1290 = 62 —13x —5 13)f(x)—6xz_|13x_5|
1 3X—6
14°) f = 16° 17°) f -
0= od—tax—s ‘) Txvil—Ix—5] 7T
\ — 6x° +13x +5 \/—6x2+
18°) f (x) = 19°) f (x) =
) T(X) J2x—3 ) T(X)
20°) f(x):% six<1l 219 | f(x) =3 —14x — 5 si
f(X)=x+3 six>1 f(x) = SIX>1
9901 £ () = K= DNVA+X)(2 —x)
)T(x) = X(2x—1)
T 1
1=+
EXERCICE 71

Pour chacune des fonctions numériq
suivant les valeurs du parametre rée

es ci-dessous, préciser I’ensemble de définition

— 16
)0 =x1+m 2) X + ) f(x) = —z—mx+1 4°) f(x) =\/X* —mx + 1
EXERCICE 72
Parmi les fonc tes, préciser celles qui sont des applications :
f: R - —- R h:[2;+0o[—>R i:[0;+o[ =R
X—>X—\/;( X—=\X—2 X_)xil

o[ —R k:[0;+o[—>R m:[0;2]—-R

X+1 X 1
X—>—2—+2X_3 X — X —1 X — 4—X2
x—1
n:]—w;0[ - R X—>3 3

EXERCICE 73
Parmi les fonctions suivantes, préciser celles qui définissent une bijection .Dans ce cas,
déterminer la bijection réciproque .
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f12R—>R fziR—)R f32R—>R f4:R_—>R+
1

X —1—X X —1+x° x— 3 X — \— x
fs:[0;1] —»[0;1] fo:[4;+o[— R_ f;:R_—>]—w;5]
X —1—xX X —> —AX—4 X— —X+5

fo: [2;+0[— [3;+x] fo: R\{—1}—> R\ {—1}

X— 3+yx—2 X —

EXERCICE 74
Dans chacun des cas suivants, étudier si I’application f de E vers F est i
bijective .

19E=F=R, f(x)=x*+2 2°)E=R\{1},F
2X+1
x—1

5E=R, F=[—3;+o[,f(x)=2xX—3

, surjective ou

3°)E=R\{1}, F=R\{2}, f(x) =

EXERCICE 75

Soit f la fonction défi

“D — R est-elle injective ? surjective ?

iner deux parties E et F de R , les plus grandes possibles , pour que I’application

soit bijective . Définir alorsg — ' .

X — f(Xx)

EXERCICE 76
Soit f:R > R x—2x+3

1 1
1°) Calculerf(—z) et f(E) :
2°) Démontrer que f est bijective et déterminer I’application réciproque .
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3°) La restriction de fa Z est-elle une bijection de Z vers Z ?

4°)Soitg: Z -2 x—g(x)= §+4 si x est pair
2

X=X . L
X—g(x)= 5 si X est impair

Déterminer I’image par g de chacun des entiers (— 2),(—1),1,2, 3.
L application g est-elle injective ? surjective ?

EXERCICE 77

Le plan P est rapporté a un repere cartésien .

1°) Soit f I’application de P vers P associant au point M (x, y) le point M " (x
X'=3x+2y,y'=2x+3y.

L application f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

2°) Mémes questions pour I’application g, telle que :

X'=2Xx—y,y'=6x—3y.
Déterminer g (P ).

que :

EXERCICE 78

-

Le plan est rapporté au repére orthonormé ( O, P :
Soit le point A(— 1;0)etlepointB( 1;0)etC
Le demi-cercle fermé inclus dans C et formé de
appelé C ;. Le demi-cercle fermé inclus da

de diametre [AB] .
C d’ordonnées positives est
mé des points de C d’ordonnées

négatives est appelé C , . La droite D
Etant donné un point M du cercle
trace la perpendiculaire @ x ' x qui

1°) L application f;: C ; — X

appelée x ' x (axe des abscisses) .
effectuer la construction suivante : par M, on
XX enun point H unique .

e injective, surjective, bijective ?

tions suivantes :
f,: C — [AB]
M+~ H

ci-dessous est la représentation graphique d’ une fonction f définie sur
—6;7].
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1°) Quelles sont les images des réels 3, — 2, — 6 et O par f ?

2°) Quels sont les antécédents de 2 ?

3°) Résoudre graphiquement I’équation f (x) =0 .

4°) Quel est en fonction de m le nombre de solutions de I’équation f (x) = m ?
5°) Résoudre graphiquement I’inéquation f (x) > 0.

6°) Résoudre graphiquement I’inéquation f (x) < 2.

EXERCICE 80
Soit la courbe C ci-dessous, représentative de la fonction f: x — x> — 4 x* + 3, et |
D d’équationy = —x — 3.
1°) Résoudre graphiquement I’équation f (x) = 3, puis I’inéquation f (x) < 3.
2°) Résoudre graphiquement I’équation f (x) = 0, puis I’'inéquation f (x) >0 .
On donnera un encadrement d’amplitude 5 x 10~ " des solutions non en
3°) Résoudre graphiquement I’équation f (x) = — x — 3, puis I’inéquati
4°) Retrouver algébriquement les résultats des questions 1°, 2° et 3°.

—X—3.

EXERCICE 81
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EXERCICE 82
Soitf:R — R avecf(x)=

Xx—1
X+2

six#—2 etf(— tg:R - R x—2x+3

. f
1°) Déterminer les fonctions f+ g, fg, 5 ,3f—2g.

2°) Déterminer et comparer les fonctions (g

EXERCICE 83
Déterminer les ensembles de définitj

a)f(X) = x— 1 etg(X) = Xom

EXERCICE 84
Quel est I’ensemble d

nctions (fo g ) et (g o f) dans les cas suivants :
b) f(x) =

— 2
x— 2 etg(x) =x"+x

e (fof) dans les cas suivants :

o) f(x) =1 —A/X d) f(x) = 1—2ix

1—x

d’une composée de deux (ou plusieurs ) fonctions usuelles :
+1)2+2 b)f(x)= 2+;1 c)f(x):(l 3 jz.

Tx+1

2T

d)f(x)= 1 —

1
(o3 )

EXERCICE 86

) ] 1
Soit les fonctions f; : x — x> — 1, fix—> fiix—aX, fiix—>3x—2, fs:x—>x.

Décomposer les fonctions suivantes a I’aide de ces fonctions :
1 .
A)f:x—3yx —2 b)gix—>\W—1 h:ix>3—— djix—Ex—2)

29



e)k:X—>_X21T1 f)1:x —>3x—2

EXERCICE 87
Soient f,p, g, h les trois fonctions numériques suivantes :
1
fap: X —ax+b gix—3 h:x—x2.

Montrer que les fonctions ¢ suivantes peuvent s’écrire comme composées de f,,, g, hen
choisissant convenablement aetb .

o 3 o .
1°)(p:x—>X_l+3 2)(p:x—>mz 3)P:x— (2x—
X+1 o 4 o
) ix— — 5%¢p:x—> X' —4 6°) @ :X— X
EXERCICE 88

Soient f et g deux fonctions affines telles que : f(x) = ax+b; g (x)
1°) Trouver une relatlon entre a, b, ¢, et d caractérisant la prop

2°) Soient D et D' les droites d’équations y = ax +b ety =
On désigne par A la droite d’équation y = x . Montrer que
1) D et D estégaleaa ,soit 2) D et D' sontst
soit (3) D |, D' et A sont concourantes .

:Qof.

o f équivaut a :
paralleles a A ,

EXERCICE 89
Dans chacun des cas suivants, determl
Préciser d’abord I’ensemble de défini

ns(f+gqg), (fg),(gof)et(fog).
hacun d’eux .

19 f(x) =x* etg (X) =x — X

3°) f(X) =% etg (x) =%
5°) f (x) = x* et g (x)

1 ¢ x—1
“x—1 =557

°)f(x) = x| etg (x) =\/x
6°)f(X)=x—3 etg(X) =(2x + 1) (2x + 5)

EXERCICE 90

ions fi, f, f3, f4, fs, f5, de R \ {0, 1} vers lui-méme définies

1
b(X)=1—x; fg(x):g;

1
fs 00 =7

r le tableau suivant :
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EXERCICE 91

1°) Soient f, g et h les fonctions définies par : f (x) =x*; g (x) =

T+x h(x)=x—1.

a) Déterminer les fonctions (gof)et(hog).
b) Montrer que les fonctions [(hog)of]et[ho(gof)]ont méme ensemble de définition
D puis que pour tout xde D,ona:[(hog)of](x)=[ho(gof)](X).
N.B. On peut donc écrire sans ambiguité : (hogof) (x).
2°) Soient f, g et h les fonctions définies par : f (x)=3x; g(X)=1+x* ; h(x) = \/?( .
Déterminer et comparer les fonctions (fogoh)et(hogof).

EXERCICE 92
. X +4 X+ 1 .
Les fonctions f: X2 —1) (X —16) et g: X2 1) (C—2a) egales ?
EXERCICE 93
Soit F, G, H, I les fonctions numériques suivantes :
Fix—|x| G:x— (1/x)? H:x —~%

1°) Dire celles qui sont égales .
2°) La fonction G est-elle une restrictionde |1 ? de F ?
La fonction F est-elle un prolongement de | ?
EXERCICE 94

On donne les fonctions f, g, h de R vers R

f(x):m+1 : gx) = h(X)=|2x+1|—|x—3]|+4.
Déterminer les restrictions :
1ydefaR*" JaR*" | \ {0} .

2°)dega R\ {1}

3°)deha ]—ow; —5;3] eta [3;+m].

uivants, trouver les plus grands intervalles sur lesquels f < g ou f>g
iquement les résultats .

XC+xr—x+1 et g)=xX+x*+x+1

X2 —3x°+10x et g(x)=x+4x* — 6x

3x'—x*+2 et g(x)= —x*+4x+1

4)f(x)= —x*—x +3 et g(x):2X+3

x+1
EXERCICE 96
Les courbes suivantes sont représentatives de fonctions :
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— e

Dans chacun des cas, dire si la fonction admet : un maximum, un mi
et /ou un minorant .

Préciser leurs valeurs s’ils existent .
EXERCICE 97

, un majorant

Dans chacun des cas suivants, f est une fonction défin

A I’aide de la courbe, conjecturer I’existence d’un
puis démontrer cette conjecture algébriquem

et C sa courbe représentative .
et d’un minorant (entiers) pour f,

e o

c}fir}-—mxzﬂ

a = |x]+1
= 2 - —"’__ a5 3
E”m_xln B 1 :
—+— 1 S
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e o i
c) flx) = 42

kel

2|x|

2+1

e) flx) =

EXERCICE 98
On considére les fonctionsf: R — R et g: R

X—3x—5

1°) Démontrer que V x€ R,1<g(x)< 2

2°) La fonction f est-elle bornée sur R

éesur R .
bornée sur R et que :

0g)X)< 1

3°) Démontrer que la fonction (g o
4°) Démontrer que la fonction

Vxe R,

EXERCICE 99
Apres avoir précisé le
D x—>x—x+1

e de definition, étudier la parité des fonctions suivantes :
S>xX—3+1 @B)x->xX—1 (@) x—>x—7x

1
(6) x >\¢ —1 (N x—>x*—3|x|+1 (s)an
x> — X° + 2x X+l
(10) X > —F=F—— (1) x — >
\/x —X \/1—x
—|1— 1—x2—1
+X| |1 Xl (13)X—>'\/|X—1|+|X+1| (14)X—>L

|[1+x]|+|1—X| X
2 2 3
—1 — 16 SX+ 3X | x| —2X
1% = 18 x=n\[T=¢  ax-T Pl
\J1+x +41—x (

(19) x — f(x):—% si—6<x<—1

—3x*+9
f)=—">H—

3
X

(18) x— \/1+x —\/1—x

A

si—1<x<1

Lf(x) = si 1<x<6
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EXERCICE 100
Soit f une fonction numérique définie sur I’intervalle [ —a;+a]aveca>0.
Soient g et h les fonctions telles que :

900= ZIEE +F(—1; ()= ) —F(—0)] .

1°) Démontrer que g est une fonction paire et que h est une fonction impaire .
2°) Vérifierquef =g+h.

] ) ) 2X+3
3°) Déterminer g et h lorsque f (x) = x“ +x+ 1 ; lorsque f (X) = X+ 2
X2 +3x — 2
lorsque f (x) = Crx+l

EXERCICE 101
Dans chacun des cas suivants, on demande de tracer la courbe C repré

e de la fonction

f relativement a un repére orthogonal ( O, i_), T)
1°) Onsait que : a) festimpaire  b)sixe [0;4],alorsf

SiIX€ ]4;+x],al
2°) On sait que : a) fest paire b)ysixe [0;3

Sixe [3;+

3°) On sait que : a) fest périodique, de péri ixe [0;2],alorsf(X)=—x +1.

* Tracer C sur I'intervalle [ — 4
4°) Onsait que : a) fest impaire
b) sixe [0;1],alorsf(x
* Tracer C sur I’intervalle

Connait-on la valeur
5°) Onsaitque: a)
c) sixe [0;1] x)= x .

b) f est périodique, de période 2

; L[ puissur I’intervalle] — 3 ;57 .
f(3)?
b) fest périodique, de période 2

X)=|x+2|+|x—2]|+2x.

f (x) = sans valeur absolue suivant les valeurs de x .
courbe représentative de la fonction f .

dre graphiquement les équations f (x) = 2 et f(x)=x.

EXERCICE 103 Partie entiere et partie décimale
Pour tout réel x, on admet qu’il existe un unique entier relatif ntel que n <x<n+1. Cet

entier est appelé «partie entiére de x » et est noté E(x) . Par exemple 2 <2,8 < 3 donc
E(2,8)=2. Ainsi E(X) = nsignifiequex € [n;n+1[ouencoreque n<x< n+1.
A . Etude de la fonction E

3

1°) Placer sur un axe les nombres suivants et en déduire leur partie entiere : 1,75 ; — 3,4 R
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25, =32 —2:1—2+/3 ;0,245 — 3 .

2°) Quels sont les nombres x telsque : a) E(x) =3? b)E(x)= —2 C¢)E(X)=07?
3°) Etudier la fonction E et tracer la courbe représentative de E restreinte a I’intervalle
[— 5;4].

1
4°) Quels sont les nombres x tels que : a) E(2x) =3 ? b) E(g X)= —1? c)E(Bx—2)= 47

d) E(%):1(X¢0)? e)E() =37

5°) x est un réel tel que E(x) = 4. Montrer qu’alors E(x + 3) = 7.
Montrer que, plus généralement, si x est un réel quelconque et p un entier relati
quelconque, alors E(x + p) =E(X) +p.

B . Avec la partie entiere
h est la fonction définie sur ] 0 ; + oo [ par h(x) = X .fdesigne la fonctio
1°) Quel est I’ensemble de définition de f ?

2°) Calculer (1), 1(3,2) , puis f(x) lorsque x > 1 .

3°) Calculer f(%), (0,75) , puis f(x) lorsque x € ]% 1.

5°) Tracer la représentation graphique de la
6°) Peut-on tracer la courbe représentati 0;+[?

C . La partie décimale

d est la fonction définie sur R X — E(X) .

3
.5,2,2 ;8;,—5;—6,3.
érents, et pas tous de méme signe, qui Vérifient :

1°) Calculer les imag

2°) Donner au moins

d(x) =0,3.

3°) Montrer q réel x,0 <d(x) < 1.

4°) Montr dique .

5°) Trace ation graphique de la restriction de d a [0 ; 1 [ et en déduire alors la

tiveded .

ére la fonction g définie sur] 0 ; + oo [ par g(x) =%—)—3 :

alculer g(x) pour x € ]0; 1 [ .En déduire une majoration de g(x) sur]0; 1[.
b) Montrer alors que g est bornée sur]0; + oo .

EXERCICE 104 Les courbes ci-dessous sont les représentations graphiques de fonctions
périodiques .
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Quelles sont les périodes de ces fonctions ?

EXERCICE 105

(x)—zE@.

X) sur le segment [0 ; 2] .
ntation graphique dans le plan

On considére la fonction f de R dans R définie par : x

1°) Donner, sans employer le symbole E, les expressi
2°) Montrer que f (X) est périodique et construire

. \ , rudired
rapporté au repere orthonormé (O, i , ]

EXERCICE 106
n étant un entier donné supérieur ou

X
par:f(X) =x—n E(ﬁj'
Démontrer que cette fonctio

En déduire que, quel
EXERCICE 107

n considere la fonction f définie sur [0 ; + o [

dique .
,ona0<f(x)<n.

1+1(x)

Soit f une fongti , telle que, pour tout réel x, f(x + 1) = 1—1(x) -

3)etf(x+4).
duire pour la fonction f ?

réel strictement positif et f une fonction définie sur R telle que, pour tout réel x,
— f(x — k) . Montrer que la fonction f est périodique de période 4k .

EXERCICE 109
Pour tout réel x, on définit E(X) (partie entiere de x) comme étant le plus grand entier inférieur
ou égal & x, c’est-a-dire I’'unique entier ntel que : n<x< n+1 (cf. Exercice 76) .
Soit les fonctions 0 : R — [0;1] et h: [0;1] — [0;1]
X — X — E(X) u—|2u—1}

1°) Soit f = h o (p . Montrer que f est une fonction paire, périodique de période 1 .
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2°) Soit F la restrictionde fa[ 0 ; %] .Démontrer que F admet une fonction réciproque F ",
dont on précisera I’ensemble de définition et I’ensemble image .

3°) Soit g = F ' o f .Démontrer que g est une fonction paire, définie sur R , périodique de
période 1 . Soit k €Z . Dans les deux cas suivants, exprimer g(x) en fonction de x et k :
a)xe [k;k+ % [. Dbyxe [k—% T K.

EXERCICE 110

Soit f une fonction définie sur un intervalle | et A un réel non nul .
1°) On suppose f croissante sur I . Etudier le sens de variation de la fonction A f
le signe de A .

2°) Reprendre la question pour une fonction f décroissante sur | .

EXERCICE 111
Soit f et g deux fonctions définies sur un méme intervalle .

1°) On suppose les deux fonctions f et g croissantes sur | . Etudier
somme f+gsurl.

2°) Reprendre la question pour deux fonctions f et g décroi

de variation de la
surl.

EXERCICE 112
Soit f une fonction définie sur un intervalle | et g
contenant I’'image par f de I’intervalle I .
1°) On suppose les deux fonctions f et g cro
le sens de variation de la composée f o
2°) On suppose les deux fonctions f et
Etudier le sens de variation de la co
3°) On suppose f croissante su
composée fogsurl .

ion définie sur un intervalle J
leur intervalle de définition . Etudier
issantes sur leur intervalle de définition .

gsurl.
roissantes sur J. Etudier le sens de variation de la

EXERCICE 113
Etudier le sens de var

fonctions suivantes :

1
f:x— X ‘X—>= kix—>xX m:x—ax+bn:x—ax’+bx+c
X

rnetp, mettre les fonctions sous forme canonique, puis utiliser les
cices 84,85et86).

un des cas suivants, décomposer la fonction f a I’aide de fonctions usuelles et en
déduire le sens de variation de f sur chacun des intervalles donnés .

199f(x)= x*+4; 1h=R.; L=R _: 299f(x)=2—x*;: L=R.; L=R _;
3)F(X)= (x—2)°+1; h=[2;+w[; lp=]—w;2];

4°) f(X) = X2 — 4x; L=[2;+w[; lh=]—x;2]:

5)f(x) = (x—1)°; L=[1;+0[; Ib=]—x;1]; 13=R

6°)f(x):X_l; li=[1l;+[; lg=]—w;1] ;
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7)f()=\5—x ; I=Dy; 8°)f(x):;lT1; l,=[0;+w[ ; l,=]—w;0];

8°)f(x):—;rl; I1=]0;+0[; lIz=]—;0][;

EXERCICE 115

1°) a) f et g sont deux fonctions positives croissantes sur un intervalle I .
Montrer que la fonction p = fg est croissante sur I .
b) f et g sont deux fonctions positives décroissantes sur un intervalle | .
Montrer que la fonction p = fg est décroissante sur I .

2°) f est une fonction definie sur un intervalle | et garde un signe constant sur | ( f

bien f< 0 sur 1) . On suppose f monotone sur | .

En examinant tous les as possibles, trouver le sens de variation de la foncti

Applications :
Trouver le sens de variation de chacune des fonctions suivantes sur I’in

1
AX—>x\X+3 I=[1;+w] ; b)X—>—2—l I=[0;+00] ; 1=]0;+mo]
d)Xx—|x|x*+1) 1=]—o0;0] puis| =[0;+w]
EXERCICE 116
Soit f une fonction numérique définie sur I’intervalle veca>0.
1°) Si f est paire et strictement croissante sur [0 ; a], er le sens de variation de f sur
[—a;0].
2°) Si f est impaire et strictement croissante déterminer le sens de variation de f
sur[—a;0].
EXERCICE 117
Etudier et représenter graphiqueme tion a[— 1; 5] de la fonction f définie par :

EXERCICE 118
Etudier et représenter

la fonction f définie par :
B 1
¥ = Ex+ E— )
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FONCTIONSIPOLYNOVE

Note pedagogigue : Les expressions polynomiales interviennent trés souvent que ce soit dans
les problemes relatifs aux fonctions ou au niveau de la résolution d’équations. Le résultat
fondamental est le théoréme de factorisation. Les méthodes de division, notamment la
méthode de Horner, doivent impérativement étre maitrisées.

Le résultat liant le nombre de racines d’un polyndéme & son degré, quoique non pri
fait I’objet de plusieurs exercices (145 a 148) . A la fin de cette section, nous prés
problémes généraux sur les polyndmes pouvant intéresser les éléves de la série

Une fonction polndéme est une fonction f dont le domaine de définiti R, et telle

gu’il existe un entier n et des constantes as, ay, .....a, pour lesque

VxeDs, f(X)=axX" +an_1 X"~ "+ ....... +aiXx+ap.
Une fonction f telle que f (x) = apx” pour un certain entier
p est I’exposant du mondme.

Une fonction polyndme est donc une somme de fon

n—1

Iée fonction monome.

Théoréme 1 : Une fonction polnéme f est la fongti e si et seulement si tous ses

coefficients sont nuls, autrement dit :

VxeR ax"+an_1 X"~ 1+ ... an=an_1=...=a;=ay=0

Corollaire 1 : Une fonction polyndom une maniére unique sous la forme :
f (X) = anX" + o +aiX + ag

Définition : Le degré d’un polyrd oté deg (f) est le plus grand exposant des

mondmes qui figurent dans |
Le polyndme nul n’a pas d

Corollaire 2 : Deux nt égaux si et seulement si ils ont mémes coefficients et

méme degré.
La somme, la diffé produit de polynémes sont des polyndmes eton a :
deg (P + Q) ,deg Q) ;  deg (PQ) = deg(P) + deg (Q) .

ue soient les polyndmes A et B, il existe des polynémes Q et R,
AX)=B(x) xQ (xX) + R (X), avec deg (R) < deg (B) .

un polynéme P est divisible ou factorisable par le polyndme Q s’il existe un
R tel que :

VXxeR,PX)=Q(X) xR (X).

On dit que le réel a est racine ou zéro du polyndbme P si P (a) =0 .

Théoréme 3:

1° Le réel a est racine du polynéme P si et seulement si P est factorisable par (x — a) .
2° Un polyndme de degré n admet au plus n racines.

3° Si un polyndme de degré n admet plus de (n + 1) racines, alors ce polyndéme est le
polynéme nul.

EXERCICE 119 Degré d’un polynéme
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1°) On considére le polyndme P(x) = (m* — m)x® + mx* — (m — 1) x — 3m — 2.

Déterminer mtelque :a) degP =3 a)degP=2 a)degP=1

2°) Reprendre les questions a) , b) et c) ci-dessus avec le polynéme Q(x) suivant :
Q) =(m* —m* —6m)x* — (m?+m—2)x*+(m— 1) x+2m — 1.

EXERCICE 120 Degré d’un polynéme

Déterminer, suivant les valeurs de m, le degré du polynéme f (x) dans chacun des cas ci-

apres : Af(x)=2¢ —3m+2)x>+7 b) f(x) = (M?+ 1) X* + mx + m
Of)=Mm—1)xC+(M+1)x*—5x dfX)=1—m)x}+2(m+1)x*+3x—m

EXERCICE 121 Théoreme d’éqalité de deux polynémes
Dans chacun des cas suivants, trouver a, b et cou a, b, ¢ et d pour que les deux pol
f (X) et g (X) soient égaux :

19)f(x)=3x* — 4 —x* —4x+3 etg(X)=ax*+(@a+ b+ (@a+b+c
2°)F(X) =4x* — 4 +13x% — 7x+13 et g (X) = (@ +bx +c)* + dx +
3)F(X) =4 —6x*+11x+3 etg(X)=a(x+2)°+b(x+2)*+c(x

C)Xx+c

EXERCICE 122
Dans chacun des cas suivants, déterminer I’ensemble de défini

trouvera,betcoua, b,cetdtelsquef(x)=g(x) V x €
12x* — 37x + 13

fonction f puis

lo)f(x): (5X_2)(2X_1)2 et g(X):

ox* — 16x + 4
2°)f(x):X3_3X2+2X et — 2
o\ £ () = X +x+1 c
I = 3x+2 © x—17 "x+2

EXERCICE 123 Calculde1 +2
1°) Déterminer les polynémes

P(X) —P(x—1) =x,

2°) En donnant succe
faisant la somme me

...t N
ré 2 vérifiant la relation

que soitx € R .

les valeurs 1, 2, 3,...., n dans la relation ci-dessus et en
mbre des n relations obtenues, exprimer la somme
n premiers entiers naturels non nuls) en fonction de n .

lculde 12+ 22+ 3%+ ... + n?
iste un unique polyndme P de degré 3 qui s’annule en 0 et qui vérifie

ante : P(x) — P(x — 1) =x*, quelquesoitxe R .

nant successivement a x les valeurs 1, 2, 3,...., n dans la relation ci-dessus et en
omme membre @ membre des n relations obtenues, exprimer la somme
24+ ....+n®> enfonctionden.

EXERCICE 125 Calculde1®+2°+3%+ ... +n®
1°) Démontrer qu’il existe un unique polynéme P de degré 4 qui s’annule en 0 et qui vérifie

I’égalité suivante : P(x) — P(x — 1) =x®, quel que soit x € R .(N.B. Factoriser f (x) )
2°) a) En donnant successivement & x les valeurs 1, 2, 3,...., n dans la relation ci-dessus et en

faisant la somme membre @ membre des n relations obtenues, exprimer la somme
1*+2°+3%+ ....+n’enfonctionden .
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- . nn+1) , .. . .
b) En utilisant larelation1+2+3+....+n :JZ—2 (établie a I’exercice 97) montrer
que:1®+2°+3%+ . +n®=(1+2+3+ ... +n)

EXERCICE 126 Calculde 1x2 +2x3 +3x4 + .... + n(n +1)
1°) Déterminer les polynémes f (x) de degré 2 veérifiant la relation :

P(X) —P(x — 1) =x* + X, quel que soitx € R .
2°) En déduire I’expression en fonction de n de la somme 1x2 + 2x3 + 3x4 + .... + n(n +1) .

EXERCICE 127
Dans chacun des cas suivants, déterminer m pour que f (x) soit factorisable par g (
199f(x)= x*+5x°+4x —m et g(x)= 2x+1

2°) f(x) = 2x* +4ax’ —5a%* —3a’x+ma’ et g(x)=x—a
3)f(x)= x*+ma’x’ —5a’x+a’ et g(x)=x—a

EXERCICE 128

Dans chacun des cas suivants, montrer que Xo est une racine de P( actoriser P(x) (en
polynémes du premier degreé si possible) .

1°)P(X) = x> —21x+36 et xp=3. 2°) P(x) = —1 etxp=—1.

3°)P(X) = x* —8x° +23x — 24 et xo=3. 4°) P(x 2_Bx+4 et xo=—1.

X+ 2% +9X — 6 et Xo=1/3

59) f(x) = 3x* —2x° +2x — 3 et xo=—1.6°) P(
X} —4x2 —x+2et xo= 2.

7)f(x)= 2" +x3 —6x>+x+2 et xo=—2. 8

EXERCICE 129
Déterminer le quotient et le reste de ch
1°) 2x* —5x+4 par (x — 2)

3°) 3x%+ 5x° — x +2 par (x+2)
5)x° +x*' — 3 —x* —5
7°)—xX+ X' —5¢ —1 p
8)x*® —1 parx’—1

isions suivantes :

X — X +4x —2 par (x—1)

Vx*—5x*+x par (x—3)

6°) x* — 3 par (x — 2)

8)x°+x' +x3+x2+x+1 par (x+1)
9°) x*— 3abx+a’+b® parx+a+bh.

EXERCICE 130

Déterminer a, b, ¢ né
1°) P(x) = X3
2°) P(x) =p&2

ue P(x) soit factorisable par Q(x), puis factoriser Q(X) .

4 et Q(x)=x—2

+bh etQ(X)=(x+1)(x—3)

XX +4x+b et Q(x) = x*+Xx

aC+ bx —7x+c et Q(x) =(x* —1) (x + 3)

P —13x* — 13 +a’ +x+b et Q(x) = 3x* — 5x
X'+1letQ)=x2+ax+b 7)P(X)= x'+ x*+1 et QX)=x"+ax+bh.

CE 131
Déterminer un polyndme du second degré divisible par (x — 2) et par (x + 1) , et dont le reste
de la division par (x — 1) soit 5 .

EXERCICE 132
Déterminer un polyndme du troisieme degré divisible par (x — 1) et par (x +2) , dont les
restes respectifs des divisions par (x + 1) et (x — 3) soient 10 et 30 .

EXERCICE 133
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Déterminer P(x) , polyndme de degré 6, divisible par (x — 1)*, et tel que 1 + P(x) soit
divisible par x* .

EXERCICE 134
Déterminer les polyndmes du troisieme degré dont les divisions par (x — 1), par (x — 2) ,par
(x — 3),ont le méme reste 36 .Déterminer celui d’entre eux qui est divisible par (x — 4) .

EXERCICE 135
Déterminer a et b réels pour que le polyndme ax’ + bx® + 1 soit divisible par (x — 1), puis
factoriser ce polyndéme .

EXERCICE 136
Démontrer que le polyndme P(x) est divisible par (x — 1)* si, et seulement si,
divisible par x *

EXERCICE 137

Soient A(x) et B(x) polyndmes fixés . Déterminer les polyndmes Q(
A(X) = B(X) Q(x) + R(x) avec deg R(x) < deg B(x) ouR(x) =

la division euclidienne de A(x) par B(x) ).

19 AKX) =2 — 5x* —6x+1 etB(x)= xX* —3x+1

2°)AX) =x° —3x*+5x° —x+9 etB(Xx)=x*—x_+
3°) A(X) = 2x" +x3— 10X + 6x — 5 et B(X) = X*

els que :
ement dit, effectuer

EXERCICE 138
Démontrer que (X — 2)*" + (x — 1)" — 1 es
quotient pour n €{1,2,3}.

r (x — 1) (x — 2) . Déterminer le

EXERCICE 139
Démontrer que (x + 1)*" — x
quotient pour n €{2,3}.

2n est divisible par x (x + 1) (2x + 1) . Déterminer le

EXERCICE 140
Les restes respectifs d
par (x — 2), sont 9,

"un polynéme P(x) par (x — 1) par (x — 1), par (X + 5),
éterminer R(x) , polyndéme du second degré,tel que :
2) Q(xX) + R(X) , ou Q(x) est un polynédme qu’on ne demande pas

iner un polynéme Q(x) , et un polynéme R(x) du premier degré, tels que :
— 2x— 1) Q(X) + R(X) .

2°) En deduire le quotient et le reste de la division de P(x) par (x — 1 —\/E ).

3°) Déterminer P( 1 — \/E ).

EXERCICE 142

1°)Démontrer que les expressions suivantes sont divisibles par (b — ¢)(c — a)(a — b) et les
factoriser .

A=b—c)P+(c—a)l+@—b)®. B=a® (B —c?)+b*(?—ad)+c3 (@ —b?.

C =bc(b — c¢) +ca(c — a) + ab(a — b) . D = be(b® — ¢?) +ca(c? — a%) + ab(a® — b?) .

2°) Simplifier les quotients suivants :
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~ a3 (b2 . CZ) + b3 (C2 . aZ) + C3 (aZ . bZ)

E _ aZ (b2 _ CZ) + b2 (C2 _ aZ) + C2 (aZ _ bZ)
~  a(b® — %) +b (¢° — a) + c(a” — b?)

P =) +b(C—a) +c@ —b)

EXERCICE 143
Soit P(x) = (x — a)* (b — ¢) + (x — b)? (¢ — a) +H(x — ¢)? (@a— b) + (b — c)(c — a)(a —b) .
Calculer P(a), P(b), P(c) . Conclusion ?

EXERCICE 144

o x—b(x—0 (x—c)(x—a) (x—a)(x—"b)
SOtPO) = e —bya—c) " (b—c)(b—a) T (c—a)(c—b) "
Calculer P(a), P(b), P(c) . Conclusion ?

EXERClCE2 145 , ,
. _Ax—bx—c) bEx—cEx—a) c(x—akx—Db
SOtPX) == " a—c) T (b—o)b—a) T (c—a)(c—b)
Calculer P(a), P(b), P(c) . En déduire que P(x) = x° .

EXERCICE 146

. _Xx—Db(x—c) x(x—c)(x—a) Xx(x—a
SOtP(X) = @ —b)@@a—c) T blb—c) (b—a) T clc—
Calculer P(a), P(b), P(c) . Simplifier P(x) .

b)

EXERCICE 147
Simplifier les quotients suivants :
X —10x+3
Ax) = X2 — 5x + 6
2x3 + 17%* + 20x — 75
X + 9x% + 15x —25

6x> — 7x — 10
X° +3x — 10
XX —x—1

X — 3+ A +3x — 5

C(x) =

o EXERCICE 148
Soit n un entier natur
autres nombres réels .
« Il existe un uniqu
a) deg (P)
Ce résultat.s’
1°) Onsu
raison

egalal, aj, ay, ....,a, N nombres réels, by, by, ....bpn
e de démontrer le résultat suivant :
P vérifiant les conditions suivantes :
b) P(a1) = b1, P(az) =b, yeeennn P(an) =b, .»
eme de Lagrange(*) .
xiste deux polynémes P et Q vérifiant les conditions a) et b) .En
degré et les racines du polyndéme (P — Q) , démontrer que : P — Q =0.
ue, s’il existe un polyndéme qui satisfait les conditions a) et b) , ce polyndme est

out entier i telque 1 <i<n, on pose :
P (X) = x—ap) (x—ap) ....(x—ai—) (x—aj+1) ...... (x —an)
: (ai—a1) (ai—az) ..... (ai—ai_l) (ai—ai+1) ...... (ai—an) )
a) Veérifier que pour tout i tel que 1 <i<n— 1, Piest un polynéme de degré n — 1 .Les
polynémes P; sont appelés polyndmes d’interpolation de Lagrange .
b) Vérifier que pour toutitelque 1 <i<n—1,0na:
Pi(a)) =Pi(a2) = .......... Pi(a—1)=Pi(@+1) =...... Pi(an) =0 et Pi(a)=1.
c) Démontrer que P=b;P1 + boPy +........ + byPy, est un polyndme qui vérifie les conditions a)
et b) du théoreme de Lagrange .
3°) Enoncer une conclusion .
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(*) Joseph-Louis Lagrange, mathématicien francais(1736-1813) un des plus grands
mathématiciens du XVIlle siécle . Travaux sur les équations différentielles, la mécanique et la
théorie des nombres .

e EXERCICE 149 Reésolution d’une équation du troisiéme degré
Le but du probléme est la résolution de I’équation : x° + 3x* + 15 x — 99 =0 (E) .
1°) On se raméne 4 la résolution d’une équation de la forme : X* + pX +q=0 .
a) Trouver trois réels a, p, q, tels que pour tout X,

X2+3x°+15x —99=(x+a)’+p(x+a)+q.
b) En posant x + a = X, Vérifier que X* + 12X — 112=0 .
2°) On résout I’équation X3 + 12X — 112=0( E;) . Pour cela, on pose X=u + v
a) Vérifier que (u + v)* = u® + v* + 3uv(u + v) . En déduire que :

* Lorsque X = u+v, alors : X3+ 12X — 112 =u® + v + (3uv + 12) (u +

X = u + v est une solution de I’équation ( E1 ) lorsque : u® +v* =1
b) Trouver deux nombres u et v tels que : u® +v* = 112 et u’v®= — 64
Indication : Poser u*=U et v’ =V .
c) Résoudre I’équation (E; ) .
Indication : Vérifier que (2 + 2~/2)° =56 + 40/2 .
d) Résoudre I’équation (E) .
Note culturelle : Réduire I’équation générale ax® + bx
X3 + pX + g = 0 était une méthode connue par CARD
DESCARTES(1596-1650) . Les mathématiciens i
TARTAGLIA(~ 1500- 1557) savaient résou
que celle exposée a la question 2° .

=0alaforme

01-1576), VIETE(1540-1603) et
de la Renaissance, en particulier

+ ¢ =0, mais par une autre méthode

EXERCICE 150

« Quel que soit I’entier n > 5,
Pour établir ce résultat, on pro
1°) Soit P (x) = x* — 20x* +
Vérifier que P (x) = (
A(X)B(X)ouAetB
2°) Montrer que les
3°) Conclure .

4 n’est jamais un nombre premier » .
ode suivante :

6 X° et en déduire une factorisation de P sous la forme
ndémes de degré 2 .

(x) =1etB (x) =1n’ont pas de solution dans Z .

pose des calculs classiques sur les « différences finies » de polynémes .
nction polynéme P, on pose, pour tout réeel X,
x+1)—P(X).
er AP(x) dans les cas suivants :
a)P(x)=x*; )P (X)=x* —4x+6 ; P (X)=2x+1.
2°)a) Vérifier que si P est un polyndme quelconque et A un réel quelconque,
AP (X)) =L AP(X) .
3°) a) Dans cette question, P est le polyndme de degré n, n > 1, défini par P (x) = x".
Montrler que AP est un polyn6me de degré n — 1, et que le terme de plus haut degré de AP est
nx"" ",
b) Déduire des questions 2° et 3°.a) que si P est un polyndéme quelconque de degré n, alors AP
est un polyndme de degré n — 1.
4°) On note Py et P; les polyndmes respectivement définis par : Po (X) =1etP; (X) =x — 1.
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a) Veérifier que AP; =Py .
b) On se propose alors de trouver un polyndme P, tel que : P, (1) =0 et AP, =P;.

* En supposant qu’il existe une telle fonction polynéme, prouver alors que nécessairement P,
est de degre 2.

* Calculer AP, (1) . Montrer alors que P, (2) =0, puis que pour tout réel x,
Py (X) =a(x — 1)(x — 2), avecaréel.

* Montrer que s’il existe un polyndéme P, répondant a la question, alors

P> (x):%(x—l)(x—Z).

* Réciproquement, pour le polynéme P, trouvé, calculer AP, puis conclure .

5°) On veut trouver un polynéme P3 de degré 3, tel que P3 (1) =0 et AP3 =
En vous inspirant de la démarche suivie a la question 4, montrer qu’il existe

Note : Les polgnémes Po,P1,P2,Ps,....... sont- appelés polyndm

6°) On pose A“P(x) = A (AP) (x) .

a) Calculer A?P(x), lorsque P (x) = X° .

b) P est le polynéme du second degré défini par :P (x) = a

* Calculer P (1), AP (1), A’P(1) .
2

1) (x—1) +%Q(x— 1(x — 2)

* Montrer alors que pour tout réel x, P (x) =

c) Utiliser ce qui précede pour trouver un
P(1)=—1,

degreé 2 tel que :
P(3)=21.
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CALCULWECTORIELIETIBARYCENTRE

Note pédagogique : Les éleves sont censés étre familiariasés avec le calcul vectoriel
puisqu’ils I’ont étudié en classes de Seconde et Premiere. Cependant, I’expérience montre
que la plupart d’entre eux ont encore des difficultés avec certains concepts. C’est pourquoi
nous avons repris toutes les notions a la base.

Ce chapitre peut donc étre considéré comme un chapitre de révision, mais il est important
pour celui qui veut avoir une bonne base en géometrie, en particulier pour les éleves de la
série S1.

1. MESURE ALGEBRIQUE ET VECTEURS

A tout couple de points (A, B) (encore appelé bipoint) du plan, on associ
ou nul appelé distance de A & B et noté d(A, B) vérifiant :

— d(A, B) =0sietseulementsiA=B;

—d(A, B) =d(B, A) d’ou la notation simplifiée d(A, B) = AB.
—d(A, B) <d(A, M) + d(M, B) pour tout point M du plan (inég
Deux droites D et D * sont dites avoir méme direction si
Sur une droite (AB), on admet par convention qu’ilny a
possibles : de A vers B ou de B vers A.

Sur une demi-droite [AB), on admet par conventio
parcours possibles : de AversB .

Un axe est une droite A sur laguelle on a choisi
appelé repere de I’axe A .

Le sens de parcours sur A est alors ¢
Soit maintenant (M, N) un bipoint q

du bipoint (M, N) le réel, noté M

sens de parcours
aqu’un seul sens de
IS pour toutes un bipoint (O, 1),

l.
I’axe A. On appelle mesure algébrique

MN .
e +— si le sens de parcou

ol Xe est le méme que celui de M vers N.

MN . , . .
e ——— silesensd r I’axe est le contraire de celui de M vers N.

el

Si P est un point que de I’axe A, I’abscisse de P dans le repére (O, 1) est le réel

OP

Xp = ——

trois points quelconques de ’'axe A,ona AB + BC = AC :c’estla
hasles.

) un bipoint donné du plan. L’ensemble de tous les bipoints (M, N) tels que les
segments [AN] et [BM] aient méme mileu (autrement dit tels que ABNM soit un

parallélogramme éventuellement aplati) est un étre mathémétique appelé vecteur AB.

AB =MN < | — les droites (AB) et (MN) ont méme direction ;
— les demi-droites [AB) et [MN) ont méme sens ;
— les distances AB et MN sont égales.

La distance AB est appelée norme du vecteur AB et notée || AB |.
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Axiome d’Euclide

Etant donnés un point O et un vecteur v , il existe un point M unique tel que :
— —

OM = u
Somme de deux vecteurs

, — —> — — —> . ,
Etant donnés deux vecteurs u = AB et v =BC, le vecteur AC , qui ne dépend pas du
choix du point A, est la somme des vecteurs uet v,

Ainsi, on a toujours AB +BC =AC (Relation de Chasles).

- —
\'

-7 Ve - —)
Propriétés : Quels que soient les vecteurs u , et w ,ona:
o — — — ..,
1°u + v = v + u (Commutativité).
o — — — — — o,
2°u +(v +w)=(u + v )+ w (Associativité)

3° Le vecteur associé aux bipoints de la forme (A, A) est le vecte
neutre)

(Elément

4° Quel que soit le vecteur u |, il existe un vecteur noté (
— — — — —
u +(—u)=(—u)+u =0

Produit d’un vecteur par un réel

Le produit t. U duréelt par le vecteur teur tel que :
. — — —
—Sit=00u u =0 ,alorst.u =

—

. — —
—Sit#0et u # 0 alorst. u es
e qui a la méme direction qu
equialesensde u contrairede u sit<O0.
e qui a la méme nor

-, - — — — R , .
Propriéteés : ient les vecteurs u , v et w , quels que soient les réelstett

ona:

— — — — —
u 2°t(u + v )=tu +tv
— —
4°1. u =u

colinéaires
eux vecteurs sont dits colinéaires si on est dans I’un des cas suivants :
— soit I’'un d’eux est nul ;
— soit I’un est égal au produit de I’autre par un réel non nul.

Deux droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si : AB et CD sont colinéaires.

Théoréme de Thales
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Enoncé : Soit D et D ' deux droites. Soit p la projection de D sur D * parallélement
a une direction & (distincte de celles de D et D ). Soit A, B et C trois points situés
sur D
Sip(A)=A",pB)=B"', p(C)=C",alorsona:

AB A'B’

AC AC

Réciprogue : Soit D et D * deux droites. Soit A, B et C trois points situés sur D . Soit

A', B et C ' trois points situés sur D '. On suppose que (AA")// (BB') .
AB A'B’

Si = ,alors (CCY// (AA)// (BB .
AC AC (CC) /1 (AA") 11 (BBY)

Il. BARYCENTRE DE PLUSIEURS POINTS
Définition :Soit a, B, y, 6 des réels dont la somme n’est pas nulle.

unique point G du plan tel que o GA + B GB + Y GC +3GD
G est le barycentre du systeme {(A,a)(B,p)(C,7y) (D,
Propriétés :

1° Le barycentre d’un systeme de points ne chang
coefficients par un méme réel non nul (Homogénéi
2° Dans la recherche du barycentre de plusieur
d’entre eux par leur barycentre partiel af
gue celle-ci ne soit pas nulle) (Associativit
3°) Si G est le barycentre du systeme

ultiplie tous les

yon peut remplacer certains
mme de leurs coefficients (pourvu

B)(C,y) (D, d)}, alors pour tout

C+5MD =(a+p+y +8)MG.
nulle, alors le vecteur

point M du plan, on a : o MA +
N.B:Silasommea+p+7vy

aMA + BMB +y MC + 6 dépendant de M.

solide dont la masse de toute portion est proportionnelle a
rminer le centre d’inertie, on utilise les principes suivants :
Le centre d’inertie d’une plaque triangulaire est confondu avec
u triangle.

xtaposition : Si la plaque P est constituée de la juxtaposition de deux
1et P, de centres d’inertie respectifs G; et G,, d’aires respectives A 1

rs le centre d’inertiede P est G=bar{(G:, A1) (G2, A)}.

e de symétrie :

e Si la plaque a un centre de symétrie O, alors O est son centre d’inertie.

e Si la plaque a un axe de symétrie A , alors son centre d’inertie est situé sur A .

le centre
— Prinei

I1l. GEOMETRIE ANALYTIQUE

e d e d ., .
Une base du plan est un couple ( u , v ) de vecteurs non colinéaires.

. — — R . — — N
Le triplet (O, u , v )ou Oestun pointduplanet(u , v )une base estun repere
cartésien du plan .
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Soit (i_) , T) une base du plan. Soit U’ un vecteur quelconque. Il existe un couple

—

unique (X, y) de réels tels que : U =x +y T . Ces réels x et y sont appelés

i
coordonnées de u” dans la base (i_) , T ).
Soit (O, P , T) un repere du plan. Soit M un point quelconque. Il existe un couple
T+ y T . Ces reels x et y sont appelés

7).

unique (X, y) de réels tels que : OM =x
coordonnées de M dans le repére (O, i

Condition de colinéarité : Soit u’ (x,y)et v (x',y") dansune base (i_) : T)

— — ., . . R . . ,
Alors u et v sont colinéaires si et seulement si xy ' —yx ' =0 (& dé

Soit dans le plan P muni du repére (0, P : T ) les points A ( Xa

Alors AB a pour coordonnées AB (Xe — Xa, Y8 — Ya) et le mi

pour coordonnées | (XA er Xe ; Ya er Yo J :

segment [AB] a

Représentations anlytique d’une droite

Soit (O, i_), T) un repére du plan.

Soit D la droite passant par A (o ; directeur u’ (a, B). Un point

M (x, y) appartienta D si et seule AM et U sont colinéaires , c’est-a-dire s’il

existe un reel t tel que : AM = qui se traduit par le systéme suivant :

X=X, +ta
y=Yy\+tp

appelé systeme d’équ étriques de la droite D .

Soit D lad par deux points A et B. Un point M (x , y) appartienta D siet

seulemen AB sont colinéaires, ce qui équivaut a dét(AM , AB ) = 0 et se
tradui relation de la forme : ax + by + ¢ = 0 appelé équation cartésienne de la
i i b # 0, cette équation peut se mettre sous la forme y = mx + p et s’appelle

ation réduite de la droite D : m s’appelle le coefficient directeur de D (si le

: i : T) est orthogonal, m est aussi appelé pente de la droite D ). p est
I’ordonnée a I’origine.

Coordonnées d’un vecteur directeur de D

z - ;s = —
e équation cartésienne ax+by+c=0: u (—b;a).
X=X, +taa —

e systeme d’équations paramétriques { u (a,p)
Y=Ya +tp
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e équation réduitey =mx +p : u 1,m).

Conditions de parallélisme

D:ax+by+c=0 , Do,
D||D' < ab'—ba’'=0
D":a'x+by+c'=0

D:y=mx+p , ,
, , ,(DIID"&m=m
D:y=mx+p

e EXERCICE 152 Autour de I’inégalité triangulaire
Tout au long de cet exercice, on admettra la propriété suivante (inégalité triangulaire
« Quels que soient les points A, Bet Mona AB < AM + MB , I’égalité ayant lie
seulement si M appartient au segment [AB] » .

1°) Soient A et B deux points distincts du plan. Montrer que, pour tout poin

|MA—MB| <AB< MA +MB
Préciser la position du point M quand AB = | MA — MB |
2°) Soit C e cercle de centre O et de rayonr, et C ' le cercle de t de rayonr .
Montrer que C et C ' sont sécants en deux points distincts si et [
[r'—r]| < 00" <r+r",

3°) Application : Soient A et B deux points tels que :AB =5

les points M et N tels que : || AM || =2 ; ||BM ||
Discuter le nombre de solutions suivant les valeurs d
4°) Soit ABC un triangle . On désigne par A', B
[AB] et par p le périmétre de ce triangle .

réel positif. On cherche
—> —>
+ AN =AB .

ilieux respectifs de [BC], [CA] et

Pour tout point M intérieur au triangle ABC ue:

a) MB +MC < AB + AC (utiliser le po ion de (BM) et (AC) ) .
1

b) MA+MB +MC<p B+MC>§p

d)AA'+BB'+CC'>%p AA' +BB'+CC'<p .
EXERCICE 153

A est un axe muni d
bet—2.

O, 1) . Soient A et B deux points de A d’abscisses respectives

MA ¢
1°) Calcu du point M de A tel que VB =3 . Calculer MA et MB .
NA 5 ___
I’abscisse du point N de A tel que ~B =—3 . Calculer NA et NB .

A
3°) Calculer I’abscisse de | milieu de [MN] . Calculer ? .

EXERCICE 154
Soient A, B, C et M 4 points d” une méme droite (D) munie d’un repere (O, 1).En

observant que ’'ona: MA = MC + CA e MB = MC + CB ,
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1°) Former I’expression MA . BC + MB . CA eten déduire la relation d’Euler :
MA .BC + MB .CA + MC . AB =0

2°) Former I’expression MAZ BC + MB2. CA et en déduire la relation de Stewart :
MAZ BC + MB%. CA +MC?. AB + BC .CA . AB =0.

e EXERCICE 155
Soient A, B, C D 4 points d’un axe A de repére (O, 1) .On désigne para,bcetdle
abscisses respectives ( c’est-a-dire que : OA =a, OB =b, OC =c, OD =
On appelle birapport des 4 points A, B, C et D dans cet ordre et on note (ABCD,
CA DA
I’expression : (ABCD) =——— :(— .
CB DB
1°) Exprimer le birapport (ABCD) en fonction de a, b, cetd.
2°) Montrer que le birapport (ABCD) reste invariant si on inverse si
couples (AB) et (CD) ou lorsqu’on échange ces deux couples.
3°) L’ensemble ordonné des 4 points A, B C et D est dit consti
lorsque le birapport (ABCD) est égal a — 1 .On dit alors que
harmoniques par rapport a A et B.
a) Utiliser 2° pour montrer qu’alors les points A et
rapportaCet D .
b) Etablir la relation 2 (ab + cd) = (a + b)
c) En prenant I’origine O en A, démontrer

nt chacun des

division harmonique
ints C et D sont conjugués

ssi conjugués harmoniques par

ivante, dite de NEWTON :

d) En prenant I’origine O en
DESCARTES: IC . ID =1

[AB] , démontrer la relation suivante, dite de

ngueurs DF et EF .
A B

T 4 7
c/t %

F e
EX ? E
EXERCICE 157

Dans un triangle ABC, M; est un point du segment [AB] distinct des sommets A et B.

On construit les points My, M3, Ma, Ms et Mg tels que les droites (M1M,), (M2Ms), (M3My),
(M4Ms) et (MsMg) soient respectivement paralléles aux droites (BC), (AB), (AC),

(BC) et (AB).
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Démontrer que la droite (M1Mg) est paralléle & (AC).
A

A
My E

C M,

EXERCICE 158 Théoréme de Pappus
(EB) est parallele a (CF) et (BG) est parallele a (AF) . Montrer que (AE) est parall

4 Sali A

=
;j/"'\\

EXERCICE 159
Etant donnés deux nombres positifsa et b, o
(AB) et (CD) et J le projeté de | sur [B

1

1 1
Montrerque.IJ =2 b

n trapeze convexe ABCD de bases
ction des droites (AB) et (CD) .

e EXERCICE 160
ABC est un triangle et
respectivement les dr

gravité. Une droite D , ne contenant pas G, coupe
B)et (GC)en M, N, P.
GC

t D ' deux droites sécantes en O. Soit A une droite ne passant pas par O et qui coupe
D 'en B. Un point M de A se projette en E sur D parallelement a D ' et en en F sur
"parallelement a D .
OE OF
1°) Démontrer que : —— + —— =1.
OA OB
2°) Soient E et F deux points respectivement de D et D ' et vérifiant la relation :
OE OF
—— + —— = 1. Soit M le point tel que OEFM sot un parallélogramme .
OA OB

Démontrer que M est sur la droite A .




e TRAVAUX DIRIGES 2 : Théoremes de MENELAUS ET DE CEVA

1°) Théoréme de Ménélaus

a) Soit ABC un triangle. Une droite (D) coupe respectivement (BC), (CA) et (AB)
enA',B'et C'. Soit C1 le projeté de C sur (AB) paralléelement a (D).Comparer

A'B C'B B'C Cc'C,
les rapports —— et puis et
A'C Cc'C, B'A C'A
A'B B'C C'A
En déduire que : —— x—— x— =1.
A'C B'A C'B
b) Réciproquement, soient A', B', C'trois points situés respective rles

cotés (BC) , (CA) et (AB) du triangle ABC. On désigne par C " le

C"A
d’intersection de (A'B") avec (AB). En utilisant a) , comparer B
En déduire que C'=C ", puisque A', B 'et C ' sont alig
c) Conclusion : Pour trois points A',B"etC"'re ement situés sur

les c6tés (BC) , (CA) et (AB) d’un triangle ABC,

A',B’' C'alignés <

2°) Théoreme de Ceva
Soit ABC un triangle, A',B"', C'
(BC) , (CA) et (AB) du triangle.
a) On suppose que les droites
En utilisant le théoreme d

B") et (CC") sont paralléles.
montrer que :

C'A

C'B
b) On suppose qu

point Q. Appliqu
puis au tria

me de Ménélais au triangle ACA' coupé par (BQB")

oupé par (CQC"). En déduire que :
A'B B'C C'A

= x =—1.

A'C B'A C'B

= — 1 . Soit C " le point d’intersection de (AB) avec la

paralléle menée par C a (AA"). En utilisant a) , conclure que C" =C".

d) On suppose que les droites (AA") et (BB') se coupent en Q et que :

A'B B'C C'A

—— X —— x—— = — 1. Ladroite (QC) coupe (AB) en C ".En utilisant
A'C B'A C'B (QC) pe (AB)

b), conclure que C'=C".
e) Conclusion : Pour trois points A ', B ' et C ' respectivement situés sur
les c6tés (BC) , (CA) et (AB) d’un triangle ABC, on a :
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A'B B'C C'A (
=< < ==1< AA"Y) , (BB") et (CC") sont
C = B (AAY) , (BB") et (CCY)

concourantes ou paralléles ) .

3°) APPLICATION : La droite de Newton

Les notations sont les mémes qu’au 2°.

Soient (A) une droite qui coupe les cotés (BC), (CA) et (AB)en A',B'etC"
respectivement, et A;, B;, C; les milieux respectifs de [AA"] , [BB'] et [CC'].
Soient 14, I, et I3 les milieux respectifs de [B'C'] , [C'A] et [AB'].
a) Montrer que Al, =% AC' et Al, =% AB' .

En déduire que les points A4, I, et I3 sont alignés.

b) Montrer, de fagcon analogue, que B, I3, I, , d’'une part, et Cy, |
alignés.
c) Appliquer le théoréme de Ménélaius au triangle AB'C' coup a droite

portant les points A', B et C et établir la relation :
Al Cily B.ly
x x
Al Cily B.ls

d) Conclure que les trois points A;, B; et C; so
La droite qui porte ces trois points est appelée
complet formé par le triangle ABC et la droi
N.B On appelle quadrilatére compl
deux a deux concourantes. (AA'
quadrilatere complet. Le résult
aussi en disant que les milie
sont alignés.

e Newton du guadrilatére

formée par quatre droites
C") sont les diagonales du
vient de démontrer s’énonce
iagonales d’un quadrilatére complet

EXERCICE 162

1°) Démontrer que le t milieu du segment [AB] si et seulement si : IA+IB =0
2°) Avec les mé qu’au 1°, démontrer que :
1
—EATB) et que MA +MB =2 Mi .

gle, E le milieu de [AB], F le milieu de [AC] .Démontrer que :

1
. En déduire que : a) (EF)// (BC) b) EF= > BC (Théoréme de la droite des milieux)

A, B, Cet D 4 points, | le milieu de [AC], J le milieu de [BD] .

Démontrer que 2 1J = AB +CD .
Comment choisir le quadrilatére ABCD pour que | et J soient confondus ?
5°) Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que :

a) | MA +MB || = | AC | b)||MA +MB || =2McC
— . . —
¢) MA + MB a méme direction que BC .

EXERCICE 163
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Soient ABCD et AECF des parallélogrammes . Que peut-on dire des vecteurs BE etFD?

EXERCICE 164
Soient A, B, C et D des points du plan et | et J les milieux respectifs de [AC] et [BD] .

, —> — —> — —>
Démontrer que :AB +CD =AD +CB =2 1J .

EXERCICE 165
— — 6)

Soient ABC un triangle dont O est le centre de gravité . Si OA +0B +0C =
on dire du triangle ABC ?

EXERCICE 166

. —_ — —
Soient u , v et w 3 vecteurs tels que :

UV W =0 [V l=alo W =

, - - — . . — —
Démontrer que u , v ,w sontcolinéaires. Exprimer v et w e de u
EXERCICE 167
On donne un triangle ABC et les milieux respectifs A', B 'e [BC], [CA] et [AB] . Un

point M quelconque étant donné, on considere les poi
—> —
MN = CC' et
1°) Démontrer que les droites (NP) et (AA")
2°) Soit | le milieu de [NP] . Compare
En déduire que les droites (M) et (BC

EXERCICE 168
On consideére deux triangles AB

"et leurs centres de gravité respectifsGet G '.

_)
'=3GG'.
saire te suffisante pour que les triangles aient méme centre

1°) Démontrer que :
2°) En déduire une ¢

de gravité.

3°) Comparer G et cas suivants :

a)A',B'et ilieux respectifs de [BC], [CA] et [AB] .
b)A', B espectivement les points définis par :

— — —> — —> . ,
'=tBC ; CB'=tCA ; AC' =t AB , out est unréel non nul.

3
gure avect:E).

E 169
Soient A, B, C et D 4 points du plan. A tout réel t, on associe les points M et N tels que :

— — — —
AM =tAB et DN =tDC
; — — —
1°) Démontrer que MN =t BC + (1 —t) AD
. . — — —
2°) On suppose désormais que : BC =3AD etonnote AD = || AD | =a.

Exprimer le vecteur MR en fonction de t et AD puis la distance MN en fonctionde teta .
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7
3°) Pour quelles valeurs de ta-t-on:a) M=N? b) MN = 5@ ?

EXERCICE 170
ABCD est un quadrilatere.

1°) I et J sont les milieux de [AB] et [CD]. Démontrer que : 2 1J = AD +B
—> —> —> —>
2°) PetUsonttelsque: AP = UP= UD ,RetVsonttelsque:BR = RV = VC,

—> — —>
SetKsonttelsque: IS = SK= KJ.
Démontrer que S est le milieu de [PR] et K celui de [UV).

EXERCICE 171 : Droite et cercle d’Euler d’un triangle
Soit ABC u triangle, A', B 'et C ' les milieux respectifs de [BC], [CA] et [
du cercle circonscrit et G le centre de gravite.

e centre

1°) Montrer qu’il existe un point H unique tel que OH =O0A +0
_)

—> —> — —> —
2°) Montrer que AH =20A" ;BH =20B' ;CH =20C
3°) Démontrer que H est I’orthocentre du triangle ABC.

4°) En utilisant la relation GA +GB +GC = 0 ,d
En déduire que les trois points O, G et H sont alignés.
(La droite portant ces trois points est appelée dro

5°) Soit A; le symétrique de A par rapport a ieu de [HA,] .

—> —>

Démontrer que 2 Ol = AH , puis que |
par rapporta A" .

6°) Déduire de la question précéden
I’orthocentre par rapport aux mihi
circonscrit » .

7°) Soit o I’isobarycentre de

clure que A; est aussi le symétrique de H

éme suivant : « Les symétrigues de
Otés du triangle appartiennent au cercle

t H et U le milieu de [HA], V le milieu de [HB], W le

points d’Euler)
ation (1) que o est le milieu de [OH] .

— —> 1 — — — 1 -
mV:—mB'=§OB; coW:—coC'=§ C .
lieux A", B et C'etles points d’Euler U, V et W appartiennent au
admettant pour rayon la moitié du rayon du cercle circonscrit au triangle .
que ce cercle passe par les points o, et vy, intersections respectives des

AH) , (BH) et (CH) avec les c6tés [BC], [CA] et [AB] ( cercle des neuf points) .

cercle

e EXERCICE 172 Droites concourantes
C est un cercle de centre O et A, B, C et D sont quatre points de ce cercle, tels que ABCD
ne soit pas un trapéze.
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) passant
nQ.Les

1°) P et Q sont les milieux respectifs de [AB] et [CD] . La perpendicu
par P coupe (CD) en P, la perpendiculaire a (AB) passant par Q coup
droites (PP;) et (QQ1) se coupent en I.

a) Démontrer que OPIQ est un parallélogramme et que OP A +0B )

. 1
b) En déduire que : Cﬁ):z (OTA) +OB +0C +

2°) Ret S sont les milieux respectifs de [BC] et [AD]

S coupe (BC) en Sy, la perpendiculaire a (AD) pa:

(RR;) et (SS;) se coupent en J.
Démontrer que les points | et J son

erpendiculaire a (BC) passant par
R coupe (AD) en R; . Les droites

Wittenbauer

rtage chacun des cotés [AB], [BC] , [CD] et [DA]
t on joint deux a deux les points obtenus, comme
adrilatére PQRS.

e EXERCICE 173 Le parallélogr
ABCD est un quadrilatére con
en trois segments de méme lon
indiqué sur la figure. On obt

1°) Démontrer que le quadrilatére PQRS est un parallélogramme.
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2°) 1 est le point d’intersection des diagonales (AC) et (BD) du quadrilatere ABCD.

2 2
Démontrer que '3 IA + 3 IB=IP. Q)
3°) O est le centre du parallélogramme PQRS et G est I’isobarycentre du quadrilatére ABCD.

, — 4 -
Démontrer que : 10 =3 IG .

Indication : on peut donner des relations comparables a la relation (1) pour les vecteurs 1Q ,

IR , IS et utiliser ensuite la définition de I’isobarycentre.
4°) A quelle condition le centre O du parallélogramme PQRS est-il confondu avec
I’isobarycentre G du quadrilatere ABCD ?

REPERES DU PLAN. EQUATIONS DE DROITES

EXERCICE 174
Etant donné un triangle ABC, soient les points M et N definis par :

— 1 — — —> — 1 >
AM =5 AB —AC e AN =—AB 5 AC .

1°) Montrer que (MN) est paralléle a (BC) .

-

2°) Donner les coordonnées de M et N dans les repér , AC ) puis (B, BA,BC ).

3°) On définit maintenant les points M et N par :

— 1 — — —>
AM=> AB +(1—KAC et AN =(1

> AC (keR).

a) Exprimer MR en fonction de BC .
b) Déterminer k pour que BCMN soi

EXERCICE 175
Soient A, B, C non alignés. |
enMet (AC)enN. P
Déterminer I’ensembl

de [BC]. A une droite passant par | et qui coupe (AB)
mun a (BN) et (CM).
quand A pivote autour de I en restant secante a (AB) et

— —
re (A,AB,AC) .

et deux points C et D alignés avec O. Un point M de la droite (AB) est
upe (OA) en N et (MD) coupe (OB) en P.

ue la droite (NP) passe par un point fixe.

ourra rapporter le plan a un repére bien choisi.

ABCD est un parallélogramme. Une paralléle a (AB) coupe (AD) en | et (BC) en J ; une
paralléle & (AD) coupe (AB) enE et (CD) en F .

On se propose de montrer que les droites (AC), (EJ) et (IF) sont soit paralléles, soit
concourantes.
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1°) Faire une figure sur laquelle les droites (AC), (EJ) et (IF) sont paralleles.

2°) On choisit (A, AB ,AB ) pour repére.
a) Quelles sont les coordonnées de A, B, C, D ? Quelles sont les abscis
Quelles sont les ordonnées de E et F ?
b) On désigne par a I’abscisse de E et par b I’ordonnée de I.
Déterminer une équation cartésienne de chacune des droites (
c) Démontrer que si les droites (AC) et (IF) sont paralléles alors
(EJ) sont paralleles .
d) Démontrer que si les droites (AC) et (IF) sont sécantes
(IF) et (EJ) sont concourantes en O.
e) Conclure .

(EJ) .
oites (AC), (IF) et

, alors les droites (AC),

EXERCICE 178

Le plan est rapporté au repére ( O, i, j ' telsque:
o0 =41 + j, i '=3 =0 +2

. - -
1°) Démontrerque (O, 1 ', j ")
2°) Soit M de coordonneées (x
Calculer x et y ' en fonction d

premier repére, (X ',y ') dans le second repere.

EXERCICE 179
Soient A, B, C trois p

alignés du plan.
=(A AB,AC)et R ' =(B,BA,BC).

rdonnées (x, y) dans R et (x',y')dans R ".
ctiondex'ety"'.
emble des points du plan qui ont les mémes coordonnées dans les deux

On considére

Un point
Exprimer

E 180 Familles de droites

A) Déterminer suivant les valeurs du paramétre réel a , le nombre de solutions de I’équation :
(@a—2)x2+2(a—1)x + a+4=0, xétant I'inconnue réelle.

B) Le plan est rapporté au repére ( O, ne T ).

On considére I’ensemble D des droites (dy,) d’équations :

dm) :(M+m—2)x— (Mm+3)y— (m?>—5) =0, métant un parametre réel ,
et I’ensemble A des droites (3,) d’équations :

(0a) :ax+(@a—2)y— 6 (a— 1) =0, a étant un paramétre reel .

1°) a) Déterminer et construire les droites de D paralléles aux axes.
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b) Démontrer que toutes les droites de D passent par un point fixe A que I’on déterminera.
2°) a) Determiner et construire les droites de A paralléles aux axes.

b) Démontrer que toutes les droites de A passent par un point fixe C que I’on déterminera.

c) Discuter suivant la position d’un point My (Xo , Yo) dans le plan, le nombre de droites de A
passant par M.

En déduire que I’ensemble des droites A est I’ensemble des droites passant par C privé d’une
droite que I’on précisera.

3°) En prenant a pour paramétre réel et m pour inconnue, discuter suivant les valeurs de a
I’existence de droites (dm) paralléles a une droite (85) donnée.

En déduire que I’ensemble D ne représente qu’une partie des droites passant par A.
4°) Pour quelles valeurs de a et m les droites (dm) et (84) sont-elles confondues ?
5°) Les droites (d;) et (52) se coupent en B. Les droites (o) et (ds) se coupent e
Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ?

BARYCENTRES

EXERCICE 181

Soit ABCD un parallélogramme non aplati.
1°) Déterminer b et c réels tels que D soit le barycentre de {(
2°) Lesrées b et c ayant les valeurs obtenues et H désignan
parallélogramme,déterminer h, réel, pour que le bary
{(A,1)(B,b)(C,c)(H, h)}soit le milieu du seg

,b)(C, 0}

re du

EXERCICE 182
Soient A, B, C points non alignés du plan, G

M un point quelconque du plan. soient teurs U =MA+2MB —MC et
vV =2MA —MB — MC.

1°) Déterminer I’ensemble ints M du plan pour lesquels u et v sont

colinéaires.

— —
2°) Déterminer I’ens es points M du plan pour lesquels || u” || =] v || -

EXERCICE
ABC est
aux milie

est un point du plan. P, Q, R sont les symétriques de M par rapport
“C1 des cotés [BC] , [CA] et [AB] du triangle. G et K sont les centres de
les ABC et PQR.

rque MP = MB +MC .En déduire que MA + MP =3 MG .

. — . .
er en fonction de MG , une expression de chacun des vecteurs suivants :

MB+MQ, MC +MR, MA+MB +MC, MP +MQ +MR
Démontrer que G est le milieu de [MK] .
3°) a) Démontrer que les triangles ABC et PQR ont leurs cotés paralléles deux a deux.

b) Démontrer que PK=GA.
4°) Les droites (AP) et (MG) se coupent en L.

a) Préciser la position de L sur chacune des droites (AP) et (MG).

b) En déduire que les milieux des segments [AP] , [BQ] et [CR] sont confondus.
Quelle est la position relative des points M, G, K et L sur la droite (MK) ?
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EXERCICE 184
Soient A, B, C points du plan P

1°) Déterminer I’ensemble des points M de P tels que :

| 3MA —MB —MCE || = || —MA +3MB —MC | .
2°) Existe-t-il un point M de P tel que :

| 3MA —MB —MC || = || —MA +3MB —MC || = || — +3MC |2

3°) Déterminer I’ensemble des points M de P tels que :

| MA +MB +MC || = || 2MA —NB —NMC | .

EXERCICE 185
Soient A, B, C points non alignés et a, B, y r
barycentres suivants :

G barycentre de {(A,a)(B,p)(C,
G, barycentre de {(A,a)(B,—p
1°) Démontrer que les droites (AG;
2°) Démontrer que chacun de

les conditions d’existence des

arycentre de {(A,—a)(B,B)(C,y)}
G3 barycentre de {(A,a)(B,p)(C,vy)}.
(CGg) concourent en G.

iangle G1G,G3 passe par I’un des points A, B, C.

EXERCICE 186

Les points A, B, C so
Soit I le barycentre d
1°) Soit M le
Formuler une

alignés.
(B,—1)(C,1)}etJlebarycentrede {(A,—1)(C,2)}.
;) (B, B)(C,v)5.

cessaire et suffisante sur a, B, y pour que I, J, M soient alignés.

KB LA
pe (BC) en K et (AB) en L. Calculer C et

LB
et i pour que L soit le barycentrede {(1,A) (J, 1) }.

E 187

Soient A, B, C trois points non alignés du plan, I le milieu de [BC] et M le barycentre du
systéme {(A, o) (B, B)(C, 7} | 3

1°) Formuler une condition nécessaire et suffisante sur a, B, y pour que M vérifie
successivement :

a) AM est colinéaire a BC b) IM est colinéaire 3 AB .
2°) M satisfaisant a la fois aux conditions a) et b) , la droite (BM) coupe (AC) en J et la droite
(CM) coupe (AB) en K.

61



JA KA
Calculer les rapports— et——
JC KB

EXERCICE 188

Soit ABC un triangle et M un point strictement intérieur a ce triangle. Les droites (AM), (BM)

et (CM) coupent respectivement les cﬁtés [BC] , [CA] et [AB] du triangleen A" ,B'etC".
aire (MAB)

aire (MAC)

b) En déduire que A ' est le barycentre des pomts pondérés (B, aire (MAC) ) et (C , aire(M

2°) Soit G le barycentre des points pondérés (A, aire(MBC) (B, aire (MAC) ) et (C , aire

Démontrer que les points G et M sont confondus.

3°) Soient ABC un triangle, a, B, y réels strictement positifs et G le barycentre

{(A,a)(B,B)(C,y)}. Démontrer, en utilisant les deux questions précéd

aire(GBC) _ aire(GCA) _ aire(GAB)
o p Y '

4°) Application : Soit | le centre du cercle inscrit dans le triangle A

On pose : BC =a, CA =bet AB =c. En les résultats précéden

barycentre des points (A, a), (B, b) et (C, ).

5°) On suppose désormais que les angles du triangle sont aig

issue de A (donc Haest un point de [BC].

1°) a) Démontrer que :

t Ha le pied de la hauteur

rycentre de (B, tan B) et (C, tan C)
ycentre de (A, tan A) , (B, tan B) et

ta P
a) Prouverque: .~ = HAB en deduire que Hpaes

b) Etablir que I’orthocentre H du triangle A
(C,tanC) .

EXERCICE 189
Déterminer graphiquement, ou anal
centre d’inertie de chacune des

t dans un repére convenablement choisi, le
mogenes, d’épaisseur constante et négligeable,
suivantes :

3° € désigne le cercle
de rayon R.

! est le milieu

de [OA] ;

" :
= — R.
i . _“A
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4!]

ABCD est un carré de
COiE o,

[ est le milieu de [BC).
J est le milieu de [CD].

Cas 1 : On découpe le
triangle ICJ.

Cas 2 : On replie le
coin (nangulaire ICJ
sur la plaque ABLID.

-t d ey
i
5 -

B
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NGLESIORIENTES

Note pédagogigue : Ce chapitre sert d’introduction a la trigonométrie et au produit scalaire.
La notion d’angle de vecteurs n’est définie qu’apres I’introduction des abscisses curvilignes
sue le cercle orienté et des mesures d’arcs orientés. Cette facon de procéder a I’avantage,
nous semble-t-il, de familiariser dés le début I’éléve a la lecture des propriéts angulaires sur
le cercle trigonométrique, aptitude dont I’importance fondamentale se révélera plus t
quand il s’agira de résoudre des inéquations trigonométriques.
Les lignes trigonométriques (cosinus et sinus) d’un angle orienté sont tout justeg
Leurs propriétés ne seront abordées que dans le chapitre « Trignométrie »,
produit scalaire, afin de pouvoir justifier rigoureusement certaines formul

Orientation du plan
Sur un cercle, il ny a que deux sens de parcours possibles.
Orienter le cercle, c’est choisir une fois pour toutes I’un de
choisi est généralement le sens contraire des aiguilles d’un
trigonométrique. I’autre est dit indirect.

Orienter le plan, c’est orienter de la méme fagon t
Dans le plan orienté, on appelle cercle trigonométr
rayon 1 sur lequel on a choisi un autre point |

40
/

parcours : le sens
, sens dit direct ou

les du plan.
ercle C de centre O et de
gine des arcs.

Abscisse curviligne
A tout point M du

nes de M (cette association peut étre concue, par exemple, en
sur le cercle le fil constitué par la tangenteen 1a C ).

Un arc orienté est un couple (M, N) de points du cercle trigopnométrique . On le note
MN . Soit X une abscisse curviligne de M et xy une abscisse curviligne de N. On dit que
Xm — Xy €st une mesure en radians de I’arc orienté MN .

Les mesures en radians d’un méme arc orienté MN différent entre elles d’un multiple
de 2z . Si x est I’une d’elles, on note : mes MN = x [2#] .

Il existe une et une seule mesure en radians de I’arc MN appartenanta] —a;n]:on
dit que c’est la mesure principale de I’arc orienté.
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Angle d’un couple de vecteurs

. —> —> . . N . —>
Soit d’abord (u”, v’ ) un couple de vecteurs unitaires (c’est-a-dire tel que || u” || =1et

| V|| =1. Il existe des points M et N du cercle trigonométrique C , uniques, tels
que :

— — — — . ==
OM = u et ON = v . On appelle mesure en radians de I’angle de vecteurs (u,v) toute
mesure en radians de I’arc orienté¢ MN . On la note (ﬁ,\?)

ﬁ
u

. . — — —
Soit maintenant (u , v ) un couple de vecteurs quelconque. Posons u *=

—_—
V ]

—> —> . . T
=—_ . Alors u "et v 'sontunitaires et par definition :
vl

Propriétes :
— — —

e Pour tous vecteursnonnuls u , v et w ,onalare

Chasles : (ﬁ,\?) + (Q,Vv) = (G,Vv) [2n] .

e (v.u)=—(u.v) @M

uivante, dite de

—=  —» -  —
e Cu.v)=(u.v)+mn 2n)
— — -
o (kwu kEv)=({u_.v) (27) (pour tout &= 0)

— — - —
En particulier (k=—-1):(—w . —v d={u .v ) (2

Bases et repéres orthonormes (ou orthonormaux) directs et indirects

Un repére (O, 1_} ) {ou une base (r_u;'_ 1) est orthonormal(e) direct lorsque :
_}

= - = T
Nill=ll7ll=1et (f',j}=5 (2m)

Un repére ((.7.7 ) (ou une base (7.7 )) est orthonormal(e) indirect lorsque :

= - - = T
ill=lJll=1let (7.7)=—2 @m

Definition : Soit M un pomt du cercle trigonométrique tel que x soit une mesure en radian de l'angle orienté
J

- =
(OI.OM). Alors :

- =
* cos x est l'abscisse de M dans le repere (O, O ,OJ)

. a COsX
* sin x est l'ordonnée de M dans ce méme repére.
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Soit U’ (a, b) dans la base orthonormée directe ( i , T ). Soit © une mesure de I’angle

(i, u).Ona:za=|u | cos® etb=|u |sine.

Dans cette section, sauf mention expresse du contraire, C désigne le cercle trigonométrique,
T

. . - . 3
I,J,1',J"les points de C d’abscisses curvilignes respectives 0, o T et% modulo 2x .

ABSCISSES CURVILIGNES. MESURES D’UN ARC ORIENTE

EXERCICE 190
L’ennéagone régulier ABCDEFGHI est tracé sur le cercle trigonométrique
le point origine de C . Donner, pour chacun des sommets de I’ennéagone, |
curviligne appartenanta] — n ; ] .

EXERCICE 191
Placer sur le cercle tri

s points d’abscisses curvilignes :

b8 5n 27
10xn,—71n, — "—6' "6 ' 3
knt 0 oL 6kn w 2kn
2 (k+l3. g7 347

quecas,ona:«x=Yy [2x] ».

21 8n 5n 3n 5n 43n
D)x=73 . y=3  OX=—Tg . y=y AX=—p Y,

= . 2 7
On considére trois points A, B et C de C tels que mes AB = — gﬂ: et mes AC = 1_7(1): :
Quelle est la mesure principale de BC ? de CB ?

EXERCICE 194
4n
5}
appartenanta] —n;n].

Sachant que — = est une mesure de I’arc orienté J' M , donner I’abscisse curviligne de M
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EXERCICE 195
On considere la figure ci-apres :

| =
S E]

AT

I 110

a) —7 b) —3 Ok d)= .

(N.B. «arcs orientés de la figure » signifie arcs orien
points I, J,1',J", AetB.

es extrémités sont parmi les six

EXERCICE 196
9 7

On donneA(Tﬂ: ) et B(—?ﬂ: ). Qu

d’extrémités A et B ?

ueur du « petit » arc géométrique

ANGLES ORIENTES

EXERCICE 197

Sur le cercle trigono ndonne le point A(—7 ).

- 5
curviligne de M. b) L’arc JM a pour mesure Tﬂ:
On considere sur le cercle trigonométrique les points A (% )etB( —% ).

Deux points M et N de C sont tels que : (O_A) , OM ) = (O_I)B , ON ).
Montrer que (O_I\)/I , ON ) admet pour mesure —g .
1: On pourra introduire les abscisses curvilignesde M et N .

EXERCICE 199
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Le triangle ABC étant donné, on désigne par o une mesure de I’angle (ATB)  AC ).
Exprimer en fonction de o une mesure de chacun des angles suivants :

(BA,AC), (AC,AB), (CA,AB)et (CA,BA).

EXERCICE 200
. .. . = 08
ABC est un triangle et I est le milieu de [BC]. On sait que (L4 . IB) = 3

Déterminer la mesure principale des angles orientés suivants :

- — - — — —
(Al .IB) :(AI.IC) : (I4.CB)
A
3
B C

EXERCICE 201

ABCD est un parallelogramme de centre O.

e
1. Démontrer que (4B, AD)+(CB,CD) =0.

2. Quelle propriéte du parallélogramme a-t-on démontreé ? 0
- = o
3. On suppose que (4B, 4D) = i
Déterminer la mesure principale des angles orientés suvants : 5
e T T
(CD.CB),(B4.DA);(DC.DA);(BC,DA)
L5 esde(?,?),(v_v),v)),(?,v_v)) sontrespectivementE ,—% et%
Donner une mesure de ( u , K ).

EXERCICE 203
Vérifier que, dans chaque cas, on peut trouver un réel x appartenant a [0 ;g ]

tel que a = x [2n ] .Quelle interprétation géométrique en résulte-t-il pour le point M de C
d’abscisse curviligne a ?
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4
a) =497 b)a=—l—gn;

c)a=143n; doa=—216%x.

EXERCICE 204

Donner la mesure principale associée a chaque mesure (d’un angle ou d’un arc) exprimée en
radians :

202 95 951 1 1

M= W WI— W 03 — T a4=(l+§+§)n; as =10; os=2006 .
n 13xn _ 2007x AL

W= 0gT— 5 i @T T o= 5

EXERCICE 205

. - 21
Soit un angle a dont la mesure principale est 3

Trouver la mesure de a appartenant a I’intervalle | — n + 2kn ; © + 2kn
a)k=2 b)k=—1 c)k=25

EXERCICE 206
on donne les mesures a. et o' des anglesaeta'. Trouver lam

2a—3a’ .
a,a',a+a',a—a',—4 dans les cas suivants:
T 3 21w 8xn 11z
a)oc—3 eta’'="7 b)oa=— 4 fta'=— a=—7 eta'= — 5

EXERCICE 207

Soient u et v deux vecteurs no une mesure de I’angle orienté (u , v ).

Dans chacun des cas suivants,

1°) de donner la mesure princi a plus petite mesure positive de I’angle ( u , v )

2°) de donner la mes , de I’'angle géométrique AOB ,si u =OA et v =0B.

— 43n 231w L 491
T;d)x: 6 ce)x=—y 5 Ox=7

il A

e/

F

%
Par lecture graphique, donner une mesure des angles orientés :

(AB,BC), (DE,DC), (DE, EF ) et (BC, EF).

EXERCICE 209
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A I’aide des données de la figure ci-apres, déterminer une mesure des angles orientés
suivants : (DG, BA ) : (DA, DB ) ; (CB,DC) et (BC,DA).

| Terracher géométrie p. 92 |

EXERCICE 210
ABC est un triangle équilatéral ; ADC et AEB sont des triangle rectangles isoceles.

A
£ D

s

B o
Donner la mesure principale, en radians, des angles orientés suivants :

EXERCICE 211
Reprendre I’exercice precédent avec un hexagone régulier A
trigonométrique.

—

d) (A0, CO):;

!
!
!
|
!
|
!
|
|
!

1°)a) (O

>
vs!

OB); b)(OE,OB); <¢)(AH,FE); d)(DE,AE); e) (FE,FA);
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2°) a) (AE ,AF): b)(AF,AG); c¢)(AE,AH).

EXERCICE 213
Dans chacun des cas suivants, dessiner le cercle trigonométrique C , puis colorier sur ce

cercle le lieu des points M tel que la mesure de I’angle orienté (ﬁ) , OM ) appartienne a
I’intervalle donné :

1°) a)]—%-%];b)[O;%[; c)]—% 54[ d)[— —%]U[g?%ﬂ]
) Al EE D) —F o Bl my—%q_g[u[f

5n

T 11z 173n 233xn
¥) @l—% i—g[iD)]—F 5[ -

1?[1(:)[3 14[1

e M

EXERCICE 214
Soient A et B deux points distincts de P . Représenter I’ensembles

oints M tels que :

a)(AT’a,AT\’/l) [2z]; b) — estunemesurede(MA M AM , AB ) = 0 [x]
d)(m,I\TB):n.

EXERCICE 215
Placer les points M du cercle trigonométriq
a) 4x=5 +2kn (ke Z) b)3x=

_A),O_I\)/I):x, lorsque :
€/) c)5x=n++2kn (kelZ)

C)4x=kn (ke Z)
BASES ET REPERES OR RMES DIRECTS

EXERCICE 216

, J ) une base orthonormale directe. les bases suivantes sont-elles directes ou
indirectes ?

(7, T)? B(—1,7)?2(—j.,—1)?

EXERCICE 217

e . — —
Soit (i, j ) une base orthonormale directe et u” le vecteurtelque: || u || =2 et

- s . . . — -
(i,u ):—§.Determ|ner les coordonnéesde u danslabase (i , j ).
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EXERCICE 218

s dire g " — .
Soit (i , j ) une base orthonormale directe. le vecteur u a pour coordonnéees

(—1; —\/§ ) . Déterminer la mesure principale des angles ( e u ) et (T ) U’) :

EXERCICE 219

Dans une base orthonormale directe (i , j ), on considére le vecteur u .
Déterminer une valeur approchée, en radians, & 10~ prés par défaut, de la mesure pri

de I'angle ( i , u ) dans chacun des cas suivants :
a) U(3:—5 b)u(—2;:—7).

EXERCICE 220

Le point O est soumis a la force F, d’intensité 3 N telle que (i, F, )

d’intensité 4 N telle que (i_) . F,)

La force résultante est F = F,

1°) Déterminer les coordonng dans la base ( i , T ).
2°) En déduire I’inte
de angle (7 ,F ).

EXERCICE

- \ _) ~
" le vecteur directement orthogonala u et de méme norme.
. , —
iner les coordonnéesde u .

b) Calculer cos(?', 7)et en déduire sin ( U), 7).
U,V

3°) Donner la valeur arrondie, en radians, & 102 prés, de la mesure principale de (u”,

).
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RODUIT

Note pédagogigue : Apres des exercices de mise en ceuvre destinés a maitriser la définition et
les propriétés opératoires du produit scalaire, nous proposons de nombreuses situations ou le
produit scalaire est utilisé pour résoudre des problémes de geométrie (exercices 231 a 244).
Les lignes de niveau sont illustrées en détail : les exercices 246 et 247 constituent des
résumés des principaux cas que les éleves peuvent rencontrer. Les équations de cercles font
I’objet de deux exercices. Enfin, nous présentons deux themes classiques : les relatio
métriques dans un triangle rectangle et la puissance d’un point par rapport a un ¢

Définition : Etant donnés deux vecteurs u et v , on appelle produit s ces

7 7 — — ¥+ 3 = 7
deux vecteurs le réel noté u . v et défini de I'une des manieres é
suivantes :

) 0V = [0 |V e | =V ]

b) Si A, B, C sont trois points telsque u =AB et v

—

— — — —— — .
u.v =AB.AC= AB . AH ,ouHestlepr ogonal de C sur (AB) .

LW (Linéarité par rapport a la premiere variable)

LW (Linéarité par rapport a la seconde variable)

- -
u . V)
— — — , = ; ; ) —
u = u |?; . U estnoté u ®et appelé carré scalaire du vecteur u .

=7 7 Ve - - _) _)
Propriétes du carré scalaire : Quels que soient les vecteurs u et v :

1°)(?+7)2: W2+20 .V + V2

— -
—2U .V +vV

— —
):UZ—VZ
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) (U +V 2+ (u =V 2=2(]| U |2+ || V' ||2) (1dentité du parallélogramme)
59| U . v < || u | x|V | (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

6°) [u +V <0 ||+ V] (inégalité de Minkowsky)

Expression du produit scalaire dans une base orthonormée directe

Dans le plan orienté muni d’une base orthonormée directe ( i , T ), soit v (x,y)et

— — —
v (X',y).Alors: u . v =xx"+yy'.

e S — — - -
Onaaussi: U . v =] u | x| v | xcos(u', v

).

Orthogonalité
— — ] . >

Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulementsi u .

D:ax+by+c=0 D:y:mx+p}

D1lD < aa +bb' =0
D":a'x+by+c'=0 D':y=m'x+p’

Un vecteur normal & une droite D est un vecteur orthogo vecteur directeur de

D . En repére orthonormé :

u (a, b) est un vecteur normala D :ax+by+c
La distance d’un point A (X, , Yo) @ une droite
distance AH, ou H est le projeté orthogon

ation: ax+ by +c=0, quiest la
D , est donnée par :

d (Mo

Lignes de niveau

On appelle fonction scalaire toute fonctionf: P - R .

On appelle ligne de
plan tels que : f (M)

) de la fonction scalaire f I’ensemble des points M du

— Lignes de .OM :

Soit D | par O et de vecteur directeur u

. OM = k} est une droite A perpendiculaire 8 D en H tel que :
—_— K

Soit I le milieu de [AB] .

{MeP /MA2— MB2=k}est ladroite perpendiculaire & (AB) en H tel que :
— K

— Lignes de niveau de M —~ MA2? + MB?
Soit I le milieu de [AB] .
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2

AB AB?
IMeP /MA2+ MB2=k}est & sik<—, réduita {1} sik=—"",

2
2k — AB? AB?
le cercle C (1, Ysik>—F—.
2 2
— Lignes de niveau de M ~ a MA2 + # MB? (a + f)#0
_ 2 4 2
Soit G le barycentre de {(A,a)(B,B)}.Posons)Fk U“G‘:-'-BB GB

IMeP /aMA2+BMB2=k}est & si k<0, réduita{G}sir=0, lecercle C (G,\ﬂ)
si A>0.

— Lignes de niveau de M — MA . MB
AB?

Soit I le mileu de [AB]. Posons A = K+~

iMmeP INIA . MIB = k}est & sia<O, réduita{l}sir=0,lecer
A >0.Sik=0, cet ensemble n’est autre que le cercle de diamétre
N.B. Les formules de cette section ne doivent pas étre retenues par

retrouver en développant des carrés scalaires et en utilisant le
barycentre.

n doit savoir les
du milieu ou du

Formules de la médiane

Soit MAB un triangle et | le mileu de [AB]. Onaa
1° MA2+ MB2=2 MI2+%

elations suivantes :

2° MA2 — MB2=2 Ml . BA
AB?

3°MA . MB =Mz — =~

Etude analytigue du cercle

onormé ( O, i_), T).
re Q (a, b)etderayon Rest:
(x —a)+(y—bp=Re
e de diamétre [AB], avec A(Xa , Ya) est :
— Xa) (X —Xg) + (Y — Ya) (Y—BQB)ZO-

o B? .
ax+By+y:0}est,enposantkzz — —vy,Jsir<0,

Le plan est muni d’
1° Une équation du

2° Une équati

3° {M (x

(—% ;—g)}sikzo, le cercle C (Q,x/i)si L>0.

etrouve ces résultats en écrivant OM2 = R2 (pour 1° ) , MA .MB = 0 (pour 2° ) et
ﬁ) _13_2

. . o o2
en utilisant la forme canonique : x>+ y? + ax + By +y= (X + > 2——0 +(y+
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EXERCICE 222

Calculer le produit scalaire AB .CD dans les figures ci-dessous :

TR i ! 1 e o S T
(B] H |
.f :. | |
E.‘E‘_ il N B!
Rt Lot i \
- ] .
i L ! J | ! !
R B
/,,//“""r i i | 1 1
B N { 1
."-" " [l | -
O ™S ,—"’f
- —
h, .dr; |
. f ™ n [

EXERCICE 223
Soit ABCD un carré de centre O tel que AB = 4.

—> —> — — — —> —
AB.BC, AB.CD, AB.AC, CD.

s produits scalaires :

—  —>

— —  —>
AC, DB.BC e AB.D

EXERCICE 224
ABC est un triangle isocele de som

— 2 5 — -  —
IB.IC, Bl .BC, Al .BC

— =
, AC. CI .

EXERCICE 225

Soit ABC un triangle
milieux respectifs d
Calculer les

], [AB] .

- -

—> — —
, OB.AA" et BC'.CB

e ci-dessous, ABC est un triangle isocéle de sommet A et ABIJ est un
ramme. On pose BC =a.

xprimer le produit scalaire BC . v en fonction de a dans chacun des cas suivants :

— — - — — — —
1°) v =BA 2°) v =JC 3°) v = Al 4°) v =ClI
— — — — — — — — — —
5°) v =BA + 0OJ 6°) v =2 Ol ) v=IA—Al 7°)v=Cl+0J.

= 4. Le point | est le milieu de [BC] . Calculer :

coté 6, O le centre de son cercle circonscrit, A', B', C' les
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EXERCICE 227

ABCD est un carré. 1, J, K, L sont les milieux respectifs des c6tés [AB], [BC], [C

du carré. Les droites (AJ) et (DI) se coupent en P, les droites (AJ) et (KB) se co

droites (CL) et (DI) se coupent en S, les droites (CL) et (KB) se coupenten R .
A R

. —> —
nction de DA et DB .

1°) a) Exprimer AJ en fonction de AB et AC , pui

—

b) En déduire que : AJ. DI =0.

—>

2°) a) Etablir que PS.ID=AL.A
b) En déduire I’expression de P

c) Montrer que le quadrilatér
du carré ABCD.

ion du cété a du carré ABCD.
est un carré et exprimer son aire en fonction de celle

EXERCICE 228

, - — —
Démontrer que quels tlesvecteurs u , v etw :

| w2+ ]| & v

(U VAW 2 [TV =W 2 | T =
vV o+ W ||2)
.

. — — — — —
r que quels que soient les vecteurs u et v :lesvecteurs u + v et u — v

sont orthogonaux si et seulement si u et v ontla méme norme.
Application : Soit un parallélogramme ABCD. Démontrer que les diagonales [AC] et [BD]
sont orthogonales si et seulement si AC = BD.

(Indication : On pourra poser AB = U et AD = Vv ).

EXERCICE 230
Soit ABCD un quadrilatére. Démontrer que I’'on a :

—

AB? + CD?2 — BC>— AD?2+2 AC .BD =0.
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En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que les diagonales (AC) et (BD) soient
perpendiculaires.

EXERCICE 231
Démontrer que quels que soient les points A, B, C, D :

- — - — - —>
DA BC + DB.CA +DC.AB=0.
Déduire de cette relation que les trois hauteurs d’un triangle sont concourantes.

EXERCICE 232
1°) Montrer que dans un triangle ABC d’orthocentre H, on a :

—

— — — —
HA.HB = HB.HC =HC .H
2°) Réciproguement, soit M un point tel que :

_)
M
Calculer les produits scalaires MA .CB , MB .CA etMC .AB.

EXERCICE 233
Soit ABC un triangle, H I’orthocentre, A", B, C' les projetés n onaux respectifs de A, B,
C sur le coté opposé.

i — —> , ——
1°) Utiliser BH .AC = 0 pour démontrer que : A'A

—

A

2°) Comparer les produits scalaires AR .

Démontrer que AH . AA" = A C .AB'.

3°) Démontrer de méme que : HA HB .HB' = HC . HC"' .

e EXERCICE 234
Démontrer que si AB nt deux triangles tels que :

la droite d; contenant gonale a (B'C")

la droite d, co gonale a (C'A")

la droite d; co orthogonale a (A'B") sont concourantes, alors
la droite A' et orthogonale a (BC)

la droite B' et orthogonale a (CA)

enant C' et orthogonale a (AB) sont concourantes .

d’abord que AC . B'C' =BC . A'C’ en utilisant le point de concours de dy, dz, ds.

2° Justifier I’existence d’un point Q" tel que : Q'A.B'C' = Q'B.C'A'=0

3° Démontrer alors que Q'C . A'B' = 0 et conclure.

EXERCICE 235
Le triangle OAB est rectangle en O. Une droite A passant par A coupe la hauteur (OH) en M

et le cercle de diamétre [AB] en N. Montrer que AM . AN = AO2.
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EXERCICE 236

Soit T le cercle de centre O circonscrit a un triangle ABC.

La hauteur issue de A coupe (BC)en A'etT enD.

Soit E le point diamétralement opposé a A sur I'. Montrer que :

— — — —
AB .AD =AC.AD =AE .AA".

EXERCICE 237
Dans le trapéze rectangle ABCD, la diagonale [AC] est orthogonale au c6té [BC].

En calculant de deux fagons le produit scalaire AB . AC , montrer que AC2 = AB x CD.

EXERCICE 238
Soit ABC un triangle équilatéral de c6té m .
1°) I est le barycentre de (B, 4 ) et (A, 1) et J le barycentre

2)et(A,3).

a) Calculer le produit scalaire Al . AC en foncti

b) Prouver que la droite (1J) est orthogonale a la
2°) Soit a, b, c trois réels. On désigne par K le ba
de(A,a+b—c)et(C,c).
Montrer que les droites (KL) et (AC)

C).
ede (A ,a)et(B,b)etparL celui

es si et seulementsib=2c.

EXERCICE 239
Soit ABCD un carré, | et J les milie
Montrer que la médiane issue

[AB] et [AD] .
ngle AID est une hauteur de triangle ABJ.

EXERCICE 240
Sur un cercle de centr
droites (BB ") et (

n r, on place quatre points A, B, A ' et B ' tels que les
rthogonales et sécantes en O.

1°) En utilisant le diamétre [AA" ], montrer que : OA .0A' =0Q2 — AQ? .

2°) Montrer que la médiane issue de O du triangle OAB est une hauteur de triangle OA ' B .

(On pourra prouver que (O_A) + OB ). AB =0 )
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EXERCICE 241
A I’extérieur d’un triangle ABC, on construit deux carreés.

—> — — —
1°) Montrerque CA.CB = —CD . CE .
2°) Montrer que les droites (AD) et (EB) sont orthogonales et

EXERCICE 242
A partir d’un triangle équilatéral ABE de c6té 2, on ¢

-

riangle BCG est équilatéral. En déduire BC .BG puis DA . EF.

déduire que les points D, E, G sont alignés.
2°) En utilisant le repere (A, AB , AD ), calculer DE . BF . Conclure.

EXERCICE 243

Soit ABCD un carreé de coté 6. | le barycentre de (A, 2) et (B, 1), Jceluide (A, 1) et (D, 2),
et K le point d’intersection des droites (ID) et (JC).

1°) Faire une figure.

Montrer que les droites (ID) et (JC) sont perpendiculaires.

- . . 1
2°) En utilisant un produit scalaire, montrer que : DK x DI =5 DA2,
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3°) Calculer les distances KD et KI.
4°) a) Soit L le projeté orthogonal de A sur la droite (DI).
A I’aide d’un produit scalaire, calculer IL, puis LK

- : . s O
b) En déduire la construction d’un carré de cote 5\110 .

EXERCICE 244
Soit un triangle ABC rectangle en A tel que AC =2 AB . on désigne par A" le milieu de [BC]
et par H le projeté orthogonal de A sur la droite (BC). Le point H se projette orthogon
en | sur (AB) et en J sur (AC).

Le but de I’exercice est de montrer que les droites (AA") et (1J) sont orthogonales.
1°) Calcul vectoriel

Etablir que AA' . 17 = 0. Conclure.
2°) Calcul analytique

— —> —

a)Onpose i =AB et j =
du plan.

b) Déterminer les coordonnées des points A, B, C et D

c) Déterminer une equation de la hauteur issue de A 3
Déterminer les coordonnées du point H , puis

d) Calculer AA'. 17 . Conclure.

-
|

N

—> . —
AC . Justifier que (A, i re orthonormal

)

un vecteur normal.
onnées des points | et J .

TRAVAUX DIRIGES 3 : REL
TRIANGLE RECTANGLE

RIQUES DANS UN

e démontrer que les six phrases suivantes sont
es :

st rectangle en A. (2) AB2 + AC2 = BC?2

1 [ -

=35 BC (4) AB2 = BH x BC

(5) AH2 = — HB x HC (6) AB x AC = AH x BC.

A) 1°) En utilisant deux écritures de BA . BC, justifier que les propriétés
« AB2 = BH x BC » et «ABC est rectangle en A » sont équivalentes.
2°) Démontrer qu’il est équivalent d’écrire :
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AB.AC=0 et AH2=— HB x HC .
3°) En donnant deux écritures de I'aire d’un triangle ABC, montrer que
(6) et (1) sont équivalentes.
4°) Déduire des égalités (2) et (6) que, si ABC est un triangle rectangle
1 1

= +
H? AB* AC?

en A de hauteur [AH), alors on a I'égalité :

B) ABC est un triangle rectangle en A. Calculer BH, AH et AA" .

A 2 B

C) Laire du triangle ABC étant égale a 80 unités d’aires gle est —
il rectangle ?

et b .Construire a la regle et

(Penser a utiliser une des
rectangle) .

D) On donne deux segments de lo

au compas un segment de lon
relations métriques dans un t&i

LIGNES DE NIVEAU

EXERCICE 245
Soient A, B deux pai ts tels que AB = 2a.
Déterminer I’ i

1°) MA?

—

)MAZ+MB2=3a2. 3°) MA=3MB 4°)AB .AM = — 2 a?

6°) MAZ + 3MB2 =4a?. 7°) MA?2 — 4MB? = 4a2.

points A, B, C et a, B, v des réels dont la somme n’est pas nulle. Soit G le
barycentre du systeme {(A,a) (B, B)(C,vy)}.
1°) Démontrer que, pour tout point M du plan :

a MA2+ B3 MB2+yMC2=(a+p +7) MG2+ a GA2 + f GB2? + y GC2.
2°) Les points A, B, C et les reels a, B, y étant fixés, déterminer I’ensemble des points M du
plan tels que : o MA2 + 3 MB2 + y MC2 = k, k réel fixé.
3°) Application : Soit ABC un triangle rectangle en A tel que BC = 2a et | le milieu de [BC].

a) Démontrer que G, défini par 4 GA —GB —GC = 0 estle symétrique de | par
rapport a A.
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b) Déterminer E , ensemble des points M du plan tels que :

4AMA? — MB? — MC? = —4a2 (on notera que A € E ) .
4°) Application : Soit a réel positif fixé et A, B, C points du plan tels que BC = 2a, CA = 3a,
AB =3a.
a) Déterminer G barycentre de {(A,—2) (B, 3)(C, 3)}.
b) Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que :
—2MA? + 3MB? + 3MC? = 5432

EXERCICE 247
Soient les points A, B, C et a, B, v des réels dont la somme est nulle.
1°) Démontrer que, pour tout point M du plan :

a) a MA +BMB +vMC estun vecteur fixe V .

b) a MA2 + B MB2 +y MC2=2 MA . V +  AB? + y AC?
2°) Les points A, B, C et les réels a, B, vy étant fixés (a + p +y =0), dét I’ensemble
des points M du plan tels que : a MAZ + 3 MB2 + y MC2 =k, k réel fi
3°) Application : Soit A, B, C points du plan tels que BC = 5a
positif fixe) . Déterminer I’ensemble des points M du plan tels

MA? + 2MB? + MC? = 5a2

B = 4a. (a réel

Construire cet ensemble.
4°) Application : Soit ABC un triangle équilatéral. D
plan tels que : — 2MA? + MB2 + MC2=0..

I’ensemble des points M du

EXERCICE 248
Soit ABC un triangle de centre de gra

. 1
1°) Etablir que : GA2 + GC? = > G

on pourra utiliser le théoreme de la médiane).

1

=3 (AB?+BC? + CA?)

du plan tels que :

B2+ MC2=BC?2+ CA?+ AB2?

2°) En déduire que : GA2+ G
3°) Quel est I’ensemb

EXERCICE

On donne un . Déterminer I’ensemble des points M , tels que :

IC ).AM = (MA — 2 MB +3MC ).BC

C

— 4MC).AM = (MA + MB + MC).AB

MB +MC).(AB + AC ) =0.
4°) (2 MA — 3MB + 4MC ).(MA — 3MB + 2MC ) = 0.

EXERCICE 250
On donne un rectangle ABCD tel que AB = a et AD = b et I’on considére I’application f de P

dans R, définie par : f : M — MA2 +MB2 + MC2 + MD?2 .

1°) Pour tout point M, démontrer que : f (M) =4 OM2 + h , ou O est le centre du rectangle et h
un réel que I’on exprimera en fonction de a et b.
2°) En déduire les lignes de niveau de I’application f .
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Comment choisir le réel k pour que la ligne de niveau k soit le cercle circonscrit au triangle ?

EXERCICE 251
Soit ABC un triangle rectangle en A, de centre de gravité G, et A’ le milieu du segment [BC].
On pose BC = a.

1°) Exprimer 4 GA .AA" en fonction de a.
2°) Exprimer GB2 +GC? en fonction de a.

En déduire que GA2 + GB2 + GC? :% a

3°) Prouver que, pour tout point M du plan, ona :
MA? + MB? + MC? = GA? + GB? + GC? + 3 MG2.
4°) Déterminer et représenter I’ensemble des points M du plan tels que :

3
MA2+MBZ+MC2=Za2.

EXERCICE 252
Soit ABC un triangle isocéle tel que: AB =AC =5 etBC=6.

1°) Montrer que AB.AC =7.
2°) Soit G le barycentrede { (A,2)(B,3)(C,3) }.Con
3°) Soit f I’application qui, a tout point M du plan, asseei

—> — — — —
f(M)=2MB.MC +MC.MA +MA.
Montrer que f (M) = f(G) + 4 MG?.
4°) Calculer f (A) et T (G) .
5°) Déterminer I’ensemble des points

G et montrer que AG = 3.

—

) = f (A) et représenter cet ensemble .

EXERCICE 253
Construire un triangle ABC tel

1°) Construire I’ensemble E
2°) Choisir k pour qu i
3°) Construire I’ense
4°y Onnote G I
donne.

a) Quelle
b) Choijsi

8, AC=5et BC =6. | est le milieu de [AB].
ts M tels que : MAZ + MB2 = 82.

au L « de la fonction f: M — MAZ2 + MB? passe par C.
points M tels que : 61 < MA?+ MB2< 82.
s points M tels que : MA? + MB? — 2MC? =k, ou k est un réel

que G ¢ passe par B, et construire G | dans ce cas particulier.

EQUATIONS DE CERCLES

EXERCICE 254

Le plan est rapporté a un repére orthonormal ( O, P : T ).
Soit E I’ensemble des points M (x ; y) du plan défini par :

X2+y2—2mx—4my+6m2—4=0avecmeR..
1°) Quelle est la nature de I’ensemble E  dans chacun des cas suivants :
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aym=07? bym=2? c)m=37?
2°) Peut-on déterminer le réel m pour que I’origine O du repére appartienne & I’ensemble E ?
3°) Existe-t-il un ensemble E  contenant le point H (4 ; — 2) ?

4°) pour quelles valeurs de m I’ensemble E est-t-il un cercle ? Préciser alors son centre Q et
son rayon r en fonction de m .

5°) Montrer que, lorsque m varie, I’ensemble des centres Q de ces cercles est un segment de
droite.

EXERCICE 255
Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation du ou des cercles déterming
conditions :

1°) C apour centre A(1, 1) et passe par B (2, 3) .
2°) C apour centre Q (2, 0) et est tangent a la droite d’équation x + y +
3°) C passepar A(1,0);B(0,2);C(1,2).

4°) C apour diamétre [AB] avec A (3,2) et B(—1,5).

5°) C estcirconscrit au triangle ABC avec A (2,3) ;B (—2, —

—1).

TRAVAUX DIRIGES 4 : PUISSANCE D’UN POI R RAPPORT A
UN CERCLE.

A) Puissance d’un point par rapport a rcle et lignes de niveau

Dans un plan P , soit un cercle C
point quelconque. On méne pa
en deux points A et B. A" est le

Q et de rayon R et M un

ante au cercle C qui le coupe
du cercle C diamétralement opposé a A.

blir que MA .MB = MA .MA' .

ontrer alors que MA .MB =QM2 — R=.

c) En déduire que ce produit scalaire est indépendant de la sécante
iIssue de M.

2°) On pose O(M) = QM2 — R2.
Le réel D(M) est appelé la puissance du point M par rapport au cercle C

a) Lorsque M est un point extérieur au cercle C , on considére la
tangente (MT) au cercle C en T.

Montrer que (M) = MT2.
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L

3°) Etudier le signe de ®(M) suivant la po le M dans le plan P .
4°) Soit L (la ligne de niveau k de I'appli
L « est donc I'ensemble des points

a) Discuter suivant les vale

b) Déterminer et, lorsqu’e

e O(M) = k.

nature de la ligne L .

3 _
—4R2 etk =0.

des points M du plan P tels que :
2 < O(M) < 3R2.
de les résultats suivants :

suivantes de k : k = —

c) Déterminer I'ens

On retiendra de ¢

ste, représenter L  pour les valeurs

de centre O et de rayon R, et M un point du plan.
de M par rapport au cercle C est :

O(M) = OM2 — R2.
toute sécante passant par M et coupant le cercle en A et B,

(M) = MA .MB
e SM est extérieur au cercle et (MT) est tangente en T au cercle C |
alors : d(M) = MT=2.

B) Axe radical de deux cercles

On considére deux cercles de centres distincts :C ; de centre Q; et de
rayon Ri, et C , de centre Q, et de rayon R..

DO:M - DW= QM2 — R2
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On note ®; (M), respectivement @, (M), les puissances de M par rapport
aux cercles C ;et C , .
1°) a) Montrer que I’ensemble A des points M du plan tels que
®; (M) = O, (M), est une droite perpendiculaire a la droite (Q1 Q>).

b) Cette droite est appelée axe radical des cercles C et C , .
Quel est I'axe radical de deux cercles sécants en AetB ?
2°) Construire A dans les cas suivants (on suppose que l'unité choisie est
le centimetre) :
a)R1:2, R.=5 et§21§22:7; b)R1:3, R=4 ethsz
3°) On considére maintenant trois cercles dont les centres sont di
et non alignés :

C 1 de centre Q; et de rayon Ry,

C , de centre Q, et de rayon Ry,

C 5 de centre Q3 et de rayon Ras.
Soit A; I'axe radical des cercles C et C 3,

A, I'axe radical des cercles C 1 et C 3,

A3 'axe radical des cercles C 1et C .
a) Montrer que les droites A;, A, et Az sont cong
Ce point est appelé centre radical des troisge
b) Application : construction de I'axe radic
aucun point commun.
Soit C ; et C , deux cercles de cent
avec : R; =3, R, =2 et ngz
En utilisant un cercle C 3 conve
I’axe radical de C ;et C .
Construire alors cet axe.
c) Démontrer que le cen

tes en un point O.
Cl,CzetC3.
deux cercles n'ayant
Q, et de rayons R; et R,

choisi, déterminer un point de

dical de trois cercles est soit intérieur aux
X trois cercles, soit sur les trois cercles.

cercles sont orthogonaux si, et seulement si,
ts et si leurs tangentes respectives en chaque point

1 un cercle de centre Q; et de rayon Rj.
C 2 un cercle de centre Q; et de rayon R;.

un encadrement de la distance Q1. de facon a ce que les cercles
C 1 et C , soient sécants.

2°) Le plan P est rapporté a un repére orthonormal ( O, i, T) .

On définit les cercles C ; et C , par les éguations cartésiennes suivantes :
Ci:x2+y2+4x —y—2=0¢et Cr:x2+y2—6x—6y—7=0.
a) Déterminer les coordonnées des points Q; et Q, et calculer Ry, puis Ra.
b) En utilisant la question 1° , montrer que C ; et C , sont sécants.
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c) Soit I et J les points d’intersection des cercles C ; et C ., | désignant le
point d’intersection d’abscisse nulle.

Déterminer les coordonnées de | et J.

d) Déterminer une équation de la tangente au cercle C ;en |, ainsi
gu’une équation de la tangente au cercle C > en I.

Montrer alors que C ; et C , sont orthogonaux.

e) Calculer la puissance du point Q; par rapport au cercle C , , et la
puissance du point Q, par rapport au cercle C ; .

Comparer les nombres obtenus.

f) Soit D Ia droite passant par Qi et paralléle & I'axe ( O, i_)) .

Donner les coordonnées des points d’intersection P; et Q; de le
cercle C 1, puis les coordonnées des points d’intersection P de D
avec le cercle C , .

Montrer alors que : le12 = Qlle = Ql—P)z - Ql—c)gz
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RIGONOETRIE

Note pédagogigue : L’importance fondamentale de la trigonométrie n’est plus & démontrer.
Sa maitrise fait partie des compétences requises pour pouvoir suivre convenablement les
cours en Terminale S. Les exercices 256 a 262 sont consacrées aux lignes trigonométriques et
a leurs propriétés, les exercices 263 a 270 aux équations et inéquations trigonométri
exercices 271 a 284 aux formules d’addition, enfin les exercices 285 a 293 a I’ utili
trigonométrie pour la résolution de problemes de géométrie.
Le théme classique « Relations métriques dans un triangle quelconque » es ns les
Travaux dirigés suivi d’exercices d’application.

Définition du radian
Le radian est une unité de mesure d’angles choisie de facon que
mesure = radians. On admet que la longueur d’un arc de ¢
mesure de I’angle au centre qui I’intercepte. Ainsi, un arc
d’angle a (en radians) a pour longueur L = Ra .

de rayon R et

L=Ra

Le tableau de proportionnalité ci- ermet de convertir un angle de x degrés en
un angle de x radians et inve

degres 180 X

radians T o

Définition d

\ JURT -
uni du repére orthonormé direct (O, i , j ).
du cercle trigonométrique C tel qu’une mesure de I’angle (CTI) , oM )

Ition, on appelle cosinus et sinus de x les coordonnées de M dans le repére

— — — — —
j)ou(O, 1, J)avecOl =i et OJ = j

SIS

[ Cos X
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Propriétés élémentaires du cosinus et du sinus

Pour tout réel x, on a:

1°)  —1<cosx<1l et —1<sinx<1

2°)  cos(x+2km)=cosx et sinx(x+2kr)=sinx (keZ)
3°) cos?x +sin2x=1

Formules des angles associés

cos(—x)=—o5 X
‘
sin( 5 X)=cosXx

sin(x —x) = sin x

cos(—x) = cos x

cos( + ) =—<os X

sin(—v) = —sin x

sin({ + ) =—sin x

sin X
On pose : tan x = oS X pour X #

cotanx—w our
“sinx Pou

Valeurs particuliéres du c sinus et de la tangente

X x I x
o 0 6 4 3 2
1 7
sin 0 = = e} 1
2 2 2
B n I
cos O 1 i \'l_’- E 0
2 2
tan o 0 ‘E 1 V3 NON DEFINIE !
)
L

Formules d’addition
cosfa—b)=cosacos b +sinasin b

cos{a + &) =cos a cos b — sin @ sin b
sin{a@—b)=sinacos b—cosasinb sin (@ + b) =sin @ cos b + cos a sin b

N +b) = tana+tanb N b) = tana —tanb
an (a )_l—tanatanb an (a — )_l+tanatanb




Formules de I’angle double et de I’angle moitié

cos 2a = cos- a — sin- a sin 2a =2 sin @ cas a
. 1+ cos 2a . 1 —cos 2a
cos2a=2cos2a—1=1—2sin2a < cosZa:T et smza:T
tanZa_m
“1—tan?a

, Cx oo a
N.B. On est parfois amené a écrire ces formules en remplacant a parsy .
Formules de factorisation

+ — +
cosp+cosq:2cos|02qcoslozq cosp—cosq:—ZSinF%{sin

+ — +
sinp+sinq:23in|02qcoslozq sinp—sinq:ZCospz—q

Formules de linéarisation

1
cosacosb :% [cos (a+Db)+cos(a—b)] sinasinb = > [cos cos (a + b)]

sinacosb :% [sin (a+Db)+sin(a

Equationscosx =aetsinx=a
Sian’appartient pasa[— 1 ; 1], alors ces équatio

Siae[—1;1], ellesen ont une infinité :

cosx=a & x=o+t2knoux=-a+2kn, ke d

sinx=a & x=o+2kmoux=n-a+2kn, kel

tanoa < X=a+kmn

de la forme cos > a, sin x > a ou tan x> a se résolvent
cercle trigonométrique.

Les inéquations trig
par lecture graphi

uivantes :
0sXx)2=2(1L+sinx) (1+cosx). 2°) cotan?x — COS? X = cotan? X COS? X .
COS X 1

= - ° 2 2 = . . —
X 1 +sinx 4%) tan® x + cotan” x Sin? X cos? X 2.
X +c0s®x) — 3 (sin* x + cos* x) + 1 =0

1 1

°) 5in2 X — sin2 v = —
6°) sin? X — sin?y T+taey — L+tamx -

EXERCICE 257
Exprimer en fonction des lignes trigonométriques de I’angle a les lignes trigonométriques des
angles suivants:

9 5
a)a—5t b) —ao—n ¢)—a—2n d)—a—g e)(x—%t f)—(x+7n
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EXERCICE 258
Calculer les lignes trigopnométriques des angles suivants:
3n n 15n

3n
3)371:,—571:,7 b)T'_T’T c) — S a 7= =

EXERCICE 259
Simplifier les expressions suivantes:

. . 7
A=sin G—a)—cos(—oﬁ2kn)+cos(3n+a)+sm( —fj
3n 5n
B=2tan ((x +7j + tan ((x —7) + 3 cotan (o + kr) — cotan [(2h +1)t — a ]
cos (Ba +%j + Cos (% — 3(1) + sin (3o + kn)
C= . (3n
cos (3o — m) + cos (kmx + 3a) + 3 sin (7 — 3(1)

EXERCICE 260
Dans chacun des cas suivants, on donne la valeur de sin a et I’
demande cos o ettan a .

1°)a €[—%;0] et sina=—06 2°)ac[0; ==

: 2
3°)a€[g;n] et sma:\/;

EXERCICE 261
Dans chacun des cas suivants, on donn
demande sin o et tan o .

U varie a. On

cos a et I’intervalle ou varie a. On

3
1°)G€[—g;0] et cosa= 2°)a€[n;7n] et cosa=—0,8

3)ac[y;n] e
EXERCICE 262

Dans chacun
demande

nts, on donne la valeur de tan a et I’intervalle ou varie a. On

3

1°)a € a=—2 2°)a€[37n;2n] et tana= —7
8

et tana:1—5 4°)a€[0;%] et tana:Z—\/§

CE 263
Résoudre les équations suivantes:

1°) cos( —%j:cos 3x  2°) cos (2)(—%) = Cos (x+%j 3°) cos (2x+§j:cos 3x
1 1
4°)cos(3x+%j:§ 5°)cos(2x—%j:—§ 6°)4cos2x—3=0
o __1 o\ ai ) _ (X o\ ai T _ 28
7)2cotan2x—sin2X 8)sm(3x—5j—sm(5—xj 9)3|n(2x+3j—sm(3—xj
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. T . T o [T 1 oN g
10°)3|n(2x—§j:sm(x+zj 11)3|n(§—xj:§ 12°)4sin2x—1=0

13°) tan (Zx + %j = tan (x + %j 14°) tan (3x + %j = tan (x — %j 15°) tan (x — %j = \/§

16°) tan (Zx — %j = —\/§ 17°) \/§ tanx =3 18°) tan 2 (x — %j =3
N.B. Les équations de n° pair sont a résoudre dans [0 ; 2 = [ et celles de n° impair dans

1—n;x]

EXERCICE 264
Résoudre dans R les équations suivantes :

ysn(x—F) zeos(x—3] 29 snfurf] zeosfoe

3°) cos | 2x + Ej =sin (Sx — E) 4°) tan (3)( — E) = cotan 2x
3 6 4
5°) tan (x — %j = 3 cotan (x — %j 6°)tan24xtan2x =

EXERCICE 265
Résoudre dans [0 ; 2 = [ les équations suivantes :

1°)sin2x + cos 3x =0

3°)sin2(2x+§j—sin2x=o =0
0 n — —
5)tan2xcotan(6—xj—1 6j—l—o

EXERCICE 266

Résoudre dans ] — = ;
1°) \/E COS 2 X — COS
3°)tan2 x + (A3

2°)23in2x+\/§ sinx—3=0
=0 4°)cotan2x+(1—\/§ )cotanx—\/§ =0

Xx+3cosx+m=0.
ant les valeurs du paramétre m le nombre de solutions de I’équation qui
talintervalle [0;2x[ .

dre I’équation pour m = — 1

e EXERCICE 268

1°) Pour quelles valeurs de m, parametre, I’équation tan x + cotan X + m = 0 a-t-elle des
solutions ?

2°) Montrer que , lorsque I’équation admet des solutions, une de ces solutions et une seule

appartient a I’intervalle [ — %; %] :

. 4
3°) Résoudre I’equation pour m = _ﬁ
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EXERCICE 269
Résoudre les inéquations suivantes :

1°)\/§ cosx—1<0 2°)23inx—\/§ >0 3°)4sin2x—2(1+\/§)sinx+\/§ <0
4°)4sin2x—2(1—\/§)sinx—4+ 3>0 5°)\/§tan2x—(l+\/§)tanx+1>0

tan?x—2 1
6°) tan2x —3<0 7°)3tan*x — 4tan2x +1<0 8°)m <3
9°)—4c032x—2(\/§ +1)cosx+4+\/§50 10°)tanx—\/§ cotanx+1—\/§ >0

11°)4sin2x—2(1—\/§)cosx—4+\/§ >0 <1

12°) T o x —1
_ 2c0s2x — 1
13°)+[.1 —4six <2 cosx — 1 14°) T3 2cos2x <0

EXERCICE 270
1°) Former I’équation du second degré dont les racines sont les réels si
sinx +siny=1
sinx siny =k
Discuter suivant les valeurs de k .
2°) Déterminer x et y sachant qu’ils appartiennenta [0 ;2= [ €

tels que :

=0,24.
FORMULES D’ADDITION

EXERCICE 271
Factoriser les expressions suivantes :

X
A(x):1+cosx+cos§ B (X

EXERCICE 272
Exprimer A (X) =c0os22x —cC nction de sin X .

EXERCICE 273
Exprimer les expressi
a)2cos2x+4sin

en fonction de cos 2x :
cos*x —2sin2xcos2x+sin*x  ¢)cos*x—sin*x

T , .
ue : cosx = et0<x< 5 Calculer cos 2x et en déduire x .

\6 +4/2
4
Bt

el x tel que : six x = et0<x <g . Calculer sin 2x et cos 2x .

duire X .

EXERCICE 275
T

3 3 - .
Calculer cosg et sing . En déduire cos gﬂ: et singﬂ: .(On pourra utiliser cosy et sm% ).

EXERCICE 276
Montrer que, pour tout réel x :

94



a)COSX+SinX=\/§ cos(x—%) b)cosx—sinx:\/i cos(x+%) .

EXERCICE 277
T L
COSg +sing
. 8 8
Démontrer que = — 1+ \/E .
cosg —sing
EXERCICE 278

1°) En utilisant la relation : 2 cos? x = 1 + cos 2x, démontrer que , pour tout x réel :

1 . 1
a)cos4x:§(cos4x+40052x+3) b) sin*x = g (cos 4x — 4 cos 2x + 3)

o . 4 431 40T e
2°) Calculer : cos g tC0s g +00s 5" +C0s g

EXERCICE 279

T _T T ein L
En remarquant que 2 x 12 -6 calculer cos 1o etsings .

EXERCICE 280

Calculer les sinus, cosinus et tangentes des réels suiv

a)7_ﬂ: T, 4 EL_E T

12 "3 "4 12 "3 4
n 5n 23t T

O=2:3 "6 8"

3

EXERCICE 281
Démontrer les identités suivantes:
1°) cos asin (b — c) + cos b si
2°) sinasin (b —c) +sin b si
3°) cos (a + b) cos (a

coscsin(a—bh)=0
a)+sincsin(a—b)=0
—sin2b =cos?b —sin?a

EXERCICE 282
1°) Calculer ¢
2°) Calculer

. déduire cos 3a en fonction de cos a.
. En déduire sin 3a en fonction de sin a.
+ ¢). En déduire tan 3a en fonction de tan a.

s identités suivantes :
a+b)sin(a—b)=sin2a—sin2b

(a + b) sin (a — b) = cos 2b — cos 2a
tan a
CoS 2a

3°)tan2a —tana = 4°) cos? 2a — sin?a = cos a cos 3a.

e EXERCICE 284
Soit a, B, v, trois réels tels que a + B + y = n. Par exemple, a, B, y peuvent étre les mesures en
radians des angles non orientés d’un triangle ABC. Démontrer les relations suivantes :

1°) sina+sin[3+siny:4cos% cosg cos%
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a

2°)c03a+cosB+cosv:1+4sin23in I

SII’]2 .

i
2
3°)tana+tanB+tan y = tanatanPtan vy.
4°) sina—sinB+siny:4sin% cosg Sin%
5°)sin2a.+sin2B +sin2y =4 sina sin Bsiny

6°) cos? o + coS? 3+ cos? y +2cosacosPcos vy =1.
7°)sin2a+sin2pf+sin?2 y —2cosacosPcos y =2.

o Sina 1 1 o o SIiN2 o —sin?f
8)sinBsiny_ tanB+tany ) siny = sin (o — P)

e EXERCICE 285
Dans la figure ci-dessous, ona Al =6, Bl =8,et Ol = 4.
Le point O, intersection des bissectrices, est le centre du cercle inscrit d

Ol est donc un rayon de ce cercle et I’'angle OIB est droit.
c

() oS,

1°) Calculer OA et O

2°) Calculer sin A, et cos B.
3°) Montrer qugsi + B) . Calculer sin C..
4°) Calculer | BC et AC.

quation : sin 3x = — sin 2x (1) .
re cette équation dans R, puis dans I’intervalle ] — ;= [ .

er les solutions sur le cercle trigonométrique.
2°) a) Démontrer que sin 3x =sin x (4 cos2x —1).
b) En déduire que I’équation (1) est équivalente a : sin x (4 cos2x+2cosx —1)=0.
c) Parmi les solutions trouvées pour (1) , lesquelles sont aussi solutions de I’équation :
4cos2x+2cosx—1)=07?
3°) On pose X =cos X. Résoudre4 X2+2X —1=0,

. 27 4n
en déduire les valeurs exactes de cos 5 et cos? )

e EXERCICE 287
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Sur le cercle trigonométrique C  muni d’un repere orthonormal direct et tel que R =7 :
on considére les points B, C et D tels que :
2 2
(OA ,0B)=x,avecxe R, (OB,0C) = ?ﬂ: et (O_C),O_)):?n .
. . —> —>
1°) a) Faire une figure. Donner une mesure de (OD, OB ) .
b) Démontrer que le triangle BCD est équilatéral quelle que soit la position du point B.

— — — —
c) Montrer que OB +OC + OD= 0 .

d) Préciser une mesure de (OTA) ,O_C) ) et de (O_A) , oD ) en fonction de Xx.
2°) Déduire des questions précédentes que, pour tout réel x,

2n 4 ) ) 27 .
COS X + COS x+? + COoS x+? =0 et sinx+sin x+? +sin|{x+

3°) Veérifier les deux égalités précédentes en utilisant les formules d’additio

EXERCICE 288
1°) En regroupant judicieusement les termes et en utilisant les angle

S R S S S
1—Sln8 SII’]8 SII’]8 SII’]8 = ;

Ies, montrer que :

] . . T
ngsm% +S|n23;;—n +S|n2% +S|n2§ =2

_ 4 4 3m . 4 OT c4In _3
Sz =sin 8+sm 3 + sin 3 + sin 8 =2

2°) a) Veérifier que, tout réel x, 4 sin® x5

s .33 . 3D .3l
b) En déduire la valeur exacte de : 3 +sin® S +sind o —sin® o .

8 8 8

EXERCICE 289 Calcul de

\ 2
ele en A, tel que BC = a et B mesure L rad.

5
pe [AC] en D.
ngles ABD et BCD sont isoceles. En déduire que : DA =DB = a.

On considére un trian

La bissectrice de I’

2
2acos£ et CD = 2acos—n .

5} 5}
2n _1
cos T =3

2 - 2
ntrer que BC = BD cosg +CD cos% . En déduire que cosg cos%

2 . 1 1
4°) On posex:cos% ety = cos gﬂ: .Onsaltquex—yzz etquexy:Z .

_1
=7

En utilisant (x + y)2= (X — y)2+ 4 xy, calculer x + y et en déduire x ety .

5°) Application : Calculer les longueurs des cdtés du pentagone régulier convexe et du
décagone régulier convexe inscrits dans un cercle de rayon R.( On exprimera ces longueurs en
fonction de R) .

EXERCICE 290
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On considére un demi-cercle C de diamétre [AB] de centre O et de rayon R. La droite
passant par O et orthogonale a (AB) coupe C en O. Soit M un point de I’arc BC distinct de
B et C. On note x la mesure en radians de I’angle MAB.
1°) Démontrer que MOB = 2x.
2°) Latangente en M a C coupe le droite (AB) en D.

a) Exprimer MA et MD en fonction de R et x.

b) Déterminer x de maniéere que MA = MD.

c) Déterminer x de maniére que MA =2 MD.

EXERCICE 291
1°) Construire un triangle ABC tel que A—C :g .

Exprimer C en fonction de B et démontrer que : 0 < C <% .

2°) Calculer en fonction de C et de la longueur a = BC :
a) le rayon R du cercle circonscrit au triangle ABC.
b) les longueurs b = AC et c = AB.
c) I’aire du triangle ABC.

EXERCICE 292
Etablir que dans un triangle ABC avec AB = ¢, AC =
suivantes :

a=bcosC+ccosB b=ccosA+acosC

,on a les formules
B + b cos A.

EXERCICE 293
Soit ABC un triangle dont les angles s
Soient O le centre du cercle circonscrit
1°) Démontrer que : AH = 2R cos
2°) Calculer OH? en fonction
3°) En déduire que : OH2 =9R

orthocentre.
ngle OAH est égala|B —C |.

GES 5 : RELATIONS METRIQUES DANS UN

Dans tout ce paragraphe, on considére un triangle ABC. § désigne son aire, a. b et ¢ désignent le cotés opposés

A
a A, B et Crespectivement. On notera (par abus) cos 4 au lieu de cos 4 etc ...

On a alors les trois relations fondamentales suvantes -
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Formule d'Al-Kashi : a* = 5"+ ¢* — 2 bc cos A4
. . 1 :
Formule de l'aire du triangle : §= E be sin A4

. a b c
Formule des sinus - — =

sind  smB s

1
p désigne le demi périmétre du triangle ABC (p = > (@a+b+¢c))

On note R le rayon du cercle circonscrit a ABC, r le rayon du
inscrit.

On note enfin ha, hg et hc les longueurs des hauteurs [AA:
[CC 1.

\ Fractale Géométrie p. 115 \

1°) Montrer I’égalité : sin A = é \/p(p —a)p — ¢) (on pourra

utiliser I’expression de cos A tirée de la for
COS2A + sin2A = 1).

2°) Montrer I’égalité : S =\/p(p —
formule de I'aire d’un triangle).
3°) Donner une expression de
uniquement (utiliser 2° ) .
4°) On introduit le point B;
circonscrit. Utiliser une r
déduire I'égalité : S =

des nombres réels a, b et c

lement opposé a B sur le cercle
tre les angles BAC et B;BC pour en

b (o

Etablir les égalité SinB —sinC — 2R .
s _2s
=5 -

1S =pr.
le triangle ABC en six triangles a I'aide du point w,

Iguement. On pourra les utiliser dans les exercices qui suivent.

CE 294
Un triangle ABC a des c6tés de longueurs 5, 6 et 7. Calculer son aire, les longueurs de ses

"Al-Kashi et la relation :

(p — ¢) (on pourra utiliser la

ts précédents permettent de calculer S, ha, r et R a 'aide de a,

hauteurs, le rayon des cercles inscrit et circonscrit a ce triangle, les hauteurs de ses médianes.

EXERCICE 295

Dans chacun des cas suivants, on demande de calculer les angles et les cotés du triangle ABN

sachant que certains éléments sont donnés :
1°)Ondonne:a+b=480; A=70°,B =50°.
2°) Ondonne:S=25; ab=78; B+C=70°.
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3°)Ondonne: ha=8;hg=12;hc=18.

e EXERCICE 296
Soit ABC un triangle. montrer les relations :

1 01 1.1 90 abc
e )a+b+c

2
=21R.  3)@+R>3 4°)bc= 2Rha.

e EXERCICE 297
Deux cercles de centres O et O ', de rayons respectifs R et R ' sont tangents extérieur
A, et tangents en B et C a la droite (BC). Démontrer que le cercle de diamétre [BC] e
tangent en A a (OO "). Calculer BC en fonctionde Ret R .

e EXERCICE 298

Soit a un réel strictement positif. Soit o un réel fixé.

Soit AOB un triangle rectangle en O, tel que OA=3a et OB =4a.

1°) a) Déterminer T, , ensemble des points M du plan tels que :aM
b) Lorsque T, est un cercle de centre Q , ,déterminer I’ensemb

décrit R .

c) Le point O est sur T', . Démontrer que A, tangente e
indépendante de a. Caractériser A.
d) Soit N un point quelconque de A. Démontrer

MB? = 25a2.
oints Q , quand a

. est une droite

méme puissance pour tous les

cercles T, .

e) Soit E un point fixé de A. On méne p gentes a un cercle T'y, . L’une d’elles
est (EO) ;I’autre est tangente a I; miner I’ensemble des points Q, quand o
décrit R .

2°) Déterminer I’ensemble des poi
Déterminer les points M d
MO? + MA2 + MB2? = 2

u plan tels que : 4AMA = 3MB.
iant a la fois :
MA = 3MB.
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MITESIETICONTINUIT

Note pedagogigue : Les programmes actuels préconisent de ne plus donner la « vraie »
définition de la limite d’une fonction avec les ¢ et les d , si familiére aux étudiants de premiére
annee, mais plutot de faire « sentir » la notion de limite sur des tableaux de valeurs.
L’essentiel est que les éléves soient rodés au maniement opératoire du calcul des limites.
Nous présentons pour cela de trés nombreux exemples, les cas les plus complexes (limi
fonctions dépendant d’un parametre, continuité de fonctions utilisant la partie entiér
etc..)pouvant étre réservés aux éléves de la série S1.
L’étude des asymptotes a une courbe est repoussée au chapitre « Etude de foncti
tome 2) ou elle nous parait plus a sa place.

| . DEFINITIONS

Soit f une fonction définie sur une partie D de R contenant x,

borne de D.

Lorsque x prend des valeurs de plus en plus proches de x

f (x) correspondants deviennent de plus en plus :

— proches d’un réel £, on dit que f a pour limite £
lim

X —

gue X, soit une
nombres

X tend vers X, et on note :

tend vers + o et on note :
X) =4+

— grands, on dit que f a pour limite

— grands en valeur absolue
VErs X, et on note :

fs, on dit que f a pour limite — o« quand x tend

lim f(x)=—
X — X,
a notion de limite d’une fonction quand x tend vers + o
les valeurs de x deviennent de plus en plus grandes) ou
les valeurs de x deviennent de plus en plus grandes en valeur
fs) .
tudier le comportement des nombres f (x) lorsque x prend
valeurs supérieures a X, (resp. inférieures a x,), ce qui donne la notion
roite en X, (resp. limite & gauche en x, ) .

On définit de manié
(dans ce cas, on su
quand x tend
absolue mai

e f est continue en x, € D si et seulementsi : lim f(x) =1 (Xo) .

X — Xo

On dit que f est continue sur I’intervalle | si f est continue en tout point x, € | .

1. LIMITES DE REFERENCE
1° Les fonctions f suivantes tendent vers 0 lorsque x tend vers 0 :

f(x)=x f(x) = x2 f(x)=x° f)=x" (n>1) X =X

2° Les fonctions f suivantes tendent vers 0 lorsque x tend vers + o :
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0= 10 105 W (2D 1=

3° Les fonctions f suivantes tendent vers + o lorsque x tend vers + oo :
f(x)=x f(x) = x2 f(x)=x° f)=x" (n>1) X =X

I11. OPERATIONS SUR LES LIMITES
Les résultats sont résumés dans les tableaux ci-dessous. Les ? correspondent a des
formes indéterminées (cas ou on ne peut pas conclure directement ; il faut alors
transformer I’écriture de la fonction pour se ramener aux autres cas) . Les li
fonctions f et g sont considérées en un méme endroit (en un réel ou a I’infinj

1° Limite d’une somme

limf a a a + oo
Iimg b +0|—o |+
im(f+g)|at+tb|+0w|—ow

2° Limite d’un produit

Iimf |a a>0]a>0]a<o0 o |0
limg | b +00 | —o |+ + ©
limfg | ab too | —o© —o |7
3° Limite d’un quotient
a<0 |+ + o0 —® |—ow |t o
— b>0 |b<0 |b=0 [b<0 |+
0" + o0 —© |—ow |+x® 2
+w0|+w|—w|—wo|(
0~ |0" |0~ |£o
+to|tw|—o|+0 |7

4° Théorémes

La limite en £ oo d’une fonction polyndme est la limite en £ oo de son mondme de plus
haut degré.

La limite en £ oo d’une fonction rationnelle est le quotient des limites des mondmes de
plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

1. EXTENSION DE LA NOTION DE CONTINUITE
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On dit que f est continue a droite (resp. a gauche) en x, si lim  f (x) =f (xo)
X — Xo
(resp. lim f(x) =1 (X))
X— Xy
On dit que f est continue sur I’intervalle | si f est continue en tout point x, € | .
Prolongement par continuité
Soit | un intervalle et a € 1. Soit f une fonction définie sur | sauf en a et admettant une

limite finie£ ena.

La fonction f définie par : f xX)= f(x)six#a

f@)=+4
est appelée prolongement par continuité defen a .

Théorémes

1° Si f et g sont deux fonctions continues sur un méme interval un réel, alors les

. . . A f .
fonctions (f + g) , (kf) et (fg) sont également continues sur | n est de méme deg si la
fonction g ne s’annule pas sur I.

2° Toute fonction polyndme est continue sur R .

3° Toute fonction rationnelle est continue
définition.

intervalle de son ensemble de

4° Les fonctions x — \/X et x — | X |

R
5° Si f est continue en X, et ¢

s respectivement sur [0 ; + o [ et sur

f (Xo) , alors f o g est continue en X, .

IV. THEOREMES DE CO
A titre indicatif, nous
seraient également v

1° Si pour tout x

lement ces théorémes pour x tendant vers + oo, mais ils
ur x tendant vers — oo ou X tendant vers un réel a.

,ona:|[f(x)—€ |<g(X) et lim g(x) =0, ALORS on

X — + o0
peut con lim f(x)=+.
— + o0
€la;+o[,ona:f(x) >g(x) et lim g(x) =+, ALORSON
X — +o00
lureque: lim f(x)=+ow.
X — + o0
3°Sipourtoutxe [a;+wo[,ona:f(x) <g(x) et lim g(x) = —o, ALORSON
X — + o0
peut conclureque: lim f(x)= — .
X — + o0
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4° Sipourtoutx € [a;+oo[,ona:hX)<f(x)<g(Xx) et lim g(Xx) = lim h(x)=
X— + X— +

£ , ALORS on peut conclure que :  lim f(x) =¥ : ce théoréme est souvent appelé
X — +o00

théoréme des gendarmes ou théoréme du sandwich.

V. ASYMPTOTES

Soit f une fonction et C ¢ sa courbe représentative dans un repére ( O, v , v ).Si:

e lim f(x)=+(resp. lim f(x)=+),alorsladroite d’équationy =¥ est
X — + o0 X— —o

asymptote (horizontale si le repére est orthogonal) a C ¢ en + o (resp. en —

e Ilim f(x)=+wou Ilim f(x)=— o0, alors ladroite d’équation x =

X — a* X — a*

asymptote (verticale si le repére est orthogonal) a C ¢ .

(x — a* signifiequex - a" oux —a~ )

e Ilim [f(X)—(ax+b)]=0 (resp. Ilim [f(X)—(ax+Db)
X — + o0 X— — 0

d’équationy = ax + b est une asymptote « oblique » a C

alors la droite

(resp. en — ) .
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EXERCICE 299

Dans chacun des cas suivants, on demande
d’étudier la limite en x, de la fonction f.
a) FX)=xX2+x+1 X=2

b) f(X)=—x*—x+2 x,=1

0 f(x):X;1 Xo= —2
d) f(x):?i;l1 Xo= 1
&) f(x)= ):(2:11 Xo=— 1
D 100=2"% =2
9) f(x):;Xgi%l Xo=—1
X2+ 2X —3

h) T =3 _x—1 %=1

suivantes :
X—9

i) f(x):\/—x =

X (x=3)
X—Vx+6

2X—1/x+1 —4

x+1) (x—3) %3
0 f= XXXl g

2X —A[4X% + 2

n f(x) =

EXERCICE 303 : La fonction f définie par :

_\x+4 —\3x+4

) f (9 = =
r)f(x):xzz_l—xi1 Xo=1
910 = SIS s
t)f(x):% 0= 0
u)f(x):% Xo= 0

St —8x—12

X°—4x — 12
6x°+5 x> —x—1
x—>r8,5 2 X" — 9x +4

CICE 301 : Trouver les limites

X +3x—1

lim Z_o

X—>+00

. 5x + 3
m a1
5% +4x—1

X—)r-rlloo X+2
4 —x+3 .
2x—1 ’

EXERCICE 302 : Soit f la fonction

définie par :
3x° —5x —2
T =x=2x—3)

Cette fonction a-t-elle une limite pour

X arbitrairement voisin de — 3 ? pour x

arbitrairement voisin de + 2 ?
EXERCICE 310
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_(x+3)(x=2)

R ESE

f(x) a-t-elle une limite pour
X arbitrairement voisin de + 2 ?

Calculer lim f(x) ; lim f(x)
X—>+00 X—> — 00

EXERCICE 304 : La fonction f définie par

f(x):x+l@

X arbitrairement voisin de 0 ?

a-t-elle une limite pour

EXERCICE 305 : La fonction f définie par

2
f(x):x+lX£ pour x #o et £(0) =1

a-t-elle une limite pour x arbitrairement voisin de 0 ?
a-t-elle une limite a droite de 0 ? a gauche de 0 ?

EXERCICE 306 : Trouver les limites suivantes :
A/ x +3 —\/4x+3

A =3x+2
lim : lim

Xx—>1 2X'—=x—=1 "X50+/x +4—1/2x+4

X —4x2+5x—2
X —6x+5

lim [ xX+x+1—(x+
X— — 0

lim [ —x—1

X—>+o0

lim [ x*+x°

X—>+o0 *1)]

=X +x+1)]
—\ =11

308: Trouver les limites suivantes :

\ X+ X+ 1 X—4 XX +x+1

lim
X—> — 0

lim X

Soit f I’application de R vers R telle

VX +2xX + X

(x+1) (X —x+1)

que f(x) =

. 1
SIX;é—letf(—l)=§.

Cette fonction est-elle continue pour
X=—17pourx=07?

EXERCICE 311 :

Trouver les limites suiva

lim sin 5x
"X—0 Sin 3X

l—cosx m sin 2x
sin®x ’x|—>o sin®x
lim tan’ 2x - lim \/1—cos x
X030 SIPX 'x5p  tan 2x

EXERCICE 313 :

Trouver les limites suivantes :
2sin” x—2(1—cos x)
5 X

. sin 3x
lim ——
X—0 \/l — cos 3x
2sinx+ 3tan x

lim
X—0 4/ 8x°—2%x°

lim
X—0

tan 2x

> lim >
X—>+o0 2x—\/ AX°+ X X—>— 0 2Xx—1/ 4X° +X
i X=X8 xS
x>+ X*+x—3 X>—w x —\ X +x—3

EXERCICE 309 : Soit la fonction f définie par :
2x—1—1 4¢ +2x—5
x—3+ 3¢ —x+2

Calculer Xﬂ)r_rlloo f(X); X_|)II’£ " f(x) ;x“—r>n1 f(x).

f(x) =

lim
X—0

\/ 1—cos 2x

2°) Etudier la limitedefen 1 eten 5

3°) Peut-on trouver un prolongement
par continuité de fen 1? en 5?

e EXERCICE 314
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EXERCICE 303
Soit la fonction f définie sur R par :
fX)=—1—x sixe]—ow;—1]

f(x):\ll—x2 sixe]—1;1[

f(x)=x—1 sixe]l;+wof

Etudier la continuité de fsur R .

EXERCICE 304

Soit la fonction f définie sur R par :
Xx2—1
Ix —1]
f(1)=2
Etudier la continuité de fsur R .
EXERCICE 305

Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)=3@—l SiX#0

X
f0)=a

a) Quel est le domaine de définition de f ?
b) Déterminer a pour que f soit contin

son domaine de définition .
EXERCICE 306

Calculer lim f(x)ettr
X — Xg

continuité de f dans les

f(x) = six#1

Soit la fonction f définie sur R par :
1 1
fo)=x[5 —E(3)]
1°) Montrer que pour tout x élément
de]—1;1LIFO)I<Ix |

2°) En déduire lim f(x) etun
X—0

prolongement par continuité de f

en zéro.

3°) Donner I’expression de fp

1
n+ion 0

xe]
1 -
f(ﬁ) .En déduire

sur]0; 1.

tion f définie sur R par :
() =Ex)+x—Ex))?

Soitn € Z . Donner I’expression

def(X)=pourxen—1;n][

etpourx en;n+1[ .
2°) Montrer que f est continueenn .

3°) Etudier la continuité de fsur R .

EXERCICE 316
Soit la fonction f définie sur R par :

e pour tout entier relatif p, ona:
f(2p)=0 etf(2p+1)=1.
o pour tout entier relatif k, la restriction de f
a [k ; k +1] est une fonction affine .
a) Tracer la représentation graphique de f.

b) Donner les expressions de f (x ) pour x €
12p;2p+1]etpourxe ]12p—1;2p[ en
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fonction de xetp .
c) Montrer que f est continue en 2p et en 2p + 1 pour toutp € 7 .

d) En déduire que f est continue sur R .

EXERCICE 317
Déterminer les limites des fonctions suivantes aux points X, indiqués ou en + o ou — o :

1°)Xl—>3(X0:10) 20)X,_,2X3+5X2_X+1(X0:3;X0:_5)
o 22+ x—1
) x = XX | (6=0%=1)  4)x= o e (=0%=—1)

1 1
5°) X = x2—5(x0:\/§) 6°)X'—>;(Xo:0) 7°)X'—>;§(X_
2x+1

2
)X~ = (6=0) )X G o
X X
10°)X'—>X2_1(X0:l; Xo=—1) ll°)X'—>;3T

12°) X = —5x3 + 2x2 — 7X + 71 (+ o0 ; — 0) 13°) X = —

14°) X —\|—X+6 (+o0;— o) 15°) X —

1(4—2X —5
16°)X'—>—g( x—3j (+00;— ) 17°) x X — 5%+ 6) (Xo=2; X, =3)
xjx—8 —3
W) ="y =% =9 x—9 (Xo=9;+0)

20°) x AX—=X+X+1(—0;X=1;+x)
x+1
X

3

23°) X — (—;0;+x)

25°)x'—>))((_8 (— o052 ;+o0)

27°)X'—>M (X0:3'+OO)
\X+6 —3 ’
ZQO)XHM (%=3:+)
x—\/x+6
Xo=—1;%=3;+x) 31°)X'—>LX_ X+ 2 (X =2; + )
i+l —3
\/x2—x+1 1 1

x—aerz 070 3T ge gy T —g KT Y

2 4 _6
ZX:(_])_(4X+20(X0:2;X0:5;"'00;—00) 35%) X = X% + 3X + 2 — 3X (+ 00;— ©)

36°) X — X — X2+ X + 1 + ax (+ oo; — o)
On discutera suivant les valeurs de a.

o (X —2a)(x—bh)
37°) X — X(X — 1)
On discutera suivant les valeurs de a et b.

X% =0;%=1; +o;—x)

EXERCICE 318
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Déterminer les limites des fonctions suivantes aux points X, indiqués ou en + oo .

1°)f:Xn—»3inLX(x0:0) et gZXHta%(XOZO)
2°)f:x'—>SinTX +tanx (X, =0) et g:xHSing (X =0)
3°)f:x'—>ta2X2X (X =0) et g:x'—»§::§§ (X =0)
4°)f:x'—>i;rr:—32;(((x0:0) etg:x'—»%(xo:m
5°)f:x'—»3inxx_¢ (X =0) et g:xHSiSr;nzgx__l_zii:))(( (X =0)
61X~ g (emg) e gk T s (05)
e R L =T
8°) f:XHsin::gosx(ong) etg:XHcosx)(—_\/z, sin x

4 6
9°)f:xH11:S;ir;]’;__%%SS’; (%=0) et g:xe— (X =3)

o £, 1+ cos X _ X sin X
10)f.xH—\/;( (+) 91X~ T2+

h:x— —x*+3sinx(+x)

(+

1 —cosx

1
11°)f:Xn—»3—x3|n§(xo:0) g:X+— 0 =0) echXHT(XOZO)

EXERCICE 319
Calculer les limites suivantes :

AX—|x—4 ] .
1°)f(x) = f? lim f?
)T X+4 — — X — + o
2°) f(x) = lim f7?; lim f?
X— + X— —
3N)F(X)=x— lim f?; lim f?
X— — X— +
4°) f(x) lim f?; lim f?
X— — 0 X— +
lim f ?; lim f?
X—m X——m
lim f7?2; Ilim f?
X— — 00 X—m
7°){f(x):\/x2+m2 six<0
1— . . . o
f0=""75 Six=0 lim f?;  lim f? Continuitédefen0?

Pour 5°, 6°, 7°, on discutera suivant les valeurs de m .

EXERCICE 320
Etudier la continuité des fonctions suivantes sur leur ensemble de définition :
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2 + 2
1°)f:Xn—>x2—7x+\/§ 2°)f:x~i

X2+ 7x—8
) . X+1 H . ) . H _
3)fi x— S35 sixe[—1:1] 4)f ) x— S six eR
3X+3 . _ XX—X .
X—=7Ta sixe R\ [—1;1] X— 73 sixeR +*

EXERCICE 321
Etudier la continuité des fonctions suivantes sur leur ensemble de définition, en discu
éventuellement suivant les valeursde aetb :

1°){f(x):x+l six<1 2°) (T (x) = 0 pour x <0

f(x)=3—ax? six>1 f(X) =xpour0<x<1
F(X)=—x2+4x—2pour 1<x<
f(X) =4 —xpourx=>3

3°) [f()=x—~[x six<l 4°) (f(x)=x2—absix<—2

2
f(x)=3x+a six>1 f0=""p

f(1)=b f(x)=x—a six

Si—

EXERCICE 322

. , . X? .

1°) Déterminer a et b réels pour que la fonct par:| g (x) = x—a SIX< 0
g(X)=x—Db six>0

soit continue sur son domaine de défin

X2 +3x —\[x2+ax+a

X—2

2°) Soit f, la fonction définie par : SIX#2

Quelles valeurs faut-i t k pour que f soit continue au point X, =2 ?

EXERCICE 323

Calculer les li rnes du domaine de définition de la fonction f dans les cas

suivants :
3[x2+1—1 1— X+1
1°) f ( )T =" 3°>f(x>=X2+1‘ 2)F() =\ 3 —1

x+1\ 3 . X+ x2+1
(—X_J 69 F (9 =\(x+27 —3 =7 70 =35 1y
X) =a(2 —a) x>+ ax2+ (2 — a)x + 1 (discuter suivant les valeurs de a)
o aZ2—Dx2+(@+1)x+2

9)f(x):( —)x2+2x—1

(discuter suivant les valeurs de a) .

EXERCICE 324

On considere la fonction f définie sur [0 ; + oo par f (X) =\/x + 1 —\/?( .
1

1°) Montrer que sur [0 ; + oof , f(x):\/—— .
X+ 1 +4/x
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2°) Endéduireque: 0<f(x) <= \/;(

3°) Déterminer  lim f.
X— + o

EXERCICE 325

X+:§lX

X2+x+1
1°) Justifier que, pour tout réel x strictement positif, on a:
A X<x+x+1<(x+1)>

b)XS\/x2+x+15x+1

3°) En déduire que, pour tout réel x strictement positif : 1 —

Soit la fonction f définie sur ]JO ; + oo [ par : f(x) =

g ST

1 1
4°) Déterminer  lim (1——) et  lim (1 +—j.
) X— + x+1 X — + o0 \/;(

En déduire lim f(x).

X — +

EXERCICE 326
Dans chacun des cas suivants :

— Montrer que la droite D dont I’équation
fonction fen — oo et en + oo,
— Etudier la position relative de la co

st asymptote a la courbe C de la

la droite D .

1)f()—3X+i D :y=3 °)f(x):2x—1+xi2 D:y=2x—1
X2+ 2 . N
3°) f(X) = — X+1 D : 4)um—X“4_ D :y=x
1
5°)f(X):X2:iX 6°)f(X):\/X2—X+3 D:y:x_z
EXERCICE "asymptotes

résentant le graphe de chacune des fonctions f suivantes admet une
le aux axes de coordonnées .( il est recommandé d’étudier d’abord
on de chaque fonction).

2) 19 =7 3°)f(x):—2X2;iX1_5

—6 X+|x [+1 — 3X

ox +3 TN ="x1+2 O
MINDAET W 109)£(9 = x + A€ —1
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ERIVEESE TIAPPLICATIONS

I. NOMBRE DERIVE
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle | et X, un élément de I . On dit que f est

L. . A F(X) —Ff(X) . i i
dérivable en X, si et seulement si lim ” existe et est un réel. Ce réel
X — Xq — Ao

noté f ' (X,) et appelé nombre dérivé de fen X, .

. L . T (X +h) —T(x .
Définition équivalente : f est dérivable en x, < Jim X 21 (Xo) exi

réel, également noté f ' (x,) .

1l. TANGENTE

Soit f une fonction dérivable en a , de courbe représentative C

Les sécantes (AB) (ou A est le point d’abscisse a de C ¢ et
de A, tendent a se rapprocher de la droite fixe passant p
directeur f' (a) . Cette droite est la tangente a la co
Elle a pour équation :y —f(a)=f'(a) (x —a) .

un repére R .
intde C ¢ «voisin »
, T (a) ) et de coefficient
au point d’abscisse a .

,
(4B)

_ tangente

Flay|eeeerenenas .

i j o
a ath

out point x, € I, on dit que f est dérivable sur I’intervalle 1. on peut
I"application f: | - R, x — f' (x) appelée fonction dérivée de la fonction f .

Tableau des dérivées des fonctions usuelles
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Fonction f Fonction dérivée f ' | définie sur
f:x+~ k(constante) | f':x+—0 R
f:x—ax+b f':x—a R
fixem X" frix—nx""1! R
1 —n
fixe—n frixemet R*
fiX'—’\& f':xHL 105+l
2\

V. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES

Fonction Dérivée Ensemble de validité
u+v u'+v' intervalles ou u et v sont dérivables
uxv u'v+uv' |intervallesou u et v sont dérivable
ku(ke ku' intervalles ou u est dérivable
R)
u u'v—uv' |intervalles ou uetvso bles et ou v ne s’annule pas
v V2
1 —u' intervalles ou ble et ne s’annule pas
u u?
uov (u'ov)xv soit dérivable sur | et u dérivable sur
n—1 4o : [ F
nu u' est derivable (si n > 0) et ne s’annule pas (si n
\m u' les ou u est dérivable et ne prend que des valeurs
1fu ent positives

1V. APPLICATIO
1° Dérivées e

ble sur un intervalle 1.
| si etseulementsif'=0surl.

tement croissante (resp. strictement décroissante sur I) si et seulement si
p.f* <0)surl ET

’annule gqu’en un nombre fini de points de I ou un nombre infini de points
de |

2° Dériveées et extremums
La notion d’extremum a déja été definie au chapitre « Généralités sur les fonctions »
(voir page 24) . On a les résultats suivants :

a) Si f est dérivable sur | et a un extremum (maimu ou minimum) en X, € |, alors
nécessairement : f' (X,) =0.
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b) Si f est dérivable sur | et si f ' s’annule en changeant de signe en x, € I, alors f a un
extremum en Xo.

EXERCICE 328

Dans chacun des cas suivants,
— en utilisant la définition de la dérivée, étudier la dérivabilité de la fonction f au point X,.
— dans les cas ou f est dérivable en X,, écrire I’équation de la tangente & la courbe
représentative de f au point My d’abscisse Xo .

— dans les cas ou f n’est pas dérivable, interpréter géométriqguement les résultats.
— Construire les tangentes et demi-tangentes correspondantes.

) FX)=x3+3x2 (Xo=—1) 2°)f(x):§ X%=3) 3)f(x)=+x+5

X+3
4°)f(X) =\/x2+4x+4 (Xo=—2) 5°)f(x):T Xo=—2

6°)F(X)=|x(X—1)| X%=0;%"=1) 7)F(X)=x|x—3] (X 0))
7°):f(X)=( x2—1 six<l1 8°)f(x) = ' X' = 1)
le six>1 (X%=1) 9°)f(x)= | (x,=0)
EXERCICE 329
. . = . s 3X¥+ax+b
Soient a et b deux réels. On conside ion f définie par : f(x) = T+l

Déterminer a et b pour que C
y=4x+ 3.

A (0 ;1) et admette en A une tangente d’équation

EXERCICE 330
Soitaunréel. Onc
Déterminer a

fonction f définie par : f (x) = 2x> + ax? + 3.
+ admette au point d’abscisse X, = 1 une tangente paralléle a I’axe

. . - . o ax?+bx+c
trois nombres réels. On considere la fonction f définie par : f (x) = T x_2 -
ra,b,cpourque Cys :

— admette au point d’abscisse 0 une tangente parallele a I’axe des abscisses.

— coupe la courbe T de la fonction g définie par : g (X) = — 2x2 + x + 5 au point d’abscisse

Xo = 1 et admette en ce point la méme tangente que T

EXERCICE 332
Soit a et b deux parametres réels.On définit la fonction f de la fagon suivante :
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f(x)=| ax+b six <3
5[2x +3 —3
X—3
Déterminer a et b pour que f soit continue et dérivable en X, = 3 .
EXERCICE 333

Déterminer m pour que la fonction f soit dérivable sur R dans las cas suivants :

six>3

a) six52,f(x):§:i b) [ six<0,f(X)=x}+x2+ (M2 —2)x+2
+2
six>2, f(x) =m (x— 4) Six>0,f()="77"

EXERCICE 334

EXERCICE 335

. ax+b . .
Soit f(x) = x+d- Déterminer les nombres réels a, b, c, d pour que
asymptotes les droites d’équations respectivesy = 3 et x = — tte au point d’abscisse

. : 8
Xo = 1 une tangente de coefficient directeur 9

EXERCICE 336
Dans chacun des cas suivants, calculer la déniweé

1°) f (x) = (@ — 1)(¢ + 2) 2°) f

2Xx+4
x2—1

(x—1)° 3)f()=

©)10=" ST )10 = G e
T =T~ ) 1= (2 9°)f(x) =\ 3+ 2

10°) f(x) = (1 — x) 11°)f(x) =3sinx —5cosx 12°) f(x) =tan X + x

COS 2X + sin 3x

13°) f(x) = 14 () =~ a0 6x 15°) f(x) =sin (2X+%j
16°) f (x) 17°) f (x) = 11%;:22; 18°) () = G ox

2 _ _1
= ox+[3x—2 20°)f(x):% 21°)f(x):l\%

Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes:
1°) f(x) = E(xX) sin? =x (ou E(x) désigne la partie entiere de x) .
1+x—1
2°)f(x):l% pour x #0etf(0)=0. 3N)F(X)=x2+|x—1]

— COS X

4°) F(x) =[x | 5°)f(x):lx7l etf(0)=0 6°) F (x) = = ——— etf(0)=0

EXERCICE 338
En utilisant la définition de la dérivabilité, calculer les limites suivantes :
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lim 3[x+3 —2 lim 3[2x+3 —2 lim \/l+x —\/l+2x

lim ———
X — 1 Xx—1 X— 0 \Yx+1—1 X_)% 2X2+7x—4 X — 0 X

EXERCICE 339
Dresser le tableau de variation des fonctions f suivantes :

X —
19)f(x)=x2+4x—1 2°) f(x)=ax2+bx+c (a#0) 3)f(x) = >)<(+15
o _aX+b o —_ 3 o — 3
4)f(x)_cx+d 5)f(X)=x"—4x+5 6°)f(X) =— 4x* +3x
2
7)f(x)=x"+2x2—10 8)f(x)=—x'+8x2—5 9°) f (x) =
x2+1
X2+ X Sx2+2x —11 X2+
10°)f(x)=x2_4 ll°)f(x)=m 12°) f(x) =
X 3 2 X2+2x—3 o
139)f()=5 —5 +3;  W4)F=""5—  15°)f(x)
2 —
16°) f (x) = if—:f)’:ffll 17°) £ (x) = sin (3x+£
2x +1 .
189) F(X) =5 ooen—7 (UF([0;x])  19°) f()=2sin ur[0;x[)
20°) T (x) = 4 cos 2x — cos 3x 21°) f (X) +—— = (sur[0;2xn[)
sinx—1

22°)f(x) =tan2x — 2tanx (sur [0 ;= [)

o 1+sinx
2T =T "cos x

1—sinx (surf0;2=[)

= oS X + X sin X

e EXERCICE 341

On considére la fonction fy, : X
Soit C \, sa courbe représent
1°) Etudier suivant le
2°) Montrer que que
indépendantes de m

3°) Construir

—1(2m + 1) x + m + 1ou m est un parametre réel.
S un repére orthonorme.
le sens de variation de fy,.
, C m passe par un point fixe A (dont les coordonnées sont
que les courbes C , admettent la méme tangente en A.

e repere les courbes C o pour m € {— 1,0, 1}.

uivant les valeurs de m le sens de variation de la fonction fm dans les cas

Gm+Dx+m+2 _ mx+m+4
2mx + 1 o) T - X = S M+ 1
mx —5 3
C)fmZXHW dfn:x—=(M+1)X°+(2m —1)x+ 2

EXERCICE 342 Problemes d’extremum
Les différentes questions sont totalement indépendantes.
1°) Le triangle 1JK est équilatéral de cdté a. on construit un rectangle ABCD en choisissant :

a
e Assur [JK] desorteque:JA:x(0<x<§ )
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eD <[], CE[IK], Be[IK].
Comment faut-il choisir x pour que I’aire du rectangle ABCD soit maximum ?

2°) On veut enclore le long d’une riviére, avec 1000 m de cléture, un champ rectangulaire
d’aire maximale (aucune clbture n’est nécessaire le long de la riviére et cette riviére est
rectiligne).

Quelles sont les dimensions du champ obtenu et quelle est son aire ?

3°) On veut réaliser une boite de conserve cylindrique avec un minimum de métal, le volume
de la boite étant 1 dm®. On note h la hauteur de la boite et r son rayon exprimé en dm.
a) Exprimer le volume V de laboite en fonction de r et h, puis en faisant V =1,
en fonction de r.
b) Déterminer en fonction de h et r la surface S de métal nécessaire a la ré
boite. Exprimer S uniquement en fonction der .
c) Pour quelle valeur de r la surface S est-elle minimale ?
Quelle est la valeur de h correspondante ?

4°) On dispose d’une feuillede carton carrée de coté 10 cm.
on découpe un carré de c6té x cm, puis on plie le morceau rest
forme de parallélépipede rectangle sans couvercle. On désig
boite exprimé en cm?®.
1°) a) Préciser I’ensemble des valeurs possibles de x.
b) Démontrer que : V(x) = x (100 — 2x)? .
2°) Etudier le sens de variation de la foncti
3°) En déduire la valeur de x pour laquelle |
Calculer ce volume maximum.

oins de cette feuille,
obtenir une bofte en
(x) le volume de cette

enue et dresser son tableau variation.
la boite est maximum.

EXERCICE 343

A quelle condition la fonction

epar:f(x):xi

1 . )
a x—b (ou a et b sont des réels

distincts) admet-elle minimum ?

EXERCICE 344
Déterminer b

X — x>+ bx2 + cx + 2 admette en X,= 1 un extremum égal a 2.
riation de f.

X2+bx+c . s
et ¢ pour que f: x — == ——>— admette en X, = — 1 un maximum egal a — 3.

rs le sens de variation de f.

EXERCICE 346
Soit f la fonction définie sur R\ {— 1} par : f (x) =

—Xx2+bx+3 .
T x—1 (ou b est un paramétre
réel).
1°) Comment faut-il choisir b pour que f n’admette pas d’extremum ?
2°) Déterminer alors b pour que la courbne représentative de f admette au point d’abscisse 2

une tangente paralléle a la droite d’équation 2x + 2y — 3 = 0.
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EXERCICE 347

ax2 + bx +1
X2+ bx+a
Déterminer suivant les valeurs de a et b le nombre d’extremums de f.

Soit la fonction f: x —

EXERCICE 348
Soit f; la fonction définie par f; (x) = x — sin x.

1°) a) Etudier le sens de variation de f; sur R.

b) Calculer f; (0) ; en déduire que V x € R ¥, sin x < x.

2
2°) Soit f, la fonction définie par f, (x) =1 —X? —COSX.

a) Déduire de la question précédente le sens devariation de f, sur R *.

2
b) Calculer f, (0) ; en déduire que ¥ x € R, 1 —7% < cosx.

3
3°) Soit ; la fonction définie par f; () = x —% — sinx.

a) Déduire de la question précédente le sens devariation d

b) Calculer f; (0) ; en déduire que V x € R *, x
4°) Déduire des questions précédentes un encadre

EXERCICE 349

. 1 \ .
Soit f(x) = 1 X2. 0n suppose que ( O, repere orthonorme.

On désigne par C la courbe d droite d’équation y = — 1 .Soit x, € R et Mg le

point de C d’abscisse X, .
1°) Déterminer en foncti
2°) Soit Hy le projeté

a) Démontrer q

b) En dédui
3°) Applicati
3 puis les

dquation de la tangente Toa C en Mo.

e Mosur D .

oHo, puis que (To) est la médiatrice de [JHo].

ion géométrique simple de Mg et de (To) connaissant Ho.

re géométriquement les points de C d’abscisses respectives — 2 et
C en ces points.

er que si f est une fonction dérivable en x, , alors :
. f — X, f
lim X=X PO gy ey

X — Xo X—Xo
2°) Prouver que si f et g sont deux fonctions dérivables en 0, telles que :

| f(0)=g () etg’(0)#0
alors lim Teg 1 (0

x— 09 g'(0)

EXERCICE 351 Inégalité d’HUYGHENS
On se propose d’établir que, pour 0 < X <z ,2sinx +tanx >3x.
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1°) Soit f la fonction définie par : f (x) =2 sin x + tan X — 3x .
Montrer que fest dérivable sur [0 ;g [ et calculer ' (x) .

2°) Etudier le signe de f'sur [0 ; g [ (On pourra poser X = cos x et montrer que f' (x) est du
signe de P(X) (0 < X <1), ou P est un polynéme de degré 3.

3°) Conclure.

EXERCICE 352

1°) Soit f une fonction dérivable sur un ensemble D de R symétrique par rapport a 0

dire que tel que , pour tout x de D, — x € D) .
Montrer que que si f est paire (respectivement impaire), alors f ' est impaire (re
paire) .

2°) Montrer que si une fonction définie sur R est périodique de périod ble sur R
alors sa fonction dérivée est également périodique, de période T.

EXERCICE 353
Soit a un nombre réel. On dit qu’un polynéme P est factorisab
un polyndme Q tel que : P (X) = (x — a)?2 Q (X) .
1°) Montrer que si P est factorisable par (x — a)?, alo
2°) On suppose que P (a) = 0 et on désigne par f le po
Montrer que siP ' (a) = 0, alors f est factorisable
3°) En déduire que les propriétés sont équiv.
(1) Le polynéme P est factorisable
(2)OnaP(@=P'(a)=0.
Applications
A; : Montrer que P (x) = x* — 2 xX°
Résoudre ensuite I’équation P
A, : Soit n un entier naturel
polynéme P (x) = nx"
A, : Soit P un polyné
Montrer que P ' ne s2

— a)? lorsqu’il existe

'(a)=0.
etelqueP (x) =(x—a) f(x).

+ 20x 12 est factorisable par (x — 2)2.

I’aide des questions précédentes, montrer que le
+ 1 est factorisable par (x — 1).
admettant trois racines distinctes xi, X, et Xs.
N X1, Ni €N Xp, Ni en Xz , puis que :
X1 X2 X3
1 + 1 + 1 = .
Poa) TP ) TP (k) O
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THEMES DES DEVOIRS

Devoir | Thémes Série
NO
1 Systémes. Equations irrationnelles. S2
2 Produit scalaire. Trigonométrie. Polynémes S1
3 Equations et inéquations irrationnelles. Systemes d’inéquations. S1
Problémes du second degré. Paraboles. Calcul vectoriel et barycentre
4 Polyndmes
5 Polynémes. Equations et inéquations irrationnelles. Angles orientés
6 Polynémes. Second degré.
7 Systemes. Equations et inéquations irrationnelles. Equations et inéquati S2
paramétriques
8 Polynbmes. Limites. dérivées S2
9 Polyndmes. Produit calaire. Lignes de niveau. Trigonométrie. S1
10 Limites et continuité. Dérivation. S1
11 Systemes. Problémes du second degré. Inéquations irration S1
12 Bijections. Composée d’applications. Fonctions borné inertie de S1
plaques. Calcul barycentrique.
13 Angles orientés. Repérage. Applications injectives, es. Mesure S1
algébrique
14 Lignes de niveau. Barycentres. Intersection ite et d’un cercle. S1
15 Systemes. Généralités sur les fonctions. P, du second degré S2
16 Produit scalaire. Lignes de niveau. : S1
17 Enoncé de Thales. Barycentre. Co ctions. Applications injectives, | S1
surjectives, bijectives.
18 Polynémes. Fonctions périodi et bijection réciproque. S2
19 Géneéralités sur les fonctio es. Programmation liéaire. S2
20 Polynémes.Equations et in ons irrationnelles. Equations et inéquations | S2
paramétriques du se
21 Ensembles de définiti ction paire, impaire, périodique. Composée de S2
fonctions. E i ations irrationnelles. Restriction. Sens de
variation.
22 Barycentre. Sl
23 Limi S1
S2
24 guations de cercles. Produit scalaire. S1
25 Généralités sur les fonctions. Barycentre. Relations métriques S1
26 ntre. Relations métriques. Limites. Polyndbmes. Trigonométrie S1
ite et continuité S1
S2
Géneéralités sur les fonctions. Polyndmes. S2
Angles orientés. Trigonométrie. Second degré. Polyn6mes
30 Systémes. Equations et inéquations irrationnelles. Second degré
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EXERCICE 1

2x —3y+4z=7
5x+2y —32=20
X —y+2z=33

2°) Résoudre en discutant suivant les valeurs du parametre m le systeme :

(m+1)x+y+z=m+1
X+(m+1l)y+z=m+3
X+y+(m+1l)z=—2m—14

EVOIRINY

1°) Résoudre par la méthode du pivot de GAUSS le systeme suivant :

3°) a) Résoudre le systeme d’inconnues x et y :

X+y=—z
2x—y=1—1z (ou z est un parameétre réel) .

b) En déduire la résolution du systéme d’inconnues x, y et z :

X+y+z=0
2X—y+z=1
X2+y2+72=16

EXERCICE 2
1°) Discuter et résoudre I’équation d’i

X+1 +\x—

2°) a) Discuter suivant les valeurs
I’équation : X2 — mx + :
b) Discuter et résoudre
c) Résoudre I’inéqua

EXERCICE
Résoudre

5 suivants :

ametre réel m, I’existence et le signe des racines de

=~/mx

+X+1<2x—3.

y=—230 b) x2+y?=13
=—13 X+y—xy=—1
2m—1
e
m(m+2)
(@+1)(b+1)=">
DUREE : 2h30
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L VORI

Soit C un cercle de diamétre [AB] . C est un point de C autre que A et B, H le projeté orthogonal

de C sur la droite (AB) . Une droite ( D ) passant par A coupe la droite (CH) en M et recoupe le

cercleC enN.

1°) Faire une figure soignée.

2°) Comparer les produits scalaires AM . AB et A_C) .AB .
3°) Démontrer que AM . AN = AC?.

EXERCICE 2

- . -
i, rcle trigonométrique de

Le plan est rapporté au repere orhonormé direct ( O, ) . Soi

. - .
centre O et Ay, A, As, As, A, les points de C tels qu i ,0A() ,0<k<4aient

. 2kn
pour mesures respectlves ? .

1°) Faire une figure. On constatera que les point , Az, A, sont les sommets consecutifs

d’un polygone régulier convexe.
.= — — — —
2°) Soit S levecteur: S =0A, + > + OA; +O0A, .

_) - 7
a) Démontrer que S est colin

—

b) Démontrer que S aire a OA; .

T,

(Indication : nées des points Aq, Ay, Ax, As, Ay dans le repere ( O,

n o Ano o bmo o 8m
5 Ccos 5 cos 5 Cos 5 =

3°) a) En utilisant Iégalité (2) précédente, démontrer que cos ?n est une solution de I’équation :

4X2+2X —1=0

2n 4n 2n 2n

b) Calculer cos 5 . COsg ,sing tanT .

1
4°) Soit Q le point de coordonnées ( — 5 0) et J le point de coordonnées (0, 1) .

a) Déterminer une équation du cercle C  de centre Q et de rayon QJ .

123



b) Le point d’intersection du cercle C et de I’axe des abscisses dont I’abscisse est positive est noté
. . . 2
K. Vérifier que I’abscisse du point K est 2 cos?n :

c) Que représente la droite (EB) pour le segment [OK] ?

EXERCICE 3

2 3 7
1°) Onpose: A= coszg + coszgn + coszgn o + coszf .

7 . 6 2 . 5 3 -
a) Comparer cos%[ et cos g,pms cosf et cosf, enfin cosé[ et cosé[ . En déduire une

écriture simplifiée de A .
3n . T
b) Comparer cos - et sin g
c) Montrer alors que A=3.
2°) S’inspirer de la méthode suivie dans la question 1° pour calculer :
11n

B =sin? 12 + sin? 12 + sin? 12 + . + sin? 12
n

. 4T 43T 4 om 4
= 5 + - t - + - .
puis C = cos g t00s g +C0s 5" +00S g

EXERCICE 4

. 1
1°) a) Résoudre I’équation cos 3x =5 -

b) Exprimer cos 3x en fonction de cos x .

. 13 . A
2°) a) Montrer que les réels m = cosg ;N =Co Tn sont des solutions de I’équation :
8X® — 6X —

avoir au maximum ?

—m) (X—n)(X—p) (1)

(E)?

alité 1) ; en déduire les valeurs des nombres suivants :

n T Tn 13 1% =
9.0059—0039.0059 0059 .COSQ.

b) Combien de solutions I’équation (E ) p
c) Déduire de a) et b) que : 8X® — 6X
d) Quelles sont toutes solutions deJ2é
3°) Développer le second membr
137

T T
A—cos9 + Cos 9 +C

T T
C—-cos9 .COS 9 .C

DUREE : 4h
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EVOIRINy

| . ALGEBRE ET TRIGONOMETRIE

EXERCICE 1
1°) Résoudre les équations et inéquations suivantes :

Q) x+1>x(x—1) D)\X +3x —4>x—2 c)\xX* —mx+1 = x+3m

N.B. Pour c), on discutera suivant les valeurs de m .

2°) Résoudre et discuter le systeme d’inéquations
(1) fmx—1>0
Bm—2)x—m>0,
dans lequel m désigne un paramétre .

EXERCICE 2
Soit [Ox) et [Ox ') deux demi-droites telles que I’angle x 'Ox ait po
la demi-droite [Ox) tel que OA =8 a, B est le projeté orthogonal
segment [OB] .
Un point M du segment [OA] est défini par la distance :
1°) Calculer, en fonction de a et de x, les expressmns :
2°) Résoudre et discuter suivant les valeurs du p
{;SX —12ax+20a> —b=0 (1)
a

60° . A est un point de
r [Ox ") et C le milieu du

C’et s=MB’+ MC?.
el positif, le systéme :

0<x<4a (2
ns lequel a est un réel fixé .
(on sera amené a classer 0 et 4a par r acines de (1) ) .
3°) Déterminer le point M pour quesa aleur donnée b . Discuter le nombre de solutions suivant

EXERCICE 3

Soit la fonction trindbme X + ¢ et C ¢ sa courbe représentative dans le plan muni d’un

ts a, b, ¢ pour que f admette au point x =2 un minimum égal a — 9 et
que la cou e [Oy) au point d’ordonnée — 5 .

te d’équation y = kx — 9, ou k est un entier relatif .
ivant les valeurs de k le nombre de points d’intersection de C et D .
e par K I’ensemble des valeurs des valeurs de k pour lesquelles I’ensemble

D n’est pas vide . Soient k € K, et M; et M les points distincts ou confondus de E .
, en fonction de k, les coordonnées du milieu | de [M;M,] .

4°) On considére la fonction trindme g : x — 2x*— 4x — 9 et sa courbe représentative C .

Montrer qu’a tout nombre k € K, on peut associer un point 1 € C .
L application de K vers C 4 ainsi définie est-elle injective ? surjective ?

EXERCICE 4

Soit I’équation (E ) : 2 sin’x —2sinx —m=0.
1°) Discuter, suivant les valeurs du paramétre m le nombre de solutions de ( E ) qui appartiennent a

I’intervalle [ —% ;g ].
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2°) Résoudre I’équation ( E ) pour m=1—+/2 .

Il . GEOMETRIE

EXERCICE 5
Dans tout le probléme, ABCD est un rectangle de centre O, et p et q deux réels a I’intervalle 0 ; 1] .

On note | et J les points tels que Al = pAFB) et DJ = q DI .
Le but du probleme est de trouver a quelle condition portant sur p et g, les points A, J, C, sont
alignés . On propose diverses méthodes .

. 1 2
A . Dans cette partie, p = 5 etq= 3

1. Solution géométrique

a) Placer | et J et montrer que J est le centre de gravité du triangle ADB .
b) En déduire I’alignement des points A, J, C .

2 . Solution vectorielle

a) Exprimer le vecteur ATJ) en fonction de AD et AB .
b) En déduire I’alignement des points A, J, C .

B . On revient au cas général, p et g sont deux réels de I’intervalle ]
1. Solution barycentrique

a) Montrer que I est barycentrede { (A, 1 —p) (B,p)
b) De la méme maniere, montrer que J peut étre considéré
{(D,a) (I,B)},ouaetp seront exprimés en fonction
c) En déduire que « A, J, O, donc A, J, C, sont aligné
2 . Solution vectorielle

; — —>
a) Démontrer que AJ =(1 —q) (AD +

b) En déduire que « Les points A, J, C és» équivauta:q(l+p)=1.
2 . Solution analytique

Le plan muni d’un repére orthono
coordonnées (b ; 0) et (0 ; d) .
a) Calculer les coordon
b) En déduire une cond
soient alignés .

et suffisante portant sur p et g, pour que les points A, J, C

Soient D
en Aet D

roites sécantes en O .Soit A une droite ne passant pas par O et qui coupe D
int M de A se projette en E sur D parallélement aD 'eten Fsur D'

OE OF
—_— +— =1
OA OB
2°) Soient E et F deux points respectivement de D et D ' et vérifiant la relation :
OE OF
—— +—— =1.Soit M le point tel OEMF soit un parallélogramme .
OA OB

Démontrer que M est sur la droite A .

DUREE : 4h
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EVOIRIN

EXERCICE 1 : VRAI/FAUX
Parmi les 5 affirmations suivantes, dire celles qui sont vraies et celles qui sont fausses. Si elles
sont vraies, les démontrer, si elles sont fausses, donner un contre-exemple.

1°) Si une fonction polynéme est de degré 3, alors son carré est de degré 9.

2°) Une fonction polyndme admet toujours une racine réelle.

3°) La fonction polyndme P définie par : P (x) = x° + x* + 7x + 1 n’a pas de racines
4°) Deux fonctions polyndmes qui ont les mémes racines sont égales.

5°) Si o est une racine de deux fonctions polyndmes R te S, alors R(x) — S(x)
par (X — a) .

EXERCICE 2
On considere la fonction polynéme P définie par : P (x) =x3 —5x2 +
On note a, B, v ses racines (si elles existent !)
1°) Ecrire en fonction de o, B et y la forme totalement factorisé
2°) Déterminer la valeur des expressions suivantes :

1.1 .1
a+ By, af+Pyfya,afy o +getats

3°) Sachant que a. =2 —\/3 etp=1, calculery.

EXERCICE 3
Soit le polynéme P défini par : P (x) =
1°) Montrer que ( — 4) est racine de P
2°) Résoudre I’équation P (x) = 0.

En déduire les solutions del’¢

3°) Donner le domaine de défi e la fonction g : x — /P (x) .

EXERCICE 4
Soit le polynéme P dé

(x) =3 +a+bx—1.

our que P (x) soit divisible par (x + 1) puis factoriser P (x) .
.. P

n f définie par : f (X) =73 (_X)|P ]

ble de définition de f .

) sur cet ensemble de définition .

DUREE : 2h
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DEVOIRINg

1°) Résoudre dans R I’équation: 4x* —3x —1=0 (E).

2°) On considére I’équation (E ') suivante : : 4x* — 12 x2+9x —2=0(E").
Onposex=y+h.

a) En remplacant x par y + hdans (E '), on obtient une nouvelle équation (E ") dans
y est I’inconnue.

Quelle valeur faut-il donner a h pour que le coefficient de y 2 dans (E ") soit nu
b) h ayant la valeur trouvée en a) , résoudre (E ") puis (E ') .
4 —3x—1

— x+1 =0

3°) Résoudre dans R I’inéquation :

EXERCICE 2 (6 points)
Résoudre dans R les équations ou inéquations :

a)\/—x2+x+1 <Xx—5. b)\/—4x2+x+5<
1 1

1
c)x2+x+§ +52 — 4 =0 (onposera X =x+ v

ra calculer X 2) .

EXERCICE 3 (3 points)

Le plan est rapporté a un repére orthon

T, 7). Soit (C ) le cercle

de (C )telsque:ﬁ): i et OJ = T

trigonométrique de centre O ; | et J
(voir figure ci-dessous) .

. . . , 373 207
1°) Placer les points M et N, images respectives sur (C ) des réels 6 T et —Tn .

— - =

2°) Donner la mesure principale de chacun des angles orientés (O_I\)/I ,ON),(OM, Ol ),

- =

(ON, 0J),et(0J,OM).
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