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Matematicas: aplicaciones e interpretacion
Nivel superior
Prueba 3

Martes 11 de mayo de 2021 (manana)

1 hora

Instrucciones para los alumnos

No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.

En esta prueba es necesario usar una calculadora de pantalla grafica.

Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto.

Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberan ser
exactas o aproximadas con tres cifras significativas.

Se necesita una copia sin anotaciones del cuadernillo de féormulas de matematicas:
aplicaciones e interpretacion para esta prueba.

La puntuaciéon maxima para esta prueba de examen es [55 puntos].
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Conteste las dos preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto. Empiece una pagina nueva para
cada respuesta. No se otorgara necesariamente la maxima puntuacién a una respuesta correcta que no
esté acompafiada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en un procedimiento
y/o en explicaciones. Junto a los resultados obtenidos con calculadora de pantalla grafica, debera
reflejarse por escrito el procedimiento seguido para su obtencion. Por ejemplo, si se utiliza un grafico
para hallar una solucién, se debera dibujar aproximadamente el mismo como parte de la respuesta.
Aun cuando una respuesta sea errénea, podran otorgarse algunos puntos si el método empleado es
correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el procedimiento
seguido.

1. [Puntuacion maxima: 24]

Juliet es una socidéloga que quiere investigar si los ingresos influyen en la felicidad de
los médicos. En esta pregunta se le pide que analice los métodos y las conclusiones
de Juliet.

Juliet consiguid una lista con las direcciones de correo electrénico de meédicos que trabajan en
su misma ciudad. Se puso en contacto con ellos y les pidié que respondieran a un cuestionario
anoénimo. A los participantes se les pidié que indicaran sus ingresos anuales y que contestaran
a una serie de preguntas. Las respuestas se utilizaron para determinar un indice de felicidad
sobre un maximo de 100 puntos. De los 415 médicos de la lista, contestaron 11.

(@) (i) Describa una manera en la que Juliet podria mejorar la fiabilidad de
esta investigacion. 1

(i)  Describa una critica que se pueda hacer sobre la validez de la investigacion
de Juliet. [1

Los resultados que ha obtenido Juliet se resumen en la siguiente tabla.

Respuesta | Ingresos anuales ($) | indice de felicidad
A 65000 60
B 63000 52
C 40000 31
D 125000 81
E 100000 48
F 245000 61
G 48000 42
H 39000 40
I 85000 57
J 92000 53
K 123456789 56

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)
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(Pregunta 1: continuacién)

(b) Juliet considera que la respuesta K es un valor atipico y la elimina de los datos.
Sugiera un posible argumento para justificar su decision de eliminarla.

(c) Con las diez respuestas restantes de la tabla, Juliet calcula que el indice de felicidad
medio es igual a 52.5.

(i)  Calcule los ingresos anuales medios para esas respuestas restantes.

(i)  Determine el valor del coeficiente de correlacion momento-producto de
Pearson (r) para esas respuestas restantes.

Juliet decide realizar un contraste de hipotesis sobre el coeficiente de correlacion para
investigar si unos mayores ingresos anuales se asocian con una mayor felicidad.

(d) (i) Indique por qué ese contraste de hipétesis deberia ser de una cola.
(i)  Indique la hipotesis nula y la hipotesis alternativa para este contraste.

El valor critico para este contraste, a un nivel de significacion del 5%, es 0,549.
Juliet supone que la poblacién sigue una distribucién normal bidimensional.

(i) Determine si hay pruebas significativas de que exista una correlacién positiva
entre los ingresos anuales y la felicidad. Justifique su respuesta.

(Esta pregunta continua en la pagina 5)

(1]

[2]

[2]

(1]
[2]

(2]

Véase al dorso
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(Pregunta 1: continuacién)

(e) Juliet quiere crear un modelo para predecir como puede afectar un cambio en los
ingresos anuales al indice de felicidad. Para ello, supone que los ingresos anuales en
dolares (X) son la variable independiente y que el indice de felicidad (Y) es la variable
dependiente.

Primero se plantea utilizar un modelo lineal de la forma
Y=aX+b.

(i)  Utilice los datos de Juliet para hallar el valor de a y el de b. [

(i)  Interprete qué representa el valor de a, haciendo referencia a los ingresos y
a la felicidad. (1]

A continuacion, Juliet se plantea utilizar un modelo cuadratico de la forma
Y=cX’+dX+e.
(i) Halle el valor de c, elde d y el de e. [1

(iv) Halle el coeficiente de determinacion para cada uno de los dos modelos que se
ha planteado utilizar. [2]

(v)  Apartir de lo anterior, compare los dos modelos. 1
Juliet decide utilizar el coeficiente de determinacion para elegir entre esos dos modelos.
(vi) Comente la validez de su decision. [1
Después de haber presentado los resultados de su investigacion, un compafero
de Juliet se pregunta si la muestra que ha utilizado es representativa de todos los
meédicos de la ciudad.
Un informe indica que los ingresos anuales medios de los médicos de esa ciudad
son de 80000 $. Juliet decide realizar una prueba (contraste) para determinar si su
muestra, siendo realistas, podria provenir de una poblacion cuya media es 80000 $.
(f) () Indique el nombre de la prueba que deberia utilizar Juliet. [1

(i) Indique la hipotesis nula y la hipotesis alternativa para esta prueba. [1]

(iii) Realice la prueba, utilizando un nivel de significacion del 5%, e indique cual es
su conclusién en el contexto de la pregunta. [3]

Véase al dorso
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2. [Puntuacion maxima: 31]

Alessia es una ecologista que trabaja para las autoridades pesqueras del Mediterraneo.

Le interesa averiguar si es probable que la densidad de poblacion de caballas caiga por
debajo de 5000 caballas por km’, puesto que este es el valor minimo necesario para que
la pesca sea sostenible. Ella cree que el factor que mas afecta a la poblacion de caballas
es la interaccion de las caballas con los tiburones, que son su principal depredador.

La densidad de poblacién de caballas (M millares por km’, del inglés mackerel) y la de
tiburones (S por km’, del inglés shark) en el mar Mediterraneo se pueden modelizar
mediante las siguientes ecuaciones diferenciales acopladas:

M _ o - pus
ds _ _
43 — ys - 65

donde ¢ se mide en afiosy «, 5, y y 0 son parametros.

Este modelo supone que no hay ningun otro factor que afecte a las densidades de poblacion
de caballas y de tiburones.

El término aM modeliza la tasa de crecimiento de la poblacién de caballas en ausencia de
tiburones. El término fMS modeliza la tasa de mortalidad de las caballas debida a que los
tiburones se las comen.

(@) Sugiera una interpretacion similar para cada uno de los siguientes términos:
@iy yMS (1]
(i) oS [1]
(b)  Un punto de equilibrio es un conjunto de valores de M y § tal que %: Oy %: 0.
Sabiendo que las dos especies estan presentes en el punto de equilibrio:

(i)  Muestre que, en el punto de equilibrio, el valor de la densidad de poblacién de

caballas es % [3]
(i)  Halle el valor de la densidad de poblacién de tiburones en el punto de equilibrio. [2]

(c) El punto de equilibrio que hall6 en el apartado (b) da los valores promedio de M y de §
a lo largo del tiempo.

Utilice el modelo para predecir como afectarian los siguientes acontecimientos al valor
promedio de M. Justifique sus respuestas.

(i)  Se vierten aguas residuales toxicas al mar Mediterraneo. Alessia afirma que esto
hace que disminuya la tasa de crecimiento de la poblacion de tiburones y que, por
consiguiente, el valor de y se reduce a la mitad. No cambia ningun otro parametro. [2]

(i)  El calentamiento global hace que aumente la temperatura del mar Mediterraneo.
Alessia afirma que esto hace que aumente la tasa de crecimiento de la poblacién
de caballas y que, por consiguiente, el valor de o se duplica. No cambia ningun
otro parametro. [2]

(Esta pregunta continta en la pagina siguiente)
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(Pregunta 2: continuacién)

(d) Para estimar el valor de a, Alessia considera una situacion en la que no hay ningun
tiburdn y la densidad de poblacion de caballas inicial es M,,.

(i)  Escriba una ecuacion diferencial para M que modelice esta situacion. [1]

(i)  Muestre que la expresion que da la densidad de poblacion de caballas al cabo
de ¢ aflos es M =Mge”. [4]

(iii)  Alessia estima que la densidad de poblacion de caballas se multiplica por tres
cada dos anos. Muestre que a = 0,549 redondeando a tres cifras significativas. [3]

A partir de observaciones adicionales, se cree que

a=0,549,
B=0,236,
y=0,244,
§=1,39.

Alessia decide utilizar el método de Euler para estimar las futuras densidades de poblacion
de caballas (M) y de tiburones (.5). Se estima que las densidades de poblacion iniciales son
M,=15,7yS,=2.Alessia utiliza un paso de 0,1 afios.

(e) (i) Escriba expresionespara M,,,y S

n+1

en funcionde My S,. [3]

(i)  Utilice el método de Euler para hallar una estimacion de la densidad de
poblacion de caballas al cabo de un afio. [2]

(f)  Alessia va a utilizar su modelo para estimar si es probable que, durante los nueve
primeros afnos, la densidad de poblacion de caballas caiga por debajo del valor minimo
que se necesita para que la pesca sea sostenible (5000 por km’).

(i)  Utilice el método de Euler para dibujar aproximadamente la trayectoria del retrato
de fase, para 4 <M <7y 1,5<85<3, durante esos nueve primeros anos. [3]

(i)  Utilizando su retrato de fase, o de cualquier otro modo, determine si la densidad
de poblacién de caballas seria suficiente para permitir la pesca sostenible durante
€s0s nueve primeros afos. [2]

(ii)  Indique dos motivos por los cuales la conclusiéon de Alessia, hallada en el
subapartado (f)(ii), podria no ser valida. [2]

Fuentes:
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